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SECONDE  PARTIE. 

% 


CALCUL  INTÉGRAL. 


Des  Méthodes  de  M.  Fontaine. 

— M . Fontaine  dans  fes  Mémoires  propofe 
deux  méthodes  d’intégrer  , dont  nous  croyons 
devoir  donner  une  idée  aux  commençnns. 

La  première  méthode  eft  fondée  fur  les  quatre 
théorèmes  fuivans. 

loi.  Théorème  i.  V étant  une  fonction  ho- 
mogène de  plufieurs  variables  ^x,y3\3u3  &c. 
dont  la  dimcnfion  foit  e , & la  différence  d V » 

N dy  -jr  *4-  Q du,  &c.  ( A ),  yâ(F‘'r~\  ' 

Fonte  V.  A ^ ' / j 

s * Jy 
r 
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on  aura  e V = M x — f-  N y -4-  P £ -4—  Q u 
-+•  Sic.  Si  nous  fubftituons  dans  V , x -4-  dx 
= x'  au  lieu  de  x,  y -4-  dy  = y1  au  lieu  de 
y,  Sic.  que  nous  prenions  les  différentielles  dx, 
dy.  Sic.  proportionnelles  à x,  y , Sic.  ( ce  qui 
eft  très  permis),  Si  qu’alors  V devienne  V',  on 
aura  V1  — V ==ü?V  & V',  V,  feront  des  fonc- 
tions femblables  l’une  de  x1,  y1,  Sic.  l’autre  de 
x,  y,  Sic.  donc  puifque  la  dimenfion  de  V effc 
= e , on  aura  par  la  propriété  des  fonctions 
femblables  , V'  : V : : x'e  : xe  : : ÿe  i y e : 
e , Si>c.  donc  V'  — V : V : : x'  ‘ — x ‘ : x ‘ : : 
ÿe  — ye  ; y * (**) : : \c  — £ e : \e , Sic.  ou  d.  V : 
V ::  d.  xe  : x * : : d.y*  : y*  ::  d.  %e  : , Sic.  ou 

d.  V : V : : e dx  : x : : e dy  : y : : e d^  : £ , Sic.  (*) 

d X 

donc  d V = eV  — •,  de  plus  d x : x : : dy:  y:: 

dl  donc  dy  = y~  ; d “ 

, * * 

d 3S  " - *,•  - * 

= u — : Sic.  donc  en  fubftituant  les  valeurs  de 

, _ , x 

d V j dy j d^.  Sic.  dans  l’équation  (A)  il  viendra 
dx  ...  -,  dx  „ dx 

e V — ==  M d x -f-  N y -4-  P % — -4-  Sic. 

ijjb  X X 1 X 

Si  e V = M x -4-  N y -4-  P ^ -4~  &c. 

Soit  V =kixx  -} -by%,  on  aura  d V = i axdx 
-4-  b y dy-\-  i\dy  ; Si  par  le  théorème  e V = a V 
z axx  -4 - b y\-\-  b %y  = z ax  x -4-  îéj'ç. 


(*)  Car  la  différentielle  de  Xe  eft  ex  * 'dx;  ot  e x ‘ 1 dx 
: Xe  : : e d x : x. 

(**)  Car  e dx  : x : : t d y : y ; donc  en  divifant  les 
antécédents  par  t,  d t i x.:  : dy  : y. 
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Il  eft  vifible  auilî  que  dans  ce  cas  en  fuppofane 
x-\-  dx  — x\  y dy=ÿ,  * H- & 
faifant  de  plus  x : dx  s :y  « dy  : : £ : d% , on  aura 
V'  : V ::  <z  x'x'  -+-  b y'  ^ : ax  x -+-  -b  y\  ::  x'x'  : 
xx , &c.  ce  qui  n’auroit  pas  lieu  !i  V n’écoic  pas 
une  fonéHon  homogène  par  rapport  aux  variables 
x y y , %:  ainfi  fi  V étoit  = ax  -4-  by%,  on 
n’auroit  pas  ax'  -+*  b y'  : a x b y ^ : : x1  x : 
xx  ; car  b y : byi  ÿ y y'  : y y : : x x : xx  ; 
mais  ax'  n’eft  pas  à ax  comme  x'x':  xx. 

On  peut  néanmoins  rendre  le  théorème  géné- 
ral au  moyen  d’un  paramètre  p , qu’on  pourra 
regarder  comme  l’unité  ( qui  eft  une  quantité 
arbitraire)  & qu’on  traitera  comme  confiant  ou 
comme  variable,  fuivant  lebefoin.  Si , par  exem- 
ple , on  a V = ax-f-é^£,on  fera  V = a p x 
•4 ~ b y \ , fonéHon  homogène  de  deux  dimensions. 
Ainlt  on  aura  dV  = axdp-{-apdx-\-b%  dy 
-\-byd%;  & par  le  théorème  ,eV  = iV  = i apx 
-+-  i b y z = iax  + a b y r en  mettant  i au 
lieu  de  p. 

En  général  fi  V eft  une  fonéHon  de  dÿnen- 
fion  e par  rapport  aux  variables  x , y , ^ , &c. 
&*  que  dans  le  cas  où  cette  fonéHon  n’eft  point 
homogène  par  rapport  à ces  variables , on  intro- 
duire le  paramètre  p dans  les  termes  qui  n’onc 
pas  la  dimenfion  e par  rapport  à ces  variables 
x y y y \ y 5tc.  on  aura  e V = Mx  -+-  Ny 
, &cc.  -H  T p.  Donc  fi  on  fait  d V — o, 
on  aura  Mt/x  -f-  N dy  -f-  P , &c.  -\r  T d p 

= o,  ou  ^ x -h  — dy  — - dry  &cc.  — d p 

M J M 1 M t 

N P T 

= o j & en  fuppofane  = d , = é*s  &c.  ^ 

'A  z 


\ 
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s=  ri  , on  aura  dx- f-  a dy-\-  b'  dç,  Sec.  +n' dp 
es =o>  les  coefficients  a',  A',  &c.  étant  tous  de 
dimenfion  nulle  pax  rapport  aux  variables  xy  y , 
&c.  Sep.  Si  l’on  fait  p confiante  , on  aura  dp  = o 3 
& l’équation  deviendra  d x a'  dy- f-  ^ , &c. 

s=  o , les  coefficients  a1  , A',  &c.  reliant  les 
mêmes. 

Soit  propofé  d’intégrer  l'équation  dx-\-kdy 
B C</«  -h  &c.  3F=  o.  Suppofons  d’abord 

que  les  coefficients  A , B , &c.  foient  des  fonc- 
tions homogènes  de  dimenfion  nulle  par  rapport 
aux  variables  x 3y  y Sec.  la  queflion  fe  réduit 
à trouver  la  fon&ion  V de  ces  mêmes  variables, 
dont  la  différence  eft  d V ==Md.x:-|-Ni/y-f-  P d-[ 

N 

• +Qdu,  Sec.  telle  que  l’on  ait  d x -h  dy 


*+-  M ^c*  “dx-\-  A dy  B d\y  Sec. 

11  • N . P n Q 

ou  telle  que*  Ion  ait  = A , = B , 

s=  C , &c.  donc  on  doit  avoir  dV  = M dx 
-}-  N dy  -f-  P d^  j Sec.  = Md#  -4-  MAdy 
*+■  &c.  M étant  une  fonélion  homogène 

Si  inconnue  des  variables  xy  y , Sec. 

Suppofons  que  la  dimenfion  inconnue  de  la 
fonction  V foit  — e , on  aura  par  le  théorème 
premier  eV  =s=  M*  -|-  M A y + MB^  + &c* 
i dy  i 


J 

donc  — 


A 


* •+■  Ay  ■+■  Bf , &c. 


d x 


dy- 


B 


dr 

A y B 8cc.  * ' x -h  Ay  -h  Bj , Sec.  1 
&c.  Se  en  intégrant  de  part  & d’autre , il 

1 dx 


viendra  — L.  V = S,  ^ 


x-t-Ay-t-Bj,  &c. 
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^ \ 

H 7 — dy  Sec.  ].  Lorfqu’on 

aura  trouvé  par  cetre  intégration  la  valeur  de 
V , on  la  fera  = A!  confiante  arbitraire , Sc  le 
problème  fera  réfolu  ; car  en  faifant  V = A', 
on  aura  d V = o =s  M d * -f-  M A dy  -f-  M B d £ , 
&c.  & en  divifant  parM,  on  trouvera  l’équation 
propofée  dx  H-  A dy  4-  Bd^,  Sec.  = o.  Si  « 
= o , c’eft-à-dire , fi  la  dimenfion  de  V étoic 
nulle , on  auroit  eV=o  = Mar-f-M  A y -+-  Sec . 
= o , ou  en  divifant  par  M , x -h  A y B ^ , 

&c.  = o. 

Si  les  coefficients  A , B , C,  Sec.  ne  font  point  des 
fonctions  homogènes  de  dimenfion  nulle  par  rap- 

J»ort  aux  variables  x,y,ç,  Scc.  en  introduifant 
e paramètre  p , on  les  rendra  de  dimenfion  nulle 
par  rapport  aux  quantités  x,y,  % , Scc.  Sc  p.  Et 
fuppofant  qu’alors  l’équation  propofée  foit  de 
cette  forme  dx  -h  cl  d y -f-  b' d%.  Sec.  -+•  n'dp 
=3.0,  dans  laquelle  les  coefficients  a\  b' , &c. 
font  de  dimenfion  nulle  par  rapport  aux  quanti- 
tés x,  y,  Scc.  p,  la  queftion  fera  réduite  à 
trouver  une  fonélion  V des  mêmes  quantités, 
dont  la  différentielle  M d*  -h  N dy  -H  &c.  di- 

vifée  par  M , ou  dx  ^ dy,  Scc.  foit  =a  dx 
•+*  S dy , Scc.  -4-  n dp.  En  fuppofant  --  t=;V, 

Se  p confiante  , ou  dp  = o , on  aura  d x ~ dy,  9 

Scc.  = dx  a'dy , Scc.  de  plus  «'  = — , 

Sec,  ainfi  la  différence  dV  = M 4*  -f*-  N dy,  Scc. 

A 3 
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»4-  ~ dp  , fera  = M d x *+-  M a'  dy  -H  M b'  d%, 

Scc.  -f-  M ri  dp.  M St  ri  font  des  fondions  ho- 
mogènes de  x , 5c  y , Sec.  5c  p.  Mais  M eft  une 
fon&ion  qui  peut  n’ètre  pas  de  dimenfion  nulle, 
au  lieu  que  ri  eft  certainement  de  dimenfion 
nulle.  En  fuppofant  que  la  dimenfion  de  V eft 
e , on  aura  eV  = Mx  -f-  M a' y -f-  Scc.  Mn'p, 

i iV  i j - 

e V x -H  a y -4-  b ç , & c.  ■+■  n p 

t p-  dy  -+-  &c.  donc  en 

x -f-  «y  + Sic.  -+-  n p 

intégrant  ôc  faifant  x a y -j-  b £,  5c c.  n p 
p=  F , on  aura  — L,  V = S.  Ç -ÿ-  d x y d y 

4-  ~ d % , Sec.  +y  dp).  LoiTqu’on  auta  trouvé 

par  cette  intégration  la  valeur  de  V , on  la  fera 
; — : A'  confiante  arbitraire  , 5c  le  problème  fera 
refolu.  On  ne  peut  trouver  l’intégrale  dont  nous 
venons  de  parler,  qu’en  connoiftant  ri.  Si  la  di- 

...  . — * — a y,  &c. 

menfion  e etoit  nulle,  on  auroit  n = 

P 

par  l’équation  eV  = Mr+  M a' y ; Sec.  mais 
cette  valeur  de  ri  rendant  F=o,  ne  peut  nous 
fervir  ; il  faut  donc  en  trouver  une  autre^.  On 
y'£>arviendra  par  le  quatrième  problème  fuivant. 

H 20 j.  Theoreme  II.  Suppofant  que  V ejî  une 
fonction  des  variables  x , y , \ , &c.  on  aura 

=3  §,  — dxj  c’efl- à-dire  3 que  la  dif 
dy  dy 

férence  de  S.'V  dx  prïfe  ert  ne  faifant  varier  que  y 
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ô divifée  par  dv  , ejl  égale  à F intégrale  du  pro- 
duit de  la  différence  d V prife  en  ne  faifant 
varier  que  y 3 divfant  par  dy  , & multipliant  le 
réfultat  par  d x.  C’c-ft  une  fuite  de  ce  qu’on 
a démontré  ci  - devant  ( 90  ) que  d S d x 

_ v . d.  (SA  J x) 

dy  : . Car  alors 

ç (d A )dx 


S ( d A ) i x ç 

dy 


dy 


204.  Thboreme  III.  V étant  toujours  une 

fonclion  dès  variables  x } y 3 ^ &c.  telle  que  l’on 

ait  d V = M d x -f-  N </y  P d ^ , &c.  on  aura 

, , . , ...  d M d N d M d P 

les  équations  de  condition  — = — , — = — 

d y dx  d [ d x 

dU dQ  d N <fP  <rN dQ  eTP dQ 

du  dx  3 df  cy  dy  *•  du  dj  3 

Scc.  (*)  C’eft  une  fuite  de  ce  qu’on  a dit  ci- 

delïus  (8<j). 

205.  Théorème  IV.  Dans  la  meme  fuppojï- 
tion , en  faifant  N = A M , P = B M , Q = 
C M , Sic  , ce  qui  donne  d V = M d x —I—  A M d y 
-4-  B M d ç , Sic.  j l’on  aura  encore  les  équations  de 

condition  fuivantes , pour  trois  termes  À — — B ~ 


on 


d N ‘ ' ' ' ” ■ • ■ 

(*  ) L’cxpreffion  , indique  ciu’on  a différencié  N 

d x 

en  faifant  varier  x , &.  qu’on  a «livife  par  dx.  IHP^rcifi 
, indique  la  différentielle  de  M prife  en  faifant  va* 

dy 

ricr  y,  & divifée  par  dy , &c. 

A 4 
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dA  dB  * ■ c a 

-4 — - = o : car  par  le  théorème  prê- 
tép dy  1 * 

cèdent  — = A — — M ( à caufe  de  A 1V^ 

d y dx  dx' 

dU  „d  M , - , <é  B .JM  ^,d  A 

= N) , — = B - — h M— -,  A {- M — 

ndl  dx  dx  * d j di 

__  g _j_  M —— . Si  on  égale  les  valeurs  de* 

dy  d y 

— prifes  des  deux  dernieres  équations,  il  viendra 
d T , 

r c - , / , <é  B d A </  B \ 

en  tranfpofant,  M ( A — H — ) 

1 \ dx  d{  dy  / 

JM  d M \ /r>  - , . 1 

B ( A ) = o ( P ).  Mais  par  la 

\ dx  dy  J 


. JM  d M -,  dA' 

première  équation  , A — — — = — M — 7 
1 1 x dy  d * 

Donc  en  fubftituant^çtte  valeur  dans  l’équation 

(P) , &:  divifant  par  M,  on  aura  A B — 

' ' r dx  dx 

dA  â B 

4-  - ~==  o (*), 

d\  cy 

Corollaire.  Donc  pour  quatre  termes 
Hf-  A Mdy  -H  AMdç  — {-  C M du,  on  aura  les 
trois  équations. 

. dB  n d A dA  d B 

A 7 B- h — — o. 

dx  dx  dj  dy 


(*)  On  auroit  pu  trouver  cette  équation  par  le  np. 
( toolfltear  (i  dans  la  première  équation  de  condition  de 
l’endr^Rité , on  fait  A = t , A délîgne  dans  cet  endroit 
le  coefficient  de  x , on  aura  d A = o ; & l'on  en  tirera 
une  équation  de  condition  qui  fera  la  même  aux  coeffi- 
cients près  i que  celle  que  nous  venons  de  trouver  > & çn 
changeant  Içs  lettres  elle  fera  cxaéïement  la  même. 


Digitized  by  Google 


Calcul  inte'gral. 


9 


. dC 

AÎ7 

B iC 

B 77 


r £?A 

^ dx 

C Ç- 

dx 


d_ A 

du 

d_B 

du 


dC 

dy 

dC 

dl 


o. 


! O. 


On  trouvera  de  même  les  équations  de  condi- 
tion pour  cinq  termes  de  la  différence  de  V . 
pour  fix  , &c.  ™ 

Problème.  Intégrer  P équation  dx  d dy  = oy 
dans  laquelle  cl  ejl  une  fonclion  de  dimenfion  nulle 
de  x , de  y & de  p.  La  queftion  fe  réduit  à trouver 
une  fonétion  m de  x , de  y & de  p , dont  la 
différentielle  en  faifant  p confiante , divifée  par 
le  coefficient  de  dx,  foie  d x —f—  a dy  = o.  Si 
l’on  n’eût  pas  fait  dp  = o,  on  auroit  eu  dx 
—f—  d dy  n dp  = o \ n étant  une  fonétion 
de  dimenfion  nulle  de  x de  y & de  p qui  eft 
inconnue j & fi  l’on  n’eût  pas  divifé  par  le  coef- 
ficient de  dx  que  je  fuppofe  = n,  on  auroit 
eu  ndx  — f—  n d dy  -f-  nn  dp  = o ; n étant  une 
Fonélion  homogène  de  x,  de  j,  tk  de  qui 
eft  auffi  inconnue.  *En  fuppofant  que  la  dimen- 
fion de  m eft  = e , on  aura  (par  le  premier 
théorème  ) em  = n x -4-  n oî y -+~  n n p ; donc 

• 1 dm  t d j n' 

T’  ~==— 7 — -dx-h  ydy  -t-ydp;  (en 

faifant  F = x -+-  d y -+-  dp  ) , & en  intégrant , 

w=S^ÿ(/x  + ^(/iy+  ^ dp^.  Il  ne 

s’agi  c donc  plus  que  de  trouver  n.  Or  par  le 
dernier  théorème,  à caufe  de  l’équation  dm 

— ndx  -h  na  dy  -f-  na  dp  , on  a d — • 

. , dd  dd  dd  ... 

n ~, h - — --  — = o.  (L) 

dx  dp  dy  ' 


• Digitized  by  Google 


8 Couas  de  Mathématiques. 


d A d B • • , a r 

~x~  — — = o ; car  par  le  theoreme  pre- 

cedent — = A ^ — f-  M ( à caufe  de  A 

dy  dx  dx 

_ _ . <*M  niM  , x,  dB  .d  M ..  dA 

— N, — = B - — h M — ,A 1-  M — 

1 di  dx  dx  dj  di 

■ — ? B hM— . Si  on  égale  les  valeurs  de* 

dy  dy  6 

— prifes  des  deux  dernieres  équations,  il  viendra 

d\ 

r r . , / . dB  <*A  d B \ 

en  tranfpolant , M { A 1 ■ — ) -+- 

1 \ dx  dç  dy  J 

f . dU  a M \ /r.  i 

B ( A ) = o ( P ).  Mais  par  la 

\ dx  dy  J 

, ■ . dU  dU  x , d A. 

première  équation  , A — — -7-  = — M — 7 

1 1 x ay  d* 

Donc  en  fübftituant^ette  valeur  dans  l’équation 
(P) , & divifant  par  M,  on  aura  A B — 


dl  dy 

CoRot.LAiRE.  Donc  pour  quarte  termes 
H-  A M dy  -f-  A M d\  -4-  C M du,  on  aura  les 
trois  équations. 

.à  B _ dk  d A d B 

A B- h — =0. 

dx  dx  dx  dy 


(*)  On  auroit  pu  trouver  cette  équation  par  le  n'. 
( 100  fi  dans  la  première  équation  de  condition  de 

l'cndrc^^iré , on  fait  A ==  t , A déligne  dans  cet  endroit 
le  coefficient  de  x,  on  aura  d A = o y & l’on  en  tirera 
une  équation  de  condition  qui  fera  la  même  aux  coeffi- 
cients près  i que  celle  que  nous  venons  de  trouver  ; & en 
changeant  lçs  lettres  elle  fera  exaétement  la  même. 
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a àC 

Alü 


rfA  JA 
^ dx  + du 


B — — C 

dx 


o. 


! O. 


dC 
dy 

dB  d_B  ! dC 

dx  du  d[ 

On  trouvera  de  même  les  équations  de  condi- 
tion pour  cinq  termes  de  la  différence  de  V - 
pour  fîx  , &c.  ™ 

Problème.  Intégrer  V équation  d x H-  a'  d y = o, 
dans  laquelle  à ejl  une  fonction  de  dimenjlon  nulle 
de  x , de  y & de  p.  La  queftion  fe  réduit  à trouver 
une  fonction  m de  x , de  y Sc.  de  p , dont  la 
différentielle  en  faifant  p confiante , divifée  par 
le  coefficient  de  dx,  foit  d x — f—  a'  dy  = o.  Si 
l’on  n’eût  pas  fait  d p = o , on  auroit  eu  d x 
-4—  a' dy  -f-  n dp  = o ; n étant  une  fonétion 
de  dimenfion  nulle  de  x de  y & de  p qui  eft 
inconnue;  & fi  l’on  n’eût  pas  divifé  par  le  coef- 
ficient de  dx  que  je  fuppofe  = n>  on  auroit 
eu  ndx  —f—  n a'  dy  -f-  nn  dp  = o ; n étwit  une 
Fonétion  homogène  de  x , de  y , ik  de  Jf,  qui 
eft  auffi  inconnue.  "En  fuppofant  que  la  dimen- 
fion de  m eft  = e , on  aura  ( par  le  premier 


théorème  ) em  = n x n a' y — n n p ; donc  , 

i dm  i a'  »' 

. d x h-  y d y H-  y dP  ï ( en 


e m F 

faifant  F — x 


a y 


m 


n p)  y Sc  en  intégrant , 

S ( -j  dx  -f-  y dy  -+-  y dp 11  ne 

s’agit  donc  plus  que  de  trouver  n . Or  par  le 
dernier  théorème,  à caufe  de  l’équation  dm 

s=  ndx  / ici  dy  -f-  nâ dp  , on  a d — 

. , da'  à a’  d n' 


dx 


dp  dy 


= o.  (L) 


Digitized  by  Google 


îo  Cours  de  Mathématiques. 


Pour  trouver  par  cette  équation  la  valeur  de  la 
fondion  n , remarquons  qu’en  faifant  tout  varier, 

on  doit  avoir  (théorème  ier  ) l’équation  dm ■ 

Adx  B dy  -f-  C dp.  Si  en  fuppofant  que  les 
fadeurs  A,  B,  C,  font  fradionnaires  , on  réduit 
Çbus  les  coefficients  au  même  dénominateur  D, 

on  aura  ( E dx  -+-  G dy  4-  H dp  ) = dm; 

& en  divifant  les  fondions  E,  G,  H,  par  leur 

P 

plus  grand  divifeur  P,  il  vient  — (gd  x 4-  idy 

-f- K dp).  Divifant  encore#  8c  i par  leur  plus 
grand  commun  divifeur  Q , 8c  Fai  fane  g = M Q , 

i = N Q , il  viendra  ^ ( M Q d x N Q dy 

•4-  K dp)  =Oj  en  faifant  dm  — o.  Si  on  fait 

p 

d p o j on  aura  — (QM</.ï  + N Q dy  ) = o, 

N • N 

ou  dx  H-  ^ dy  = o , 8c  d = ^ . De  plus  on  a 
K 

• — =' ri  : car  en  divifant  tout  par  Q M , il  vient 

dx  a dy  ri  dp  = o 3 ce  qui  donne  ri  = 

— : de  forte  que  M & N font  des  fondions 

MQ  \ 

homogènes  de  x , de  y 8c  de  p,  K & M Q étant, 
aufli  des  fondions  homogènes  de  même  dimen- 
fion  de  x 3 de  y 8c  de  p. 

En  fubfti  tuant  ces  valeurs  de  a 8c  de  n dans 
l’équation  (L)  , il  vient  NQ  ~ — NK  ~ 
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JN  * «■  «/N 

.qk_  + Q‘(m- 


K M 


dQ 

dy 


dp 


-N 


<f  M \ 
<i/>  / 


— MQ 


dK 

dy 


La  fondion  d étant  donnée  , on  aura  N & 
M , en  faifant  N égal  au  numérateur , & M égal 
au  dénominateur  de  la  fondion  d ; fi  de  plus 
Q étoit  donnée  , on  trouveroit  K par  la  méthode 
des  indéterminées.  L’on  prendroit  pour  K une 
fondion  homogène  de  x , y & p>  de  meme  di- 
menfion  que  QM  la  plus  générale  qu’il  feroit 
poffible  , & avec  des  coefficients  indéterminés; 
on  fubftitueroit  cette  valeur  de  K dans  1 équa- 
tion de  condition  qu’on  vient  de  trouver  entre 
M,  N,  K,  Q,  & l’on  détermineroit  les  coeffi- 
cients de  K par  des  équations  du  premier  degré, 
en  fatisfaifant  à cette  équation  fuppofee  iden- 
tique , commue  on  le  verra  dans  l’exemple  que 
nous  rapporterons  bientôt  : mais  comme  Q & K 


il  — • 

font  des  fondions  inconnues  , on  pourra  faire 
. o r\  — » avoir  l’équation  de  con- 

- </n 


Q 

dition  N 
d K 


dK 


N ~ — 

dp 


M 


K M 

dx  d x .dp 

K — = o , ( A ).  On  pourra  i°.  faire 


dy  ' dy 
Q = p , & dQ  = dp  = o ; & en  divifanr 
l’équarion  generale  tle  condition  par  p,  on  trou- 


ât dK 

vera  pour  ce  cas,  IN  — 

— N — ) — M ~ ■+ 

dp  / dy 


K 


d N 


dx 


(m 


K 


dy 


o. 


</N 

dp 

S’il 


n’entre  aucun  radical  dans  M ni  dans  N , on 


N 
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pourra  faire  Q = a p 4-  b x H-  c y.  40.  Q = ap% 
4-  bp  x -4-  c py  4-  Djc1  4-  e x y 4-  fyl.  50.  Q 
s=  ap*  ■+■  bp1  x Scc.  6°.  Q = a p + -+-  b p x * 
&c.  Et  l’on  déterminera  les  coefficients  de  K 
comme  fi  ceux  de  Q étoient  donnes  , on  exa- 
minera enfuite  quels  doivent  être  les  coefficients 
de  Q pour  qu’il  n’y  ait  point  de  contradiction 
dans  ceux  de  K. 


Mais  s’il  entre  des  radicaux  dans  les  fondions 
N,  M,  après  avoir  effayé  les  hypothèfes  de  Q = 1 
& de  Q = p j on  fera  entrer  ces  radicaux  dans 
les  valeurs  fucceflives  de  Q & de  K comme  autant 
de  nouvelles  variables , & de  la  maniéré  la  plus 
générale  qu’il  fera  poflïble.  > 

Soit  propofé  d’intégrer  l’équation  d x -f- 
dy  = °-  En  fuppofant Q = r , 


, N = ap  4-  bx 


‘P+fx  + EÏ  J ri 

, ap  ■+*  bx  -f-  cy  __ 

on  aura  a = , IN  = ap  4-  bx 

ep-+-fx-k-gy 

-h  cy  j M — ep  4-  /*  t g y K = Ap 

4-  B x 4-  C y j les  coefficients  A , B , C,  étant 

d N , JN  d M 

inconnus,  — = b,— - = a,  — • = g,~ 


inconnus 


jv  " d K 

— = B , — = C,  Sc  en  fubftituant  dans 

dx  dy 


l’équation  (A)  de  condition , nous  aurons  (aB 
— eC  — £ A 4-£  A)  p 4-  ( — be  — fC  4-£  B 
4-  af)  •x,4-(fB  — ce  a g — bC)  y = o \ 
mais  cette  équation  ne  fauroit  fubfilter  dans 
toutes  les  fuppofitions  des  valeurs  de  x & y j à 
moins  que  les  coefficients  de  y , x & p , ne  loient 
chacun  = o j donc  aB  — e G > b A Hh-  g A 
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— — o , — b e — f C — f—  a f -4~  g B = o , c B 
ce -4—  a g — b C = o.  Regardant  maintenant 
A,  B,  C,  comme  trois  inconnues , on  trouvera 
par  le  moyen  de  ces  trois  équations  A = 
— a{be  — af)  _ g __  f(ce  — a g)  —b  (be  — afj  _ 

«f  — *£  3 cf — 3 

c=  »(»-- Sub(Utuant  ces 
//— 

valeurs  dans  l’équation  K = A p -+-  B x -4-C y , 
& enfuite  les  valeurs  de  M & K dans  ri 


n 


= rr-,  à caufe  de  Q = i , nous  aurons 

QM  M’ 

= [—  a {b  e — af)-+-  (/(ce  — ■ a g) 


~~b(e  — af))  x «■+•  ( £ ( c c — af)  — c {b  e 

— *«/)).y  ] : («/*—  bg  )•(«/"+■ 


Reprenons  maintenant  l’équation  — L. 

= S + yiy  + jipj;  li  on 

intègre  cette  équation  en  regardant  t°.  x feule 
comme  variable;  2°.  y feule  comme  variable; 
3°.  p feule  comme  variable  , 8c  en  ajoutant  à 
l’intégrale  dans  le  premier  cas  une  fonction  de 
y & de  p ( parce  que  dans  ce  cas , on  regarde  y 
8c  p comme  confiantes  ) que  nous  défignerons 
par  f (y  Sc  p ) ; dans  le  fécond  cas  , une  fonc- 
tion arbitraire  de  x &c  de  p,  que  nous  défigne- 
rons par  f { x 8c  p ) , dans  le  rroifieme  cas  une 
fonction  arbitraire  de  x 8c  de  y que  nous  repré- 
fenterons  par/(je  8c  y),  nous  aurons 

( * ) Les  deux  points  indiquent  une  divifion. 


/ 
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ÿLm  = s(ÿ^)  -4 -f(ytop) 

^ L.  rn  = S (y  d y)  + f (X  &c  p) 

Y L.  m — S ( Y dP  ) -»“/(* 

Ces  intégrales  doivent  être  égales  entr’elles , & 
chacune  étant  différenciée  , doit  rendre  la  propofée. 

Lorfqu’il  encrera  des  radicaux  dans  a , au  lieu 
de  l’équation  dx  -+-  a dy  = o,  on  écrira  dx 
-+-  ady  -f-  ri  dp  = o,  prenant  la  valeur  de  ri 
dans  la  fuppofirion  que  la  dimenfion  e de  V eft 
!«=  o.  On  égalera  le  radical  qu’on  yeut  faire 
difparoître  à une  fonction  rationnelle  8c  homo- 
gène de  p , x , y , 8c  d’une  nouvelle  variable 
8c  choifilfant  cette  fonction  telle  qu’on  puifie 
avoir  p ou  x on  y , par  une  équation  du  premier 
degré.  Suppofons  que  ce  foit  p que  l’on  ait  ainfi: 
en  différenciant  & faifant  varier  x , y 8c  on 
aura  p ; fubftituant  les  valeurs  de  dp  8c  de  p y 
au  lieu  de  l’équation  entre  x , y , p , d x , dy , 
dp,  on  aura  une  équation  entre  x,  y,  ^ , dx, 
dy , d%  dans  laquelle  il  y aura  un  radical  de 
moins.  Lorfqu’on  aura  intégré  cette  équation 
( qu’on  pourra  intégrer  fi  l’on  veut  en  fuppofant 
dx,  ou  dy,  ou  d%  = o,  par  une  méthode  dont 
on  parlera  dans  la  fuite),  on  chaffcra  &:  l’on 
aura  la  vraie  intégrale  en  p,  x 8c  y.  Ceux  qui 
voudront  en  favoir  davantage  fur  cette  méthode, 
peuvent  conful&er  l’ouvrage  de  M.  Fontaine. 
Paffons  à fa  fécondé  méthode. 

lot».  Toute  équation  différentielle  ou  intégrale 
qui  ne  contient  ni  fondions  xranfcendantes , ni 


Digitized  by  Google 


Calcul  int  l'g  r a l. 


»r 


dénominateurs,  ni  radicaux,  eft  dite  rationnelle, 
algébrique  &c  entière. 

On  peut  délivrer  tonte  équation  de  Tes  déno- 
minateurs, en  multipliant  l’équation  par  un  mul- 
tiplicateur divifible  par  tous  les  dénominateurs , ’ 
ce  qui  eft  évident  : or  il  eft  facile  dans  tous  les 
cas  de  trouver  un  tel  multiplicateur , qui  tout  au 
plus  fera  égal  au  produit  de  tous  les  dénomina- 
teurs. * 

Si  l’équation  propofée  renferme  des  puifTances 
dont  les  expofans  foient  négatifs  , en  faifant 

ÎiafTer  ces  puifTances  dans  1a  dénominateurs , on 
es  rendra  pofitives  , 8c  enfuite  on  pourra  dé- 
barraffer  l’équation  de  dénominateurs. 

Si  une  équation  contient  des  radicaux , on 
pourra  l’en  débarraffer  dans  quelques  cas  fans 
augmenter  le  nombre  des  variables;  ainfi  fi  l’on 
avoir  l’équation  ay^ x.  dx  — bxdy  = o,  en 
faifant  Vi  =£,  on  auroit  x = Hj  dx  = i\d^y 
dxx'x  = i^xd%;  8c  l’équation  deviendroic 
iay\\d\ — -b^^dy  = o.  Mais  on  pourra  l’en 
débarraffer  dans  tous  les  cas  en  égalant  chaque 
radical  à une  nouvelle  variable.  Si  l’équation 
contient  des  fonctions  tranfcendantes  , ou  des 
intégrales  fous  le  figne  d’intégration,  on  pourra 
toujours  l’en  délivrer  en  égalant  ces  fondions  à 
de  nouvelles  variables.  On  pourra  aufli  quelque- 
fois faire  difparoître  les  fondions  intégrales,  en 
différenciant  l’équation.  Si  l’équation  propofée 
étoit  ad  xS.y  d x — b xxdy  = o , on  auroit  S .ydx 

« — 7 — ; donc  en  différenciant , Sc  faifant  dx 
aax  : 


\ 
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xb  xdxdy  -f-  bxxddy 

confiante , on  aura  y a x = 3 ; 

aux 

& ay  dx1  — i b x dx  dy  ——  b x1  ddy  = o. 

11  n’y  a point  d’équations  finies  algébriques  , 
entières  , rationnelles  &c  homogènes  , qu’on  ne 
puifie  exprimer  par  quelqu’une  des  fuites  fui- 
vantes. 

f'A/?4-B*==o* 

V A/?  1 4~  B/>*  H—  Cx1=o. 
c . J Ap}4-Bp1x,4-Cp.*34-D,x:5  — o. 
icre  fuite. ^ A p*  4—  B p * si  —l—  (Zp 1 x 1 — j—  D_p .V  ^ 

* ' / H-#4— o- 

(_  &c.  à l’infini. 

Ç A p 4-  Bx  -f-  C y = o. 

IA/>1  -f-  B/>x  -f-  Cpy-+-  D*1 
1 4-Ejf y 4-  Fy1  = o.  ( V) 

, c • jApi  -\-Bpl  X -\-Cp1y  -\-T>pxl 

»*  fcire-  < + Epxy  -t-  F p/'  + Gj’ 
J 4-Hat1j  4-  Ixj14-  Ky  J — o. 
J ApA  -\-Bp  * x-\-  Cp}y-+-&cc.  = o. 
^ &c.  à l’infini. 

Ç A p 4-  B x 4~  Cy  4~  D ç ; — o . 

\A p1  4-  Bp  x 4-  C py  4-  Op.3; 

f . 1 4-E* 3 4-  F*y  4"  Gy1  4-  Hx  £ 

, 3e  fuite.  ^ Çî  + Kl‘  = o. 

J Ap*  4-  B px x 4-  &c.  = o. 

£ &c.  à l’infini. 

Ç Ap-h  B.r  4~Cy  4-  D £ 4-  E « = o. 
4e  fuite.  4 Ap14-  Bpx-\~ &c.  = o. 

/ &c.  à l’infini. 


je  fuite.  . • • 

dcc.  à l’infini. 


6e  fuite. 
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& fuite.  . . 

Sec.  à l’infitii. 

&c»  « * > ^ ^ C • % • » 

En  continuant  de  même  on  trouvera  toures  les 
fuites  qui  font  des  Fondions  rationnelles , entiè- 
res Se  homogènes  d’un  nombre  quelconque  de 
variables,  lefquelles  renfermeront  toutes  les  équa- 
tions rationnelles,  entières,  homogènes  & finies. 
Les  coefficients  A , B , C , Sec.  désignent  des 
Confiantes  oh  o,  & p eft  l’unité  arbitraire  qui 
iert  à conferver  l'homogénéité  dans 'les  termes 
de  chaque  fuite. 

107.  Pour  intégre#une  équation  différentielle, 
entière , rationnelle  & algébrique , on  pourra  la 
comparer  avec  les  différentielles  des  fuites  ci- 
deffus.  Ainfî  pour  intégrer  l’équation  dx  -4—  2 dy 
- — ixdx — iydy  =a=  o,  je. la  compare  avec  fa 
différentielle  de  la  fuite  ( V ) qui  eft  B p d x 
-4~  C pdy  -4-  2 D xdx  -4—  E ydx  —f—  Ex  dy 
-4-  2 F y dy  = o.  La  comparaifon  me  donne 
B/>  = i,C/>  *=s  2 , 2 D = -—  1,  E t=B  o , 
a F $ ; donc  l’intégrale  fera  A p 1 -4—  x 

—j—  2 y ■ — x 1 \y 1 =r  o , qui  eft  complette , 

parce  que  A eft  une  confiante  arbitraire.  Si  on 
propofoit  d’intégrer  l’équation  difFérentielle  du 
fécond  ordre  dx  1 — f—  idyx  -4-  2 y dd y ==  o , 
dans  laquelle  d x eft  fuppofé  confiant  ( lorf- 
qu’ii  s’agira  d’inrégrer  par  cette  méthode  une 
équation  , on  fera  toujours  dx  confiant  ) j je  la 
compare  avec  la  fécondé  différentielle  de  la 
fuite  (V)  qui  eft  Cp  ddy  -4—  1 Dcfx1  -+- _2  E dydx 
^4-  E xddy  -4-  2Fcéy1  -+•  iE  y ddy  ,=  o, 
dans  laquelle  , comme  il  eft  aife  de  le  comprendre. 

Tome  V.  "B 
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on  a fuppofç  dx  confiant.  La  comparaifon  donne 
C = o,  :D  = i , E =3  o , i F = i , & l’in- 

X 1 

tégrale  finie  , fera  Ap  1 -f—  B px  -4 t-yy 

sc=  o , dans  laquelle  A & B font  deux  confian- 
tes arbitraires.' On  ne  doit  pas  s’étonner  fi  l’on 
trouve  Bp  x dans  l’intégrale  , parce  que  la  fup- 

f»ofition  de  d v confiant  avoit  fait  difparoître 
e terme  qui  auroit  contenu  B , & qui  auroit  été 
B p ddx , lequel  s’efl  évanoui  à caufe  d eddx  = o. 

Nous  fuppoferons  que  dans  la  fécondé  fuite 
d’équations  ci-defïus  , les  coefficients  confiants 
A , B , C , &c.  défignent  des  fondions  d’un 
nombre  arbitraire  n , s’il  <?agit  d’une  équation 
aux  premières  différences  ; de  deux" nombres  arbi- 
traires n,  m , s’il  s’agit  d’une  équation  aux  fé- 
condés différences  ; de  trois  nombres  arbitraires 
n , m y m ; s’il  s’agit  d’une  équation  aux  troi- 
fiemes  différences , &c. 

Cela  pofé , prenez  une  de  ces  équations  , celle 
du  premier  degré  ou  celle  du  fécond  , ou  celle 
du  troifieme  , &c.  fubflirués  au  lieu  des  coeffi- 
cients indéterminés  A , B , C , &c.  des  fondions 
de  n à votre  choix  , vous  aurez  une  ^équation 
qui  fera  l’intégrale  d’une  équation  aux  premiè- 
res différences.  Pour  avoir  cette  équation  dont 
vous  avez  l’intégrale;  différenciez  cette  intégrale, 
vous  aurez  deux  équations  , éliminés  n , & l’équa- 
tion qui  refiera  entre  x , y , p , d x y dy , fera 
celle  dont  vous  avez  l’intégrale. 

Prenons  pour  exemple  l’équation  Ap-4-Bx 
-4-  C y = o , & faifons  A = î — n , B = z , 

C = — , il  viendra  l’équation  ( i — n)  p 
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H—  1 x -4—  — y ===  o , qui  fera  l’in:égrale 

Tl 

d’une  équation  aux  premières  différences.  Afin  de 
connoîrre  cette  équation  différentielle,  différen- 
cions cetre  intégrale  pour  avoir  x n d x -4- 
( x — *•  j n)  dy  ===  o j prenant  la  valeur  de  n dans 
cetre  équation  , & la  fubftituanr  dans  l’équation 
précédente  , on  aura  après  les  opérations  ordi- 
naires, $pdyl  -H-  10 xdy1  • — toydxdy 
—*•  ipdxdy  — 4 xdxdy  —4—  4 ydx1  =-=  o, 
équation  dont  l’intégrale  eft  ( 1 — - n ) p -4—  1 x 

-4— —y  ===  o.  Suppofons  maintenant  qu’à 

la  place  des  coefficients  A,  B,  C,  &c.  on  fub- 
ftitue  des  fondions  arbitraires  de  « & de  m dans 
l’équation  ( V ) , qu’on  faffe  par  exemple  A = ? , 
B = z « ,C  ===  n — m , D ===  o , E ==  $ 

— z m,  F = — nm>  pgur  avoir  l’équation  3 p 1 
■4—  a np  x -4—  ( n — m)  py  -4-  ( 3 — - 1 m ) xy 

— nmy 1 = o,  qui  .fera  l’intégrale  d’une  équa- 
tion aux  fécondés  différences.  Pour  avoir  cette 
équation  aux  fécondés  différences , je  différencie 
cette  intégrale  deux  fois  j la  première  différen- 
ciation donne  1 npdx  -4-  (n  — m'  pdy  — f- 
(.}—■!  m)xdy-\-  (3 — ‘tm)ydx  — z nmy  dy 
==  o j Sc  la  fécondé  . donne  ( n — m)  p d dy 
-4—  (3  — zrn)  xddy  —f—  z (3  — z m)  dxdy 
— - x n my ddy  • — zamdy 1 — o.  (*).  Chaffiz 
les  nombres  n Sc  m de  ces  trois  équations , ££ 
l’équation  qui  réfultera  entre  x ,y,pydx,dyy 
ddy , fera  celle  dont  il  s’agit. 

—  ' 

( * ) On  fuppofc  d x confiant. 

B z 


Digitized  by  Google 


zo  Cours  de  M ath e’m at i qu e s. 


Si  au  lieu  de  A , B,  C,  8cc.  on  fubftitue  dans 
la  même  équation  (V)  des  fondions  de  n,  de 
m 8c  de  ni  j on  aura  une  équation  qui  fera 
l’intégrale  d’une  équation  aux  troifiemes  diffé- 
rences. Pour  avoir  cette  équation  aux  troifiemes 
différences , on  différenciera  cette  intégrale  trois 
fois , 8c  l’on  aura  quatre  équations  , defquelles 
chaffant  n , m , m , l’équation  reliante  entre  x , 
y,  p , dx , dy  , ddy , di  y , fera  l’équation  aux 
troifiemes  différences  dont  vous  avez  l’intégrale. 

Pour  avoir  l’intégrale  d’une  équation  différen- 
cielle  donnée,  les  valeurs  des  coefficients  A,  B, 
&c.  ( dans  la  formule  qu’on  choifira  ) en  n fi 
c’efl:  une  équation  aux  premières  différences,  en 
n 8c  m fi  c’eft  urte  équation  aux  fécondés  diffé- 
rences , &c.  doivent  être  telles  que  l’on  arrive 
de  cette  intégrale  à la  différentielle  propofée. 

De  même  que  pour  chaque  intégrale  d n’y  a 

3u’une  feule  équation  aux  premières  , aux  fecon- 
es , aux  troifiemes , &c.  différences  dont  elle  foie 
l’intégrale  ; pour  chaque  équation  aux  premières 
différences  , il  n’y-  a qu’une  feule  équation  en 
x , y , p & n,  qui  en  foit  l’intégrale  j pour  chaque 
équation  aux  fécondés  différences , il  n’y  a qu’une 
feule  équation  entre  x , y,  p , n 8c  m , qui  en 
foir  l’intégrale  \ pour  chaque  fiquarion  aux  troi- 
fiemes différences,  il  n’y  a qu’une  équation  entre 
xs  y , p , n , ni  8c  m , qui  en  foit  l’intégrale  , &c. 
cette  intégrale  peut  fë  préfenter  fous  une  infi- 
nité de  formes  différentès;  triais  ce  fera  toujours 
elTentiellement  la  même  équation. 

Si  l’on  a l’intégrale  d’une  équation  aux  pre- 
mières différences.;-,dc  que  l’on  détermine  n en 
faifant  par  exemple -n  = o,  ou  n = j j &c. 
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l’équation  qui  en  refultera  ne  fera  pas  l’intégrale 
de  l’équation  propofée  aux  premières  différen- 
ces , mais  elle  fera  un  des  cas  de  cette  intégrale  j 
il  en  eft  de  même  des  équations  aux  fécondés 
différences , aux  troifiemes , &c.  à chaque  fois 
qu’on  détermine  un  des  nombres  n>  m,  ôte. 
l’équation  réfultante  n’eft  plus  qu’un  des  cas  de 
l’intégrale  : fi  par  , exemple  , on  fait  n—  i dans 

l’intégrale  ( i — n ) p -4-  ricH y ==“:  o 

de  l’équation  3 pdy1-\-\oxdy1  — loydxdy 
■ — 1 pdxdy  — âfxdxdy-\-a(ydx'-x=o..  .(H), 
l’équation  z* — 3_y=o4que  vous  aurez  par  cette 
fuppofition  , ne  fera  pas  l’intégrale  de  cette  équa- 
**  tion  aux  premières  différences , c’eft-à-dire , que 
l’équation  différentielle  zdx  — 3 dy  =s=  o 3 ne 
fera  pas  la  même  que  l’équation  ( H ) j mais  l’équa- 
tion Z*  — 3 y=  o fera  un  des  cas  de  l’intégrale 
complette  de  l’équation  ( H ) 3 c’eft-à-dire  , fi  l’on 
prend  la  valeur  X = ^ y que  donne  l’équation 
îx  — 3 y =■0  , pour  avoir  dx—~  dy  3Sc  qu’on 
fubftitue  les  valeurs  de  x&c  de  dx  dans  l’équation 
( H ) , celle  - çi  fera  identique  : en  effet  elle  de- 
viendra 3 p dy  *-+- 15  y dy 1 — 1 J y dy 1 — 5 p dy1, 
— ydy  1 = o. 

108.  Pour  chaque  équation  aux  fécondés  diffé- 
rences, on  peut  avoir  deux  intégrales  aux  premiè- 
res différences  3 car  après  avoir  différencié  une 
fois  feulement  l’intégrale  d’une  équation  aux  fé- 
condés différences , on  pourra  chaffer  le  nombre  ny 
ou  le  nombre  m , & par  conféquentavoir  une  équa- 
tion aux  premières  différences  dans  laquelle  il 
ne  reftera  que  m , & une  autre  équation  dans 
laquelle  il  ne  reftera  que  n ; &c  chacune  de  ces 

Tome  V.  B } * 

* 


Digitized  by  Google 


2,2,  Cours  de  Mathématiques. 


équations  fera  également  l’intégrale  de  l’équation 
aux  fécondés  différences  que  l’on  auroit  en  dif- 
férenciant l’intégrale  deux  fois,  Se  en  éliminant 
nie  m.  Par  la  même  raifon  pour  chaque  équa- 
tion aux  troifiemes  différences  3 on  aura  trois  in- 
tégrales aux  fécondés  différences,  celle  dans  la- 
quelle il  ne  reliera  que  le  nombre  n , celle  dans 
laquelle  il  ne  reliera  que  le  nombre  m , Se  celle  qui 
ne  contiendra  que  le  nombre  m , Sec. 

Ordonnons  l’équation  ( i — n ) p -f-  z x 

-j—  - — — y = o ( T ) par  rapport  à. 


n , pour  avoir  nn 


P + *■*  — $y  _ty 
n% * — — 


„ _ \ (p -h  ** - f y ï 1 -h « py 

lp  : » 

iP 

fonction  de  dimenlîon  nulle  de  p 3 de  x Se  de 

y ( * ).  En  différenciant  l’équation  ( T ) , nous 

, z — f n * 

aurons  z a x -4-  a y = o , ou  ar  + 

n J 

ar  d y = o , en  faifant  d = — • Si 

on  n’eût  pas  fait  dp  = o,  on  auroit  eu 
l’équation  d x — H a dy  — ^ ^ dp 

t=  o t,  comme  on  peut  le  conclure  de  ce  qu’on 


( * ) II  eft  facile  de  fubftituer  à la  place  des  coeffi- 
cients A.,  B , &c.  d’une  formule  propofée  , des  fondions 
de  n telles  que  l’on  ait  enfuice  n égale  à une  dimenlîon 
nulle  de  * yj  t p.  • 
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a dit  ci-devant  (loi).  Si  on  n’eût  pas  divifié  par  le 
coefficient  de  dx  , que  nous  ferons  = h , &c  qu’on 
n’eût  pas  fait  la  fondion  V = o , on  auroit  eu 
h dx  -4—.  hn  dp  = dV  , n , h , étant  des  fonc- 
tions de  dimenfion  nulle  de  p,  x & y.  Qn  peut 
toujours  fuppofer  V de  dimenfion  nulle  , puifque 
l’on  peut  la  multiplier  ou  la  divifer  par  p j,  juf- 
qu’à  ce  qu'elle  devienne  telle.  On  aura  donc 
parde  premier  théorème  ci-delïus  hx  -f-  a hy 
-4—  hn  Jj  s=  o j & par  conféquent  at  — { — a y 


•4-  n'  p = o , & ri 


N 


209.  Soit  maintenant  l’équation  dx  -4—  ^ dy 


= o , M & N étant  des  fondions  de  meme  di- 
menfion de  p , de  x & de  y , qui  n’ont  aucun 
fadeur  commun , Sc  dont  tous  les  tertnes  font 
homogènes  & compofés  de  puifiances  pofitives. 
Si  les  fondions  M & N ne  contiennent  aucun 
radical  , c’eft-à-dire  , fi  l’équation  eft  contenue 
dans  quelqu’une  des  formules  fuivantes. 


dx  . *T- P. ±1*1?  dy  = o.(*) 

’ b'i.p  -h  fc'i.  x •+-  A'j.y  y 

bl.p1  -+-£  t.px-h  b ^.p y -\-b 4.  x1 

dx- 4-)  Cdv=ro. 

* -f-  b j.  xy  -+-  b6.  y 1 ‘ 

-4-b'  î.xy-\-V  6.  y1 


(*  ) Les  expreflions  b 1 , b 1 , b $ , &c.  indiquent  les 
coefficients  de  p , de  x , de  y ; de  forte  cjue  b 1 n'eft  pas 
la  même  chofc  que  b \ Il  en  eft  de  meme  des  expref- 
fïons  b'  1 , b'  x , Sec.  Il  eft  aifé  maintenant  de  comprendre 
la  fignification  de  ai , a 1,  a ] , &c.  d 1 , a'  t , a'} , Sec* 

' B4  '• 
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V 1 -4-  h n.  x 3 / •/ 


/ 1*' 1 ■ ? 5 -+-  *'i.  /> 1 * -+-  A'j . /> 1 y -+-  b’ ^ p x 1 J 
. J -f-  b f . p xy  ■+■  bd.  p y 1 -3-  iy.jfîF 

-t~  &'  f'  Pxy  -+-  ^<5«  />y  1 -+-  b'  y,  X i?dy  °* 

Ê -t-b  8.  xly-H  b g.  xy1  -+-  b io.y?  l 

f -+-  b'i.  x*y  xji1  ■+■  b'ioy 5 \ 

^-C.  * . i • . 6iÇi  « . . . . 

Et  l'intégrale  fera 

- /2  = — 7 i-i  ou 

fl  i.p-i-a  :.*  + i j.y 

\ fl  i p 1 -Ha  i.yy-Hfl  iy  -f-  a 4.x  * 2 

J a i-p^-ha'i.px-ha'f.py-t-a'+.x1  I 
8 ==:  v > , ou 

J -+-fl  f.  xy  -\-a6.y 1 f 

m -+-  a y.  xy  -H  a 6. y 1 \ 

^ fl  i-P  J —H  a a.  />  1 x -H  &C. 

ai . p 5 -H  ax.  p 1 x -H  8cc.  * 

a i.  p*  -h  Sec. 

a =5=  —7 — , ou 

a i . p 4 -H  &c. 

fl  i.  p 5 -f-  &c. 

Z2  C.H.!  ' — 1 <■ 

fl  I.  p 5 -f-  &c. 

&c.  ; . . . . &c.  ...... 

. / ‘ • *■ 

Ceux  qui  voudront  en  favoir  davantage  fur  cette 
mechode , pourront  confulter  l’Ouvrage  du  célèbre 
M.  fontaine. 
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Des  marques  auxquelles  on  peut  reconnaître  fi  une 
fonction  différentielle  efi  intégrable  dans  l'état 
oà  elle  efi. 


210.  Quoique  nous  ayons  déjà  dit  beaucoup  de 
chofes  fur  cette  matière  , nous  croyons  devoir  la  traiter 
d’une  maniéré  plus  générale  ; mais  afin  que  les  com- 
mençants ne  trouvent  aucun  embarras  dans  des  ques- 
tions d’ailleurs  affez  difficiles , nous  allons  expliquer  la 


lignification  de  certaines  expreffions.  L’expreffion  — 
Indiquera  la  différentielle  de  A prife  en  faifant  varier 


y 8c  divifée  par  dy,  l’expreffion  dy  représente  par 
conféquent  la  différentielle  de  A priSe  en  faiSant  va- 


a t\  \ 

rier  y ; l’expreffion  — — indique  la  différentielle  de  A 

u X 

prife  en  faiSant  varier  x & diviSée  par  dx;  l’expreffion 

dd  A . . _ dA  k 

indique  la  différentielle  de  — priSe  en  faiSant 

varier  x , & divifée  par  dx  ; ou  la  différentielle  de  — - 
• dx 

prife  en  faiSant  varier  y 8c  divisée  par  dy;  car  cela 

• « dd  A 

revient  au  meme  (*).  L expreffion  indique  la  di£- 


; (*)  On  fait  que  fi  l’équation  différentielle  Adx 

H"  B dy  *=  P,  çft  intégrable  , on  a ~ = 4~  (88); 

dx  dy 

* f.  C'a  dW  dV  - ddV 

donc  fi  on  fait  A =s  , , B = — — on  aura  : — y 

dx  a y dy  dx 

ddV 
dxdy ’ 
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férentielle  de  -7 — prife  en  faifant  varier  * & divifée 


• , M « Al 

par  d x.  Mais  on  ne  doit  pas  conclure  que  ^ a y a y 
ddA 

•=*  - — — — par  les  raifons  qu’on  dira  bientôt.  Ce 
dy  d dy 

que  nous  venons  de  dire , joint  aux  théorèmes  fuivans  , 
fuffira  pour  mettre  tout  Le&eur,  un  peu  inftruit , en 
état  d'entendre  cette  matière. 

d A 

21 1.  Théorème  I.  La  différentielle  de  ~f^  dm  y , 

ddA 

prife  en  faifant  varier  dm  y , ou  "dm+ï'yi,  dmydm  + 'y, 

, , d A • ddA 

eftegaleadm  + 'y — + dm  + i ydm  + lyd”y. 

Comme  on  peut  réduire  tous  les  termes  qui  font  dans 
n * 

A à la  forme  B.  dm  f t & que  ce  qu’on  dira  d’un 
terme  , doit  s’entendre  de  tous  les  autres , nous  fup- 
poferons  pour  plus  de  fimpiicii^  que  A = B . dmy"  ; 


: d A dB  „ 

donc  ~JHTy  d” y — dmy  dmj  i ( car  dans  cette 

différenciation  on  regarde  dm  M 'y  feule  comme  variable); 
mais  dmy  fc  trouve  dans  le  numérateur  & le  dénomi- 
d B , 

nateur  de  ; donc  on  peut  fuppofer  que  dm  y , a 

difparu  dans  cette  expreffion  ; de  forte  que  fi  l’on  fait 
d B d A » + 1 

—y  = M , on  aura  -p-,  dny  = M.  d”  y 

donc  en  différenciant  dans  la  fuppofition  de  d™  y va- 
riable j tout  le  refte  étant  confiant,  & remettant  la  valeur 
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<le  M,  on  aura 


dd  A 


dmy.dm  + 1 y s=  (/!-}- i).  X 


+ lydmy. 

^ mais  -^TT^dm^'y 

dB  dB 

*=*•  J^àmy.dmy  •dm  + lyt=n.—- ldmy)\ 

i d d A * d B ■ ■ - ■•”  v 

d m + 1 v • &: — * r — dwydm+1y  = ~,' " ■ d y 

7’  « dm  y d m + 1 y 7 7 d y 

dm  + ly,  mais  fi  l’on  divife  tous  les  termes  de  l’équa- 
tion ( G ) par  n -f- 1 } fon  fécond  membre  devient  égal 
à celui  de  la  derniere  équation  qu’on  vient  de  trou- 

I ’ ddA  3MA.1 

ver  i donc  on  a d^^ÿd^y  d yd  V 

r . dd  A . dd  A 

= + ^y^  + ,y»oud«  + .y7S 

d + yd  y — n dmydm  + ly  a aV  - J 

/ i ddA  ddA  \ , -r 

\n  dmydm  + ly  dmydm  + 'y)  k 7 77 


équation  que  nous  défignetons  par  ( D ).  Mais 


d A 


d A 
d m + 1 y 


dm  + ty  = n.B.  d”y  • d"  + 'y,&  -■m-—=n 


.B. 


-V,  ( ddA  d B -«* 

d"y  iàom\d  my  4 ty]dmy=*n.--d~y 

» t ddA 

d y «•  dm y d y ><x  n dmydm  + iy  d y 

dB  ’ , dA  dBv 

(d »y)  . De  plus  U eft  évident  que  — = 
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• , i dd  A d A 

(d”y)  ; donc  -•  —Ji—.dr.y  = — ,&r 

i d J A dA 

fl  d»yrf»  + »y  a y—  dmy  “ M 

l’on  fubftitue  cette  valeur  dans  réquation  (D),  on 

„ , dd  A , d A 

trouvera  facilement  ;7 "/.  • d’Hydm  + ,y  = — ‘ 

ddA 


dm+,y + 


d ’Bydm  + ‘j 


— •d’»  + 'yd"‘y. 


212.  Corollaire  I.  Si  A ne  contient  pas  la  différen- 

d A 

tielle  dmy,  dans  ce  cas  , m-  + • dm  + ,yfera  = o, 

parce  qu’alors  on  ne  peut  différencier  A , en  faifant 
varier  d my,  & le  dernier  terme  de  l'équation  du 
théorème  devient  = o ; ainfi  en  faifant  à y — p' , fi  A 

dd A ■ dA 

ne  contient  pas  p',  o;i  aura  ‘dpy  f~"’  P & V — ffj  dp  • 

Corollaire  II.  Ce  qu’on  vient  de  dire  par  rapport 
aux  différentielles  de  y , doit  s'entendre  également  lors- 
qu'il s’agira  des  différentielles  de  x >y , i,  &c. 

21  j.  Théorème  II.  La* différentielle  de 


d m + ‘ x , prife  en  faifant  varier  dm~  1 x,  ou 


dm  xdm 


rr-x 

+ 1 x 


d " + * xdmx,ctt  = dmx  dm  + l xd~^  dm  + ' x yc'efl- 
a-dire  3 efl  égale  au  produit  de  dm  x multiplié  par  la  dif- 

d A - - » 

fêtent  telle  de  ■ prife  en  faifant  varier  dm  x.  Soit  ftip- 

u X % 

pofé  A = B.  X d m x.  5 “ , car  on  peut  réduire  à cettç 
forme  tous  les  termes  qui  compofent  A.  Preoons 
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la  différence  en  faifant  feulement  varier  dm  x , nous 

d A * 0 " 1 ' 

aurons  7-— 7-.  dm  + l*  = n.  B.  dmx  dm+lx; 
d m + 1 x 

prenant  maintenant  les  différences  en  faifant  Arier  feu- 

dd  A 

lement  d " " 1 * , on  aura  +T/  dm  + 'xdnx 

d B 

*=»  n ■;  - 

d** 

d B 


dm  Xdm  T‘X 

. dA 

~dmx.dmx  dm  + ‘je.  D’ailleurs  7^—  d”* 


dA 


d B 


dm  x 
• » 


rV”*d-”*}&r-  = ^;r*.  Maisi 

caufe  du  divifeur  dw*,  il  eft  vifible  que  cette  diffé- 

dB 

fentielle  ne  fe  trouve  pas  daris  parce  que  la 

* CL  X 

divilion  la  fait  difparoître  ? ainfï  en  différenciant  dans 

ddA 

la  fuppofition  de  d ” x variable  } on  aura  - — — -,  — ^ — X 
dB  ”“I  , d d A 

d»  + < dm  + 'x;dot\c 

d B 


d**  + * x.imx  — rt. 

dd  A 

d **#. 


dm  * (dmx) 


-•  dro+,Jc. 


dm  + 1 d x 
ï » 


dm+'x.dmx 

Corollaire  I.  J1  ne  faut  donc  pas  confondre  l’ex- 

dd A dd  A 

preflion  dx.— T~j~^dlx*  avec  l’expreffton 

d1  xdx.  La  première  lignifiant  qu’on  a multiplié  pac 

dA  . . , 

d*  la  différentielle  de  -7—  prife  en  faifant  varier  d*, 

d* 

& la  fécondé  indiquant  qu’on  a pris  la  différentielle 

de  dx  en  faifant  varier  d *. 
d * 


• Corollaire  1 1.  Ce  que  • l’on  vient  de  dire  par 
rapport  à la  variable  x , doit  s’entendre  également 
de  la  variable  6c  de  toute  autre  variable. 
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j 

Remarque.  Excepté  les  cas  dont  on  vient  de  parler 
dans  les  deux  théorèmes  précédais , on  peufindiffé- 
remment  écrire  les  différentielles  de  * ou  de  y,  l’unë 


* ddA  dd A dd  A 

*”“ 1 A,nfi  • d^TJ^c 


_ id  A_ 
d Hxd m x 


, pourvu  que  dans  ce  dernier  cas  m & n 


différent  plus  que  d’une  unité.  En  général , fi  l’on  doit 
différencier  A deux  fois  en  faifant  varier  différentes 
quantités , y , x ,-d  y , d x , dm  y > d" x , dm  x , 3cc. 
La  différentielle  fera  toujours  la  même  lorfqu’on  fera 


dd  A dd A 

varier  différentes  variables  ; ainfi  : — — — - — 7-  , il  en 

dxdy  dydx 

fera  de  même  lorfqu’il  s'agira  de  la  même  variable* 
pourvu  que  la  différence  des  expofans  foit  plus  grande  - 
dd A dd A 


que  l’unité  ; ainfi 


parce  que  11 


di  xdx  dxd^x1 
l’on  prend  d’abord  , & enfuite  la  différentielle  de 


cette  quantité  en  faifant  varier  dd  x , la  fécondé  diffé- 
renciation ne  peut  affeéter  dx  & réciproquement.  De 
même  fi 1 p diffère  de  plus  d’une  unité  de  m , on  aura 

1 d d A ( dA  i\, 

37_i  ~rz — 7T~  — d 1 -71  •-77  - pnfe  en  faifant  va- 
dpx  dmxdny  \dny  dpx)v 

lier  d’*’'1*,  & divifée  par  dm x.  . . 

Avant  de  paffer  plus  loin  , nous  allons  expbfer  un 
principe  qui  peut  être  utile  dans  la  queftion  que  nous 
traitons. 


ZI  y.  PRINCIPE-  Deux  quantités  identiques  refleront 
identiques , fi  on  les  différencie  en  faifant  varier  la  même 
variable.  Ce  principe  n’a  befoin  d’aucune  démon- 
ftration. 

ZI 6.  PROBLEME.  Trouver  l' équation  de  condition  qui 
doit  avoir  heu  pour  qu’une  fonHion  différentielle  d’un  ordre 
quelconque  à deux  variables  x & y , ou  d x eft  fuppofé 
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confiant  , / oit  une  différentielle  exacte  d'un  ordre  inférieur 
dune  unité.  Soit  V la  différentielle  propofée  , A la 
différentielle  moins  élevée  d’une  unité  , dont  V eft 
fuppofée  la  différentielle;  je  fais  dans  V & dans  A, 
dx  = pdp=o,lt  caufe  de  d x confiant  , dy  — p , 
d à y — d p'  =>  q',  d 3 y = d 1 p'  = d <f  = r,  d / = /,  &c. 
On  aura  V & A fondions  de  x,p>,  p,  p , q\  / , s', 
&c. ; la  derniere  de  ces  lettres  p , q , /,  /,  &c.  qui 
fe  trouve  dans  la  fonétion  V , ne  pouvant  fe  trouver 
dans  A ; par  exemple , fi  / = d5 y , eft  la  derniere  d© 
ces  lettres  qui  fe  trouve  dans  V , q'  — ddy  fera  la 
derniere  de  ces  lettres  qui  fe  trouvera  dans  A qui  eft 
d’un  ordre  inférieur  d’une  unité  ; de  forte  qu'alors  A 
fera  du  fécond  ordre , & V du  troifietpe  ordre. 

Cela  pofé,  on  aura  V = d A = -7—  d x 4-  -r-  dy 
r dx  dy 

, d A , d A 

“T  7—7  dp  + -j—,  d q , &c.  & en  mettant  dans  les 
..dp  d q * 

numérateurs  de  la  valeur  de  V que  nous  venons  de 
trouver,  à la  place  de  d*,  dy , dp' , &c.  leurs  valeurs 
, , „ „ dA  dA  , dA  , 

P , P , 3 , °n  au«  V = — p + P +JJ'q 

&rc.  forme  que  doit  avoir  V pour  être  différent 
tielle  de  A. 

Si  nous  différencions  les  deux  membres  de  cette 
équation,  l’on  aura  en  différenciant  le  premier  mem- 
bre félon  la  méthode  ordinaire,  on  aura,  dis -je, 
dV  = N dr  -f  N'  d y P dp  -4-  Q d y , &c.  où  les 
coefficients  N , N'  , P , &c.  font  cenfés  connus.  En 
différenciant  le  fécond  membre  félon  l’autre  méthode, 

'ddA 

on  a 


, (à  A à A d A \ 

4 ld7p+  Iïp  +d7?'+&c') 


.(i 


+ 


d d A 


P'  + 


dd  A 


dxdy 

■+■  kc.'jd» ? 4-  ( 


dxd  p' 
d.d  A 

dy  dx 


3'  + 


dd  A 
dx  dq 
dd  A 


V + 


dd  A 


p + Jÿ^p  + 


d x d r 

dd  A 


dy  dp' 
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dd  A \ ri  A dd  A 

+ -Î7T7  ' + * y + ( 7i  + ~î7 T.p  + 

+ -TTT-  P'  + + 4i~  / SCC.  ) dp' 


dp  d y 1 

’ + d 

71' 

+ df'< 

(*A, 

ddA 

ddA 

V dp'  + 

d q'  dx 

P + 

dq'  d y 

ddA 

ddA 

\ . . /1 

d/1  +' 

dq'  d r' 

/,  &c. 

A \ 

ÏJ/  &c*  ) ^ 

, ddA  , 
f + d/d/  ^ 


dd  A , ddA  / d d A 
dr'dyP~^~dr/dp'q‘^~  dr'  dq 


dd  A ddA  , 
d/d/  r J> 


&c.  ^ d / ^ ^ -f- -f-  &c.  ^ <2  s'  -f-  8cCé 

équation  que  nous  délignerons  par  ( B ). 

d A d A 

La  différentielle  du  fécond  membre  - — p A — ; — P » 

d*  dy 

&c.  fe  trouve  en  prenant  en  particulier  la  différen- 
tielle de  chacun  de  fes  termes.  i°.  En  faifant  varier  x, 
i°.  en  faifant  varier  y , $°.  en  faifant  varier  / , 4®.  en  ne 
faifant  varier  que  / , & ainfi  de  fuite.  Mais  la  diffé- 
rence du  fécond  membre  en  ne  faifant  varier  que  x eft 

dd  A d d A d d A 

iici  pdx  + ~d7dj p'dx  + 7 777  q'dx  + 

d d A d d A f d d A 

7TT7  à»  + “JTTT"  *i*  + &c.  - { P 


d d A d d A f d d A 

1777  ix  + ~à7d7-  '**■+■  *“■  - (il,-. 


d d A dd  A \ 

+ ~dU7  p + 1777  q'  + &c*  ) dxf  de  mcm4 

la  différence  du  fécond  membre  prife  en  ne  faifant 

„ ( ddA  dd  A , dd  A , 

va„cr,u„.e«_(i-jj77,  + 7j,f'+7^7 

ddA  à à A \ 

+ ' dydq'  / + dydr'  *'  + ) dy »*  Ia 

du 
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du  fécond  membre  prife  en  ne  faifant  varier  que 
p'  = dy,  fera  («en  ayant  égard  à l'avant-dernier  théo- 
« . ddA  , , d\  dd A 

,emt)’~1717p lp  + 77dp 

' d A . d d A 


. dd  A , , , / 

d/  l?  ' &C,==  (' 


dy 


M 


dp'  d y 

dd  A 


dp'  d y 


à p à x 

, ddA  , dd  A / d d A \ 

+ dp'- 3 + d7d7  r + 7777  *'+  &c*  ) d l'- 
on trouve  de  même  les  autres  différentielles  du  fécond 
membre , en  ne  faifant  varier  que  q , enfuire  en  ne 
faifant  varier  que  r , Sec.  mais  la  différence  de 
dÀ 

dx 

’ * dA  ddA  ddA 

«enerons  p»r  i.  ^ eft  - d * + i , . 


prife  en  faifant  tout  varier  ( + ) , & que  nous  dé- 


ddA 


7 dp'  + 


ddA 


ddA. 


d x d p'  r 1 d x d q 

ddA  , ddA 

rd<  + &c.  = -j— i p 4- 


~ *<+17*/ 
ddA 


d r'  4- 


d x d / 


p'  -f-  Sec. 
ddA  . 


d x 7 ^ ~ dx  dy 

d A /ddA 

& par  confequent  d x.  d.  ^ — — ~ p -+- 

ddA  ddA  ddA  \ 

",  , / q •+■  r~7  t'  H — j — T ~ s'  4“  &c.  ) dx, 

dx d p dx  a q d x d r / 7 


dx  dy 


d xd  p dx  d q dx  d r ’ 

, a dA  f 

on  trouvera  de  meme  que  dy.d.  — ^ == 


. ddA  , ddA 
+ 1y‘  P + 17 TP 


ddA 

dy  d : 


y q'  -h  Scc.  j d y.  On  trouvera 
'dA  d A\  /d  A 


affez  facilement  que  ^—4"  d.  ^-7^  dp'  = 


(*)  On  doit  cependant  fuppofer  d x confiant  & faire 
dp  = ddx  =>  o. 

Tome  V.  C 
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dd  A d d A dd  A d d A y 

+ p + p'  + 77*'  + Wd7 


dp'  d x dp'  d y P 

dd A , 1 \ , ( à A 

+ 1777  S + &C-  j*  ^ ; & CnC°re  qUG  \ d?. 

d A \ f d A d d A dd  A f 

7?)  di'-\-J7'  + TÏ7Ï r + ^777 P 

dd A dd A , dd A \ 

+ 7T7s‘l'  + 77~'/  + Wd7s  + )'  3‘ 

Si  l’on  fubftitue  dans  l’équation  (B)  à la  place  des 
fuites  qui  multiplient  les  dx , dy , dp' , dq' , d/ , &c. 


d A d A d A dA  d A 
leurs  valeurs  d.  , d.  — , — -+■  d. 


dA  dA  dA  n , 

+ '•  77»  7?  + * 7?  * &c’  on  aurâ  d‘  { “ p 


dff*  dp' 

( dA 
d x 


dq  d q 

dA  d A d A , d A , o \ 

+ dy*  + 7p  q + «f/  " + dr'  S + &C*  ) 

d A dA  / dA 

iX'lTx  +dVd--Ty  + \l~y  + 

/ d A d A \ / d A d A \ 

( 7P  + d'  df)‘  dq  + (77  + d'  7?  )•  £fr'-f- 

1 \ d A 

7 d s'  -h  &c.  j mais  puifque  V & — p 

dA 


d A\  , 

* 77')  " 


/dA 
\ d7 


dy 


/ -f-  &c.  font  une  même  chofe  ; leurs  diffé- 


rences doivent  être  égales  terme  à terme.  On  aura 

d A 


dA 

donc  N d x =2  d x.d.  — — & N 

d x J 


dA  dA  f 

= dy.d.  -,.&N'  = d.  -*P'dP'=  ( 

d A \ d A d A d A 

+ * 77  ) • • & F = 7}  -h  * .TP  > Q'  = d7 


dA 

dy 

dA 
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d. 


JA. 

Jq' 5 


R'  = 


</A 


d A 


d q'  + d%  dr'iS'  ~ 


d A 


j + • 


équations  qui  donnent  les  valeurs  que  doivent  avoir 
N , N' , P' , &rc.  pour  que  V Toit  la  différentielle  exaéfe 
de  A.  On  peut  remarquer  maintenant  que  dans  la 
fuite  d’équations 

d A 

N'  — d.  — - 

a y 

+ d.  ~ 

dy  d p 

d A 

->+  d- 


Q' 


R 


S'  = 


dp 

dA 

dq 

dA 

d/ 


+ d. 


dA 
dq ' 
dA 
d / 


Le  fécond  membre  de  la  première  , n’a  qu’un  feul 
terme  , & que  le  fécond  membre  de  la  derniere  , ne 
peut  avoir  non  plus  qu’un  feul  terme.  Car  fuppofons 
que  la  quatrième  de  ces  équations  foit  la  derniere , 
c’eft-à-dire , que  A foit  une  différentielle  du  fécond 
degré  qui  contienne  par  conféquent  ddy , &nond?y; 

d A 

dans  ce  cas  le  terme  d,  -j-,  eft  = o , & cette  équa- 


tion devient  R' 


d A 


Mais  fi  on  prend  la  première 


différence  de  la  fécondé  équation  , la  féconde  différence 
de  la  troifieme,  la  troi/ïeme  différence  de  la  quatrième, 
& ainfi  de  fuite  , on  aura  , en  laiflant  la  première 
équation  telle  quelle  eft,  on  aura,  dis-je. 


( * ) La  lettre  S'  ne  défiguc  pas  ici  l’intégrale. 

C X 
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N'  =.  d.  — 
dy 

d A d A 

d P'  = </.  —r—  ■+■  d d • — - 

dy  dp' 

d A d A 

■"Q'-*' 

d A d A 

d>R'  = dl  jj  + d*  —, 

■'A 

d<S'-d<—,  h- 

Maintenant  fi  l'on  retranche  la  fécondé  de  la  première  ; 
& qu’on  ajoute  la  troifieme  au  réfultat  pour  en  retran- 
cher la  quatrième  , & qu’on  continue  de  même  , en 
ajoutant  toutes  celles  de  rang  impair  , & retranchant 
toutes  celles  de  rang  pair,  on  aura  N'  — dl}'  -+-  dlQ' 
— d 5 R'  -H  d*  S'  — &c.  ==  o,  équation  identique 
qui  doit*  avoir  lieu  pour  que  V foit  la  différentielle 
exaéte  d’une  fonction  A , d’un  ordre  inférieur  d’une 
unité , & qui  eft  l’équation  de  condition  cherchée. 

117.  Remarque.  Nous  démontrerons  dans  le  calcul 
des  variations  que  fi  S.  V d x efi  un  maximum  ou  un 
minimum,  V étant  une  fonélion  des  variables  x , y ,p , 
q , r , s , &c.  d x étant  confiant , & en  fuppofant  p — 
d y dp  d dy  d q d $ y d r 


u y , 

= — - , Src.  & par  conféquent  dV  = Md.x-f-N</y 

P d p -f-  Q d q -f-  Rir  + &c.  ( * ) , nous 

démontrerons,  dis -je,  que  la  relation  entre  x & y 

d P d1  Q 

fera  exprimée  par  l’équation  N — — ~d~x* 


( * ) La  lettre  S défigne  , dans  notre  équation  > le  coef- 
ficient de  d s. 
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(iîR, 

— , 8cc.  = 0 ( A ) (a).  Mais  en  fùppofant  p'  = dy 

g — dp'  =3  dd y , r'  — d q , &c.  V fera  line  fonction 
des  variables  x , y , p' , q ,r' , &c.  d x étant  confiant; 
donc  on  aura  d V — M/  d x ■+■  N dy  -f-  P'  d p -y-  Q 'd  q' 
•4-  R 'dr'Scc.  égalant  terme  à terme  les  deux  valeurs 
de  d V y on  aura  M — M'  , N = N'  , P d p =* 

- Vii & P'  -TT,-T*  P • 

. d P *=•  dV  iQdq  = Q.  ^-Q'Jq'^Qfdly; 
JJY  Q = Q'j  7“T  ddQ=>  ddQ'.  On  trouvera  de 
même  d?  R=  dîR',  d + S — d 4 S' , &c,' 

d x 5 a a:  4 

donc  en  fubftituant  ces  valeurs  dans  l’équation  ( A ) qui 
rend  S.  V d x un  maximum,  ou  un  minimum  ; on  aura 
N'  _ d P'  4-  d - Q'  -f-  d * R'  + d 4 S'  — 8cc.  = o. 
On  voit  par-là  que  les  deux  formules  d'équations  font 
les  mêmes  ; mais  il  faut  remarquer  que  quand  il  s’agit 
du  maximum  ou  du  minimum  l’équation  doit  contenir 
une  relation  entre  les  variables , & ne  doit  pas  avoir 
une  forme  identique  (4)  , autrement  elle  ne  femic 
point  connoître  le  maximum  ou  le  minimum. 

218.  PROBLEME  II.  Trouver  les  équations  de  condi- 
tion qui  doivent  avoir  lieu  pour  qu'une  fonction  différentielle 
d'un  ordre  quelconque  à deux  variables  X , y , où  aucune 
des  différences  neft  fuppofée  confiante , foit  une  différentielle 
exacte  dune  fonélion  d'un  ordre  moins  élevé  dune  unité. 
Soit  V la  fonélion  propofée , A la  fonction  d’un  ordre 


( a ) Les  dx  dans  cette  équation",— font  divifeurs  Ample- 
ment , 8c  n'indiquent  pas  qu’on  doit  différencier  les  numé- 
rateurs en  faifant  feulement  varier  x. 

( b ) Nous  entendons  ici , par  équation  identique  , une 
équation  , telle  que  dans  la  fonction  égalée  à zéro,  tous 
les  termes  fe  détruifenc. 

' ’ c 3 
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moins  élevé  d’une  unité  , dont  V doit  être  la  diffé- 
rentielle exade.  Je  tais  d x — p } dd  x — d p *=  q , 
d q = d>x— >,dr*=d*x  — i,  8ec.  d y = p' } dp  = q'  t 
dq  = r , 8cc.  A & V feront  donc  des  fondions  de 
x,y,p,  q,  &c.  p' , q' , 8cc.  les  dernieres  de  ces  let- 
tres" qui  fe  trouvent  dans  V ne  pouvant  fe  trouver  dans 
A différentielle  d’un  ordre  inférieur  d’une  unité  par 
rapport  à V.  Cela  pofé  l’on  a 

d A d A d A dA 

V = d A = — — . d x - f-  — — rf  p + ~ — d q - f-  ——  dr 
d x dp  r 1 d q 3 d r 

d A dA  dA  , dA 

+ 77  ds  + &c'  + 77  *y  + T?  dp  + T~4  dq 

d A dA  , 

+ 7?  / + 77'  + &c‘ 

Mais  parce  que  d x = p , d p *=  q 3 d q = r , dy  — p'  » 
dp'  <=  q } & c.  on  doit  avoir 

r d A d A d A d A 


\ dA  dA  dA 
~P+Tïq+dqr+drS’SCC- 
dA  d A , rfA  , dA 
’ * v^'+Ty  ? r + 4 * &c‘ 


Mais  en  différenciant  à l’ordinaire,  on  trouve 

<?V=N</x-f  Prf/,+  Qdç+Rdr-f-Sdi-f&C.  (*) 
-f  N'  dy  + PV/  4.  Q'  rfy'-i-  K'd  / 4-  S' d /-+-  8<rc. 

De  plus , en  faifant  les  rédudions  néceffaires  , on  a 
r d A d A d A d A 7 

, S 77^+775+77^  + 7 -^  + &c.  / 

* ) rfA  , ri  A , rfA  , , . \ 

( +77/,/+77î+77r~f~7?J  +&c’  J 


( * ) S dcfîgne  ici  Iç  coefficient  de  d s. 
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(d  A 

+ (ï7  + * i 


-_),s  + 

+ (£ ) 


(d_ A 

\ dq 


d A \ 

+ dl-rJdf 


ds , &c. 


/rfA  iA\  , { d A d A\  , . 


d A \ 


d A 


+ (ï7 &c- 

Si  on  égale  cette  quantité  avec  la  valeur  de  la  diffé- 
rentielle de  V qu’on  vient  de  trouver , on  aura  ces 
deux  fuites  d’équations. 


N = d. 


d_ A 
d x 


d A d A 

Pc=7^  + d'7ï 

_ <f  A <?A 

Q “ 7^+  * dq 

d A d A 

R " dq+d77 

S_^ 

a r 

& c. 


N' 


£A 

dy 


„ d A dA 
pjc=-^+,f-77 

O'  dA  + ddA 
dA  dA 

R -77  + *: 

5 dr  ‘ 

&c. 


dr' 


Dans  lefquelles  le  premier  & le  dernier  membre  des 
premières  & dernieres  équations  ne  peuvent  avoir  qu'un 
feul  terme.  Maintenant  fi  dans  chaque  fuite  on  îetran- 
che  les  équations  de  rang  pair,  & qu’on  ajoute  celles 
de  rang  impair,  après  avoir  pris  la  première  différence 
de  la  fécondé,  la  fécondé  différence  de  la  croifiemç , 

G 4 
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8c  ainfi  de  fuite  pour  chacune  des  fuites  , on  aura 
N — d P 4-  d d Q — d 3 R 4-  d 4 S _ &c.  = O. 

— d*  S'—  &c.  = o. 

Equations  identiques  qui  doivent  avoir  lieu  pour  que 
V l'oit  la  différentielle  exa&e  de  A , ou  pour  que  V 
puiffe  avoir  une  intégrale  d'un  ordre  inférieur  d’pne 
unité. 


219.  PROBLEME  III.  Trouver  les  équations  de  con- 
dition qui  aoivtnt  avoir  lieu  pour  qu'une  fonction  différen- 
tielle V contenant  un  nombre  quelconque  de  variables  x , 
_y  , f j &c.  Joit  une  différentielle  exacte  d'une  fonction  A 
a' un  ordre  moins  élevé  a' une  unité.  Soit  d x — p , d p «=  q t 
dq  — r , &rc.  dy  = //  , d p = q , d q = r , &C.  d j = p" 
d p"  *=  q"  } d q"  = r" , &c.  & ainfi  de  fuite , s’il  y 
a d'autres  variables  5 j'aurai 

„ dA  d A d A 

V = d A = — p-f-  7—  ? -f-  — r + &c. 


Ax 
dA 
dy  P 


+ 


dA 


&c. 


d A dA 
*-d7s,-hT?' 
dA  „ dA 

d/  3 dq"r 

. . . &c 


/ -+-  &c. 


&c. 


J’aurai  auflî 


d V = N d*  4-  Pdp-f-  Qd?  H~  Rdr-j-  Sàs-hScc.l 
4-  N’dy  *+-  P d' p'  -+-Q  'dq'  -I-  R'd  r -+-  S’pa'  -f"  &c.  r 
4-  N"d  1 P "dp"  4-  Q "d  j -f  - R"drV-  S"ds"-j-  &O 


d A / 

dA 

d A\  J / 

dA  d A \ 

— - -f- 

< dx 

( 

77"’  ^7)  } 

f d A 

dA  - 

N , /dA 

. . . . ^ dj3  &c. 

"77, 

dA 

/d  A 

d A\ 

/d  A d A\ 

(d7'+d-7?V* 

^.^d  — -H  ^ 

+ i d^V  p + 

/ d A 

d A \ 

s , / d A 

, . . . ^ dj’-j-  3cç. 

( T,'-*- 

^ dr'J 

+ (ï?" 
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d A 


+ d *Ï + (7^ + ddÿ' ) dP" + [df- *5?/* 


d A 


d A\  (d  A dA\ 

-T— 1 dn"-t-  ( — — -H d -7— r Va 

Va  p ' 

/d  A 


/(IA  d A\  /ûA  \ 

-*“V  Jjy  + d Jp)  d r"  (‘dp ) is**  &c*+  &c. 

Egalant  maintenant  les  coefficients  d e d x , dp s dq , 8cc. 
dyt  dp  , dq  , &c.  d^ } dp",  &c.  j’aurai  les  trois  fuites 
fûivantes  d’équations. 


d A 

N = d.  — - 
a x 


P = 

Q = 

R = 


d_ A 
d » 
dA 

dp 

d_ A 

d o 


d. 


dA 

dp 

dA 

*5? 


e dA 
5 ~ +* 


, dA 
N'  = d.  — 
dy 

n dA  , d A 
P'  = -7-  + d TT- 


d y 

dA 


Q'=  d^d 


dA 


R' 


&c. 


S'  = 
&c. 


2 

dA  dA 

77'  + d 

dA 


dr ' 


dA 

N"  = d — 

dl 

dA 

P=  7-H- 
d? 

dA 

<?  = I7'  + 
dA 

j i *+• 
d ç 

dA 

û ... 


R"  = 


dA 

dp" 

dA 


dA 


&c. 


Chacune  de  ces  fuites  me  donnera  une  équation  de 
condition  de  la  même  forme,  & j’aurai  les  équations 
identiques. 
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N — d P -+-  ddQ  — <Î3R  «Î4S,  &c.  —o. 

M'__  dP'  + diQ'  — d3R'-Hd4S'}&c.  = o. 

N'  — - dP"-f-  d1Q''—d'>R"-ird* S" , &c.  = o. 

& ainfi  de  fuite  pour  chaque  variable. 

Remarque.  Dans  le  premier  problème  nous  n'avons 
trouvé  qu'une  équation  de  condition  , parce  que  l’on 
a fuppofé  dx  confiant  : çn  général  fi  on  fuppofe  con- 
fiante la  première  différence  d’une  des  variables,  l’équa- 
tion de  condition  , qui  fe  rapporte  à cette  variable  , 
difparoîtra  , & le  nombre  des  éclations  de  condition 
fera  inférieur  d’une  unité  à celui  des  variables. 

210.  Oh  peut  auffi  réfoudre  le  même  problème  de 
la  maniéré  fuivante.  Suppofons  que  V foit  une  fonc- 
tion différentielle  de  l’ordre  p,  de  forte  que  les  diffé- 
rentielles les  plus  élevées  , cui  fe  trouvent  dans  V , 
foient  d ? x , d P y , on  demande  les  équations  de  con- 
dition qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  V ait  une  intégrale 
A d’un  ordre  inférieur  d’une  unité. 

A caufe  de  V = dA  , on  aura  les  équations 

•dV  d.  (dA) 

7d7  d * = -7d7~  iix 

dV  d.(d  A) 

-j-. — dix  = — — d>  x 

dix  d 


d V d.  (dA) 

dt-'x—  , .T-.—  dP~'x 


dP- 

dV 
~dP  x 
dV 

d P + ‘ x 


dP  x — 


d P + ' x = 


dP-'x 
d.  (dA) 
dfx 

d.  (dA) 

df+  ' x 


dP  : 


dP  + 


(*)  Cette  erpreffion  déftgne  qu’après  avoir  pris  la  dif- 
férentielle de  A , en  faifaiu  tout  varier  , il  faut  prendre 
celle  du  réfultat  , en  faifant  feulement  varier  x ; il  efl 
maintenant  ^ufé  de  comprendre  les  valeurs  des  autres. 


Mais 
d A =- 


d A <?A  , 

-j-dx-h-yr-dlx 
dx  d1  x 


d A 


di  jc— f—  , 


d A 


dix 

-H-jr-âP*  -*-d'A(a) 


d f~ ' x " ' d t x 
on  doit  fubftituer  cette  valeur  de'  d A dans  toutes  les 
équations , afin  d’en  pouvoir  tirer , en  les  comparant, 
une  équation  de  condition. 

La  première  équation  fe  change  en  celle-ci. 
dV  dd  A r ' dd  A , dd  A 

— dx  = r dx  1 + j A dxd1  x -+-  — — rr-  X 


d x “ ~ d x 
dxd 3 x- 


d x d1 x~~~  " 1 dx  di x 
dd  A y j ddA 


_ _ d.  (d' A) 

dxd  P x H j d x. 

d x 

En  réduifant  le  fécond  membre , félon  la  méthode 
du  fécond  théorème  ci-deflus,  on  aura 
dV  ddA  ddA  dd A 


dx 


dx 


d1  x •+■ 


di  xdx 


, , dx1  -h  dx.  , . , 

dx 1 d1  x dx 

ddA  , / dA  , \ 

dx  di  x . . 4-  ■ j „ j-  dxd  f x -h  d \ ) 


df  x dx 

Si  l’on  divife  par  dx,  on  aura 

rfV  /rfA\  ddA  ddA 

Ml  -J-  = d.  ( — ).dx  (6)  -f-  — — — d1  x -H  - - ~ — X 

dx  \dx)  ' dzxdx  dixdx 

d x 

fd A\  dA  , 

a ** +f(xd  = i-77<‘'>- 

( a ) L’exprclîîon  d A indique  la  différentielle  de  A prife 
en  fai  faut  varier  y,  & les  différentielles  rfy,  rfrfy,  &c. 

(£,)  Cette  exptefîion  indique  la  différentielle  de  — — prife 
en  faifant  varier  x. 

sr  ; <£  A 

(O  Cette  expreffon  indique  la  différence  de  - — prife 
en  faifant  tout  varier.  ax 
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dV  d A 

Ainfi  l'on  a = d — . La  fécondé  équation  après 


d V 

la  fubftitution , deviendra  -77-  d 1 , 

a x 


Ad  A 


dxd ** 


d d A 

d1  x d1 x 

ddA 


dzxd?x 


ddx  ddx 
d>x 


_ddA_ 
d d x d*  x 
d.(d'A) 


d 1 x d x 
d * x dz  x ....... 


ddx 


ddx  (*). 


Faifant  ufage  du  premier  théorème  dans  le  premier 
terme,  & du  fécond  théorème  dans  le  troineme  terme 
du  fécond  membre,  & difpofant  convenablement  tous 
les  termes , on  aura 

dV  d A ddA  ddA 


, , -ddx — ddx  , 
ddx  dx 


d1xd1x 
ddA 


ddx . 


dx  d1  x 
ddA 
d} xdlx 
à A 


T-tdzxdx+jr, 


d1xd1x 

d } x -H 


, / à A \ 


dfxd 

Donc,  en  divifant  paT  ddx,  on  aura 
dV  d A d A d V 

_J_  A 

d'x 

d A 


— — — -j~  d.  , , ; & d.  . , — d. 


ddx  dx 


dlx 


dA 

dx 


4-  d 1 r t - 
d x 


En  employant  la  même  méthode  , & fe  fervant  des 
deux  théorèmes  précédens  pour  le  fécond  & le  qua- 
trième terme  où  la  différence  de  l’ordre  des  expofans 

dV  d A 

n’eft  que  d’une  unité  , on  trouvera  ? ^ — ~X*x 


( * ) Cette  expreffion  indique  la  différentielle  de  d7  A 
prife  en  faifant  varier  d x. 


I 
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d A dV 

+ d ■ Donc  dd 


d'x 


d 3 x 


d d 


d A 


•d3 


La  quatrième  équation  nous  fera  trouver  â 5 


Ü 


d A 


d A 


d A 
d 3 * 

dV 

=r* 

d * x 


, -4-  d 4 — , 8c  ainfi  de  fuite  ; de  forte  que 

d^x  a4* 

dV 


l’avant  - derniere  équation  donnera  d p ~ 1 


d p x 


d A dA  . 

dr“I2f  ~~7^, -+•  d p - j-  ; mais  la  derniere  équation don- 

r dV  dA 

nera  feulement  d p = d p -77-  > parce  Que  le 

d p +.  x dp  x r 


terme  dp  + t 


dA 


= o ; car  A ne  contenant  pas 


d p + ' x 

d p x , la  différentielle  de  A,  prife  en  faifant  varier  dfxa 
eft  nulle.  On  aura  donc  cette  fuite  d’équations. 

d V _ dA 

dx  dx 

, dV  dA  , d A 
d.  — — = d j-  + dd  j — 
d x dx  d 1 x 


dV  dA 

dd.  -rr—  dd.-rr- 
d} x dix 


d3 


d A 
d 3 x 


dV 

dp~  1 - — = df"' 


d A 


dp  x 


dp 


dV 

dp  + 'x 


dp-lx 

dA 


dp 


d p x 


+ à> 
(*)• 


d A 
d p x 


( * ) Avec  un  peu  d’attention  il  eft  aifé  de  voir  que  la 
d V dV 

quantité  -7—  — N,  que  d.  ~~  = « P » &c.  de  forte  que 
d x 1 a * 1 
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Si  on  retranche  la  première  de  la  fécondé  , qu’on 
retranche  enfuite  le  refultat  de  la  troifïème  , qu’on  re- 
tranche encore  le  refultat  de  la  quatrième , & ainfi  de 
fuite , on  aura  la  valeur  des  différentes  fondions  de  A , 
exprimées  en  V , & l’on  déterminera  une  équation  de 
condition  : les  équations  fuivantes  repréfentent  les  ré- 
fultats. 

dV  d A 

dx  “ d dx 

àV_  _ dV  d A 

d1  x dx  ddx 


dV 


dV  , dV  dA 

d -jj-  + j—  = d 5 — — 
d dx  dx  di  x 


d V dV  dA 

df-'  jj—  — d * " jjzr, H &c.  = df  jr— 

d p x d1  x d p x 


d? df~l 

dp  + 'x  à*x 


Ces  formules  doivent  être  pouffées  jufqu’au  terme 
d V 

A — inclufivement  s la  derniere  équation  donne  la  con- 

rti  X 

dition  nécelfaire  pour  que  V ait  une  intégrale  A d'un 
ordre  inférieur  d'une  unité. 

Il  eft  facile  de  voir  que  la  variable  y doit  fournir 
une  femblable  équation  , & que  fi  la  fonftion  V con- 
tenoit  d’autres  variables  a,  i,  &c.  chacune  fourniroit 
une  femblable  équation. 

221.  PROBLEME  IV.  Trouver  les  équations  de  condi- 
tion qui  doivent  avoir  lieu  pour  qu’une  fonction  différen- 
tielle V ait  une  intégrale  finie  Soit  V une  différentielle 
de  l’ordre  p , & fuppofons  qu’elle  doit  avoir  une 
intégrale  A de  l’ordre  p — i,  & que  A doit  avoir  une 


l’équation  de  condition  que  nous  allons  trouver  , ne  fera  pas 
effentiellemcnt  différente  de  celle  que  donne  la  première 
méthode. 
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intégrale  A'  de  l’ordre  p — t:  puifque  A doit  avoir 
une  intégrale  A'  de  l’ordre  p — i,  félon  ce  qu’on  vient 
de  dire,  on  aura  1 équation  de  condition 

d A d A d A 

dp~l  — — &c.=o. 


dpx  dp~'x  ' dp~  1 x 

Maintenant  fi  l’on  fubftitue  dans  cette  équation , après 

d A 

l’avoir  différenciée , les  valeurs  en  V de  d p -yj—  > d p " 1 . 

d p x 

dA  . , „ 

~j~pZT^ > qu’on  peut  aifément  tirer  des  formules 

qu’on  a données  dans  le  problème  précédent , on  aura 

dV  dV  dV 

— idpml  3d*"5 


dp~' 


d p x 


dp~'x 
dV 

+ &c.  = o ; 


dp- 


dp~'>  x 

ainfi  la  fonétion  V admettra  une  double  intégration, 
fi  l’on  a les  deux  équations  fuivantes. 

dV  dV 


dp  + 
dV 

dp~'  tt~  — 


d p x 


4 


dV 

dp~>x 


dV  dV 

dp~'X+  }dt~}  If-~} 
dV 

o. 


donc  fi  A différentielle  de  l’ordre  p — i a deux  inté- 
grales A' , A" , la  première  de  l’ordre  p — i , la  fécondé 
de  l’ordre  p — 3,  on  aura  les  deux  équations, 

. d A . d A dA 

d'“’  — — d>-  Tvrr-  + d^5— — -&c.  = o. 


d f “ : 


d p x 

d A 


dp~lx 

J_A 
dp-‘x 
— &rc.  ==  o. 


d A 


rdpM} zdpm* 

dp~'x  Za  dp~rx  ^ iCl  dp-ix 


Si  dans  ces  équations  différenciées  on  fubftitue  les 
valeurs  des  différentielles  de  A données  en  V , & 
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qu’on  écrive  encore  l’équation  qui  doit  avoir  lieu  lorfque 
V a une  intégrale  =>  A , on  aura  les  équations  , 

dV  d V à V 

dr  Tr~+Tx~~dP~'  dfx~^  dt”* 
dV 

d p~3  -dP-i~  + &c- 


if»i  _g  L _ id*mx  — — 4-  3 d.  p " î 

® d'*  d'"'*  ^ 5 

dV 


4<iP“4J7^+  &c-=°» 

j V dV  dV 

__  zdP~i—Z 4-  6d*“4  t ■—  — 

dt~xdx^  dt  ’x 

dV 

I0d?“SdT^+&C-=°* 

En  continuant  de  même,  on  trouvera  les  équations  de 
condition  qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  V puifle 
être  intégrée  quatre  fois,  cinq  fois,  &c. 

Pour  pouvoir  facilement  trouver  ces  équations  , on 
doit  faire  attention  à leurs  coefficients  : or  fi  1 on  a 
les  fériés  fuivantes: 


Sériés. 


Termes  généraux. 


1,  1,  1,  1,  &c.  x 

1,  2,  3,  4»  &c.  " 

O tt.(n-+-  1 ) 

I , 3 , 6,  IO,  I f , &c-  2 

/i.  ( «-X-  I ).  (n4-l) 

1,  4,10,20, 35»  &c..w.  ^ 

«.(n-*-r)  («4- 2).  ("*+*  î) 

1,  î,iî»3y,7°>&c ‘ 

&c (*)  


( * ) La  première  de  ces  fériés  cft  celle  des  unités , la 

La 
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La  première  équation  aura  à > pour  prfmier 

terme  , & tous  fes  coefficients  feront  « r , toutes  les 
équations  ont  le  ligne  + & _ alternativement  • £ 

fecoade  équation  a i,-'  ~ pour  premier  terme,  & 

fes  coefficients  font  les  nombres  de  la  fécondé  fuite } 

la  troffieme  équation  a pour  premier  terme, 

& fes  coefficients  font  les  nombres  de  la  troilïeme  fuite  j 

la  quatrième  équation  auroit  ~L  poUr  premier 

terme  , & pour  coefficients  les  nombres  de  la  quatrième 

fuite , & ainfi  de  fuite  5 mais  toutes  les  équations  ont 
d V 

~J~x  pour  dernier  terme.  Si  la  première  équation  a lieu 

h fonéèîon  V aura  une  intégrale  A,  elle  en  aura  deux, 
c cit-a-dire  , qu  eHe  pourra  être  intégrée  deux  fois  , fi  les 
deux  premières  équations  ont  lieu , trois  fois  fi  les 
trois  premières  équations  ont  lieu  ; & fi  la  fonflion 
V eft  du  cinquième  ordre  , on  pourra  l’intégrer  cinq 
fois  , ou  trouver  fon  intégrale  finie  , lorfqu’on  aura 

de™*  arlerat,°nS  ^ 2 f°me  de  CelIes  dont  on  vient 

VCLfZrVir  de  t’re  d'Utl>  fonaion  différentielle 

V,  doit  s entendre  egalement  dune  équation  V — o • 
mais  il  arrive  rarement  que  les  équations  & fondions 
différentielles  aient  les  conditions  néceffaires  pour  que 
les  équations,  dont  on  vient  de  parler,  puilfent  avoir 


fécondé  celle  des  nombres  naturels,  la  troifieme  celle  des 
nombres  triangulaires  , la  quatrième  celle  des  nombres 
pyramidaux,  & ainfi  de  fuite.  11  eft  aifé  de  voir  que  le 
terme  général  de  la  fécondé  eft  le  terme  fommatoire  de 
la  première  , & qu’en  général  le  terme  général  de  l'une 
de  ces  léries  eft  le  terme  fommatoire  de  la  précédente 
Tome  V.  / D ' 


1 
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lieu  • il  eft  vrai  qu’en  les  multipliant  par  un  faveur 
M les  Géomètres  trouvent  Couvent  une  expreilion  M V , 
j’s  laquelle  les  équations  de  condition  peuvent  avoir 
lieu  : mais  par  quelle  méthode  générale  pourra- t- on 
trouver  ce  multiplicateur  M ■ . . « 

Au  relie  il  eft  aifé  de  comprendre  que  la  variable  y 
doit  donner  une  fuite  d'équations  femblables  a celles 
que  donne  la  variable  qu'il  en  eft  de  meme  de  la  va- 
riahle  z & de  toute  autre  variable  qui  Ce  trouve 
dans  V ’&  qu’il  faut  que  toutes  ces  équations  aient 
lieu  enfembie  , pour  pouvoir  déterminer  le  nombre 
d’Tntégrations  dont  V eft  fufceptible  dans  letat  où 

Cl2if'ON  ne  fera  peut-être  pas  fâché  que  nous  réfol- 
vions  le  meme  problème  de  ^ mamere  fuivante  Si  Ion 

compare  les  valeurs  de  N , 1 , ' ,vec  les 

nous  avons  trouvées  dans  le  1 robleme  11 , avec  les 

valeurs  de  &c.  que  donne  la  fuite  d’équa- 

tions quon  a trouvées  dans  le  problème  précédent  j 
on  verra  <,ue  £ - N , ~ - P , &c.  Si  dans  la 

fuite  , dont  on  vient  de  parler  , on  retranche  les  équa- 
tions de  rang  pair  , & qu’on  ajoute  celles  de  rang  im- 
pair, on  aura 


d 5 x 


d 5 x 


d X U a “ " _ t # 

Ssr.^o  C * ) , équation  qui  a lieu  lorfque  V doit  avoir 
une  intégrale  A d’un  ordre  inférieur  d'une  unité  ; donc 
lorfque  À doit  avoir  une  intégrale  A d un  ordre  infe- 
rieur d’une  unité  (à  A) , c’eft-à-dire  , lorfque  V doit  avoir 
deux  intégrales  , l’on  aura  ( B ) 


dx 


dix 


d 1 


( * ) Cette  équation  eft  la  meme  que  celle-ci  : 

■jq  — d P ddQ  — d i R d*  S 9 8cc.  — o# 
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n 


*=*  oj 


mais  on  a vu  ci  - deffus  ( Problème  III.  ) que 


à A d A 
— 4-  d — 
dx  ^ “dp 


Q = 


d A d A 

dp  ^ ^ dq 


R = 

&c. 


d A d A 


Cela  pofé,  lï  l’on  fait  attention  aux  valeurs  de  p , qt 
r.  Sic.  qu’on  prenne  la  première  différence  de  la  fé- 
condé de  ces  équations  , la  fécondé  différence  de  la 
troifieme  , & ainfi  de  fuite  ; qu'on  retranche  enfuite 
les  équations  de  rang  pair,  qu’on  ajoute  celles  de  rang 
impair,  Si  qu’on  tranfpofe  dans  la  première,  on  aura 
d A 

j-  = P — dQ  + ddR  — d?  S , &c. 


Si  l’on  regarde  enfuite  la  fécondé  équation  comme  la 
première,  Si  qu’on  prenne  la  première  différence  de  la 
troifieme,  la  fécondé  de  la  quatrième,  & qu’on  fafTe 
fur  ces  équations  les  opérations  dont  on  vient  de 
parler,  c’eil-à  dire,  fi  l'on  ajoute  alors  celles  de  rang 
impair,  & qu'on  <fetranche  celles  de  rang  pair. 


en  prenant  l’équation  Q 


d A 


d A 

pour  la  pre- 


miers, Sc  qu’on  continue  de  même,  on  aura 


d A 

~d—  = dR  ■+■  ddS,  Sic. 

d A 

— = R — S + d d T , Scc. 

dq 

dj{  _ 

' ~ = S — dT , Sic. 

d r 

Maintenant  fi  l’on  fubftitue  ces  valeurs  dans  l’équa- 
tion (B),  on  aura  l’équation  de  condition  P — zdQ 
+ 3dxR  — 4d*S,  8cc.  = o,  ou  ( en  mettant  les 

D i 
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„ dV  dV  dV 

valeurs  de  P,  Q , &c.  ) — 2 d -jjy  + J d d 

■ — &c.  = o ; ainfi  lorfque  V doit  avoir  deux  intégra- 
les fucceffives,  on  aura  ces  équations, 

dV  dV  dV  , dV 

Ipi  +ii  ~ÏX*  ~ 1 ÏTÏ  &c'  = °* 

d V . dV  , . d V 

d + jc  &c'  — °» 


7 . ad 

ddx 


d 5 * 


4"  jdd 


donc  fi  A doit  avoir  une  intégrale  A'  d’un  ordre  in- 
férieur d’une  unité  , & que  A'  doive  avoir  une  intégrale 
A"  d’un  ordre  inférieur  d’une  unité  ( à A'  ) , c’ett-à- 
dire , fi  V doit  avoir  trois  intégrales , on  aura  ces 
équations  , 

d A d A 


dx 


— d. 


4*  &c.  = o. 


dA  d A d A 

— 2 d 77 h 3 d d.  — 8rc.  = 0 : 

ddx  d5*  d 4 x 


fi  dans  cette  derniere  équation  on  fait  les  mêmes  fub- 
d A / d A \ dA  / d A 

dJ 


/ u \ g/\  / a n.  \ 

ftitutions  pour  — , ou  ^ ou  j,  &c. 


d * x 

on  aura  l’équation  Q — $ d R 4-5%1S  — 8cc.  = o , 
qui  devient 

dV  dV  x dV  J dV 

ITi- 5' 4 Î7Î  +s‘l  ‘ 7i  ï -10' 1 i « ,+  ' tc— ' °* 

Donc  lorfque  V doit  avoir  trois  intégrales  , on  a les 


trois  équations , 

/ 

dV 

dV 

d.  • 

d 1 x 

dx 

dV 

d1  X ~ 

dV 
• 2d  — 
d 3 x 

dV 

dtx 


jd. 


4-  &c.  = o, 

a * * 

dV  dV 

-7—  4-  6dl  -.V-  — &c‘  — °» 
d 4 « 1 d > x 
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donc  fi  A doit  avoir  trois  intégrales  A' , A" , A'", 
c’eft- à-dire , fi  V doit  avoir  quatre  intégrales  fucceffi- 
ves,  on  aura  ces  trois  équations: 

d A d A . . d A 
dx  . d d d x 

d A d A d A 

77 — -+-  $ dd  77  — &c.  — o, 
d 5*  3 d*x  3 


U i L 

; 4-  d d -77-  — &c.  — o , 
d>  x 3 


d*x 


- l d 


d A d A d A 

9 d 777  + 6dd 


— &c.  = o. 


d3  x »“  d4*  “““  il  x 

Si  dans  cette  derniere  équation  on  fubftitue  , comme 

ci  - defltts , les  valeurs  de  ( qui  eft  la  même  que 

à A\  d A y d A 

dq)  ’ c’eft-à-dire,  de  , &c.  $ on  trouvera  , 

en  s’y  prenant  comme  ci-devant , l’équation 

dV  dV  dV  dV 

: — 4d-rr~-+-  iodd  -rr~ — ao d* 


d 4 * 


d 5 * 


d^  x 


d7  x 


- 8cc.  =0. 


Donc  fi  V doit  avoir  quatre  intégrales  fucceffives , on 
aura  les  quatre  équations. 


d V 

. dV 

dx 

■ a.  + &C.  = 0; 

dV 

dV 

d1  x~ 

1 d.  -JT-  -h  &C.  = 0. 
d 3 x 

dV 

dV 

d'x  " 

3 d.  -----  Sec.  = 0. 

d*  x 

dV 

dV 

c - -f-  &c.  = 0. 
d*x 

II  eft  aifé  de  continuer , en  faifant  attention  que  dans 
la  première  équation  de  condition , les  coefficients  font 
chacun  = 1 , que  dans  la  fécondé  ce  font  les  nombres 
naturels,  dans  la  troifieme  les  nombres  triangulaires, 
dans  la  quatrième  les  nombres  pyramidaux , ainfi 
de  fuite  j de  forte  que  les  coefficients  font  les  mêmes 

D 3 
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que  ceux  des  fériés  dont  on  a parlé  ci-deflus.  Si  l’on 
vouloit  chaffer  les  V de  ces  équations,  on  auroit  alors 
les  équations  fuivantes: 

!*.  N — à P 4-  Ai  Q — d J R -h  d * S — &c.  = o. 
2'.P_  idQ-f-î  ddK—  q^S-t-yo'  + T — &c.  = o. 
jf.  Q — 6 ddS  — loi^T  + &c.  = o< 

4».  R — 4^S-+-  io T — &c.  = o. 

je.  S — j d T •+* 8cc.  ==  o* 

6e.  T — &c.  = o. 

&c &c 

Telles  font  les  équations  que  fournît  la  variable  x; 
chacune  des  autres  variables  doit  donner  une  fuite 
d’équations  femblables  , le  nombre  des  équations  dans 
chaquefuite  étant  égal  à l’ordre  de  la  différentielle  V. 
Si  la  première  équation  de  chaque  fuite  peut  avoir 
lieu  , V aura  une  intégrale  A d’un  ordre  inférieur  d'une 
unité  > fi  les  deux  premières  équations  de  chaque  fuite 
ont  lieu  en  même-tems,  V aura  deux,  intégrales , 
c’eft-à-dire,  pourra  être  intégré  deux  fois,  & aum 
de  fuite. 

* 


KJ* 

*>+■*•+  ,«15..  + + +-SJ 

-,  VS.+ 4. 4.4..*.  ,J.+  + +*J*  + ^ 

C#)}  ++++  •f**t»*i*^  (f ^ 


JL  + * 

V *+  ++ 


t 
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SECONDE  PARTIE 


De  la  troisième  Section. 


22E  ViEtte  fécondé  partie  contient  quelques 
méthodes  d’intégrer  qui  font  encore  bien  peu 
connues  , quoique  très-vaftes  Sc  très  - intéref- 
fantes  , avec  le  calcul  des  variations.  Mais 
avant  de  palTer  plus  loin  , nous  ferons  remar- 
quer qu’une  équation  du  premier  ordre  , telle 
que  P 1 -4-  Qdy1  + R -H  z p dx  d y 
-h  zqdxdi  -h  zrdydç  — o,  ne  peut  être 
réelle  , à moins  qu’on  puiffe  la  réduire  en 
fafteurs  de  cette  forme  P a x Q'  dy  R"  d% 
= o } car  quelle  que  foit  l’intégrale , il  eft  vi- 
fible  que  \ fera  une  fonction  de  y Sc  de  x,  telle 
que  I on  aura  une  équation  de  cette  forme  d £ 
— P '' d x —\—Q!'dy;  donc  en  fubftituanr  cette 
valeur  de  d^  dans  la  propofée,  tous  les  termes 
doivent  fe  détruire  mutuellement  j ce  qui  ne 
pourroit  avoir  lieu  , fi  en  prenant  la  valeur  de 
d\  par  la  réfolution  de  la  propofée  , les  diffé- 
rentielles d x Sc  dy  étoient  affectées  de  rÉlicaux, 
de  maniéré  qu’on  11e  pût  les  en  délivrer  } ainfi 
la  propofée  donnant  d % =[  — qdx  — r d v 
± V^((  qq  — PR)  dx1  -4-  z (qr  — R p)dxdy 
-+-  (rr — Q R ) 1 ) ] : R ( * ) , ne  peut  être 
réelle  fi  on  ne  peut  extraire  la  racine. 


De  l’intégration  des  différentielles  du  premier  ordre 
à trois  variables. 

214.  Pr.obi.eme.  Intégrer  l’équation  du  premier 


(*)  Ces  deux  points  indiquent  que  ia  quantité  qui  les 
précède  doit  être  divifée  par  R. 
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ordre  Adx  — J—  B dy  — f-  C d%  = Oj  dans  la- 
quelle A , B , C , font  fuppofées  des  fondions  des 
variables  x^y 3 On  cherchera  par  la  flrscthode, 
dont  a parlé  ci-devant , fi  elle  eft  réelle,  fi  elle 
eft  abfui’de , on  l’abandonnera  j fi  elle  eft  réelle, 
on  fuppofera  une  des  variables  , ( par  exemple  ç) 
confiante  , ce  qui  donnera  d%=o,&cCd% 
= o j donc  on  aura  Adx  — f-  B dy  = o , équa- 
tion qu’on  intégrera  en  fuppofant  ^ confiante  , 
ayant  foin  d’ajouter  une  confiante  M .*  or 
cette  confiante  M peut  être  entièrement  conf- 
iante , ou  renfermer  £.  Confidcrant  maintenant 
% comme  variable  , on  différenciera  l’intégrale 
trouvée  , pour  comparer  fa  différentielle  avec 
l’équation  propofée.  Les  fonctions  A & B fe 
prcfenteront  d’elles-mêmes  ; mais  la  fonction  M 
doit  être  différenciée  en  fuppofant  f variable, 
pour  avoir  d M = C d%,  ce  qui  fera  connoîrre 
C.  De  cette  maniéré  on  obtiendra  l’intégrale 
cherchée  qui  fera  completre , parce  que  il  reftera 
toujours  dans  M une  partie  arbitraire. 

Co^llaire  I.  On  peut  donc  par  cette  mé- 
thode réduire  l’intégration  des  équations  à trois 
variables  à celle  des  équations  à deux  varia- 
bles. 


Corollaire  II.  Cette  intégration  peut 
fe  faite  de  trois  maniérés  , en  fuppofant  fuccef- 
fivement  x,  y,  % confians  ; mais  il  doit  tou- 
jours en  réfulter  la  même  intégrale  complette. 

Exemple  î.  Soit  propofée  l’cquation  idx. 
y)-*-  dy  ( 1 y -\r  x)  -+-di  (x-b  y) 

= o.  Confidérant  y comme  confiant,  pour  avoir 
dy  = o , il  vient  a dx  [%-+-y  ) d\  (a:  -\-y  ) 
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OU 


i d x 


SL 

y-+-l 


= o : donc  l’inté— 


x 4- y 

grale,  en  fuppofant  y confiant,  eft  i L.  (ar-f-j') 
-t-  L.  (y  -4-  ^ ) = C ou  M confiance  ( A ). 
Soit  dM  S=  dC  = Ddy  ; Cl  l’on  différencie 
1 équation  A,  en  faifant  varier  x , y,  ^ , l’on 

i d x i d y d y -I-  d z 

trouvera  -----  ' -f-  ~~+ { = Ddy,  ou 

x d x (y  H-*)  -f-  i dy  {y  -4-  ?)  -+-dy(x-by) 
“J-  dl  {x-\-y)  = Ddy  (x  -+-y)  (.y -+-?). 
Mais  le  premier  membre  de  cetre  équation  , étant 
évidemment  égal  au  premier  membre  de  la  pro- 
pofee,  le  fécond  doit  être  = o ; donc  d C = Ddy 
efl  = o : & par  conféquent  C eft  une  véritable 
confiante  ; & l’intégrale  complette  eft  i L.  (ar-l-j/) 
■+*  L.  ( y -h  i ) = C confiante , ou  ( ar  H— y ) l. 
(y  -h  l ) = B confiante. 

Exemple  II.  Soit  l’équation  b%%ydx  -f» 
b^rxdy  -+-  ( ibxy^  a)  dX  = o.  Sup- 
pofant  £ confiant  , on  a b^ydx  -f-  b^xdy 
=^=  o , donc  l’intégrale  , en  regardant  i comme 
confiant  , donne  br^yx  = M.  Différenciant 
cette  équation  , en  faifant  varier  x,y,  ç , on  aura 
bl\l ydx  ~ f—  b £ %x  dy  -J-  i bxy^d^  = dM. 
Si  de  cette  équation  on  reuanche  la  propofée  j 
il  refiera  ad ^ ==  d M ^lonc  en  intégrant, 

~~  a\  ■+*  C = Mj  donc  l’intégrale  complette 
fera  b % % xy  =s  — a % -f-  C , ou  b % % x y -f-  a % 
s==  C confiante.  Mais  il  n’eft  pas  toujours  auflî 
(lue  dans  les  exemples  précédens  d’obtenir 
l’intégrale  complette  par  cette  méthode. 
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De  la  nature  des  équations  différentielles  du  premier 
ordre  3 par  lef quelle  s on  détermine  en  général 
les  fonctions  de  deux  variables. 

115.  Problème.  V étant  fuppofe'e,  une  fonction 
de  deux  variables  x & y 3 Ji  dans  la  formule  inté- 
rrale  S . V d x 3 on  a conjidéré  y comme  confiant  ; 
on  demande  de  trouver  la  différentielle  de  S.  V dx  3 
en  fuppofant  aujfi  y variable.  Soie  S V dx  ===  m , 
il  eft  vifible  que  m doit  être  une  fon&ion  de 
a-  & de  y , en  regardant  même  y comme  con- 
fiant. Il  eft  évident  auffi  , qu’en  fuppofant  y 
confiant  dans  la  différenciation  , on  aura  d m 
s=Vdx;  mais  en  fuppofant  y variable  , on  doit 
avoir  d m = V d x P dy  ; or  félon  ce  qu’on 
a dit  ci-deffus  , cette  différentielle  étant  vraie  , 

on  a (l|)  = (il)’  dolK  dx  (il)  5=3 

(AE  y Mais  dx  eft  la  différentielle 

de  P , en  fuppofant  y confiant  ; donc  on  trouvera 
P en  intégrant  d x ^ ^ dans  la  fuppofition 

de  y confiant  ; dc^p:  P = S dx  (-^-)  [*  ) » & 

d m = V d x H-  dy  S d x ^ ~r^  j • 

21g.  PROBLEME.  Trouver  la  nature  de  la  fonc- 
tion i de  deux  variables  y & x3  pour  que  p étant 


( * ) Voyez  la  remarque  ci-deflus  (?z). 
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une  fonction  de  x , on  ait  ^ ^ — p ( *).  Soit 

di  = p dx  qdy.  Puifqu’on  connoîc  pdx  , <x 
on  fait  y confiant , on  aura  £ = S pdx  -f-  C ; 
mais  parce  que  C peut  renfermer  une  fonélion 
quelconque  de  y,  nous  ferons  C — f (y),  cette 
expreffion  défignant  une  fonélion  quelconque  de 
y j donc  \ = Sp  dx  f {y) - 

Corollaire.  Donc  en  fuppofant  que  la  fonc- 
tion £ ne  renferme  pas  d’autre  variable  que  a* 
la  différentielle  d\  — p d x q dy  > ne  peut 
ctre  réelle,  à moins  que  q ne  foit  une  fonction 
de  y fans  x.  Si  l’on  fuppofe  p = ja.r.v,  on  aura 

(^“)  = $axx  ; Sc  fi  l’on  fai tf  (y)  = A 

-4-  Bj/  •+■  b y 1 -f-  Sec.  , on  aura  % — a x x x 
+ a + bj  + é v 1 -+-  Scc.  : mais  ce  fera  une 
intégrale  particulier , quelque  nombre  de  con- 
fiantes arbitraires  A , B , b , &c.  qu’elle  renferme  : 
car  l’intégrale  complette  £ = axxx  -| - f [y),  « 
eil  infiniment  plus  étendue. 

De  la  réfolution  des  équations  à deux  variables 
lorfqu  une  formule  différentielle  ejl  donnée  en 
quantités  finies. 


ny.  Problème.  Déterminer  la  nature  de  la 
fonction  % de  deux  variables  x & y3  lorfque  la  for- 
mule ~ ^ = p ==  a j quantité  confiante.  Soit 

(*)  L’cxpreffion  ^ ^ indique  la  différentielle  de 

prife  en  faifant  varier  x3  & divifée  par  dx. 
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d\  = p dx  - h qdy  = a dx  H-  q dy.  Si  l’on  fait 
y confiant , on  a d £ = ad x , % = a x — 1—  C. 
Mais  il  cft  vifible  que  C =/  (_y).  Si  l’on  fup- 
pofe  .v  confiant , on  aura  d % = d C = qdy , 


tion  de  y fan«  x. 


Si  l’on  vouloir  que  ( ) fût  = o , dans  ce 


cas  £ feroit  une  fonélion  de  y fans  x ; car  cette 
formule  ne  devant  fubir  aucun  changement  par  la 
variation  de  x,  ne  fauroit  renfermer  x.  C’efl  d’ail- 
leurs ce  que  fait  voir  l’équation  d%  = pdx 
-+-  qdy , qui  dans  la  fuppofition  de  y confiant. 


donne  d % = pdx  , ^ — ^ — P 3 équation  qui , 
ïorfque  p = o , donne  (*~j^  ^ = o : or  dans 


ce  cas  ç ne  contient  point  x. 

Remarque  I.  Nous  pouvons  donc  fuppofer 
C =f(y),  quantité  qui  refie  entièrement  in- 
déterminée. On  peut  la  concevoir  telle  que  les 
abfciffes  d’une  courbe , étant  repréfentées  par  y, 
les  ordonnées  foient  repréfentées  par  f{y)  ; & il 
n’efl  pas  néceffaire  que  cette  courbe  fou  régulière  , 
elle  peut  réfulter  de  l’affemblage  de  plufieurs  arcs 
de  différentes  courbes.  On  peut  appel  1er  ces  fortes 
de  fondions  irrégulières  , des  fonctions  difeon- 
tinues. 


Remarque  II.  Comme  dans  les  intégrations 
vulgaires  on  détermine  la  confiante  arbitraire  par 
la  nature  du  problème  \ de  même  dans  les  pro- 
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blêmes  dont  on  trouve  la  folution  par  la  maniéré 
d’intégrer  dont  il  eft  ici  queftion , on  .détermi- 
nera par  la  nature  du  problème  ltt  fonélion  C = 
/ (y  ) qui  entre  dans  l’intégrale.  Ainfi  fi  l’on 
fait  prendre  à une  corde  tendue  une  figure  quel- 
conque , & qu’on  lui  laiffe  tout-à-coup  la  liberté 
de  faire  fes  ofcillations  , on  pourra  i-“r  ^es  prin- 
cipes de  la  méçhanique  déterrr:,,er.  Pour  un  m* 
ftant  quelconque  la  figura  *lue  doit  alors  avoir 
la  eouie  , ôc  cela.  Le  rera  en  introduifant  dans 
l’intégrale  de  l’efpece  dont  il  s’agit  , une  fonc- 
tion arbitraire  , qu’il  convient  enfuite  de  déter- 
miner , de  maniéré  qu’au  commencement  du. 
mouvement  on  ait  la  figure  qu’on  avoit  faic 
prendre  à la  corde  : & comme  la  folution  doit 
erre  générale  , afin  de  fatisfaire  à une  figure  pri- 
mitive quelconque  , elle  doit  s’étendre  aux  cas 
dans  lefquels  on  auroit  donné  à la  corde  , avant 
de  la  lâcher  , une  figure  irrégulière  fans  conti- 
nuité j je  veux  dire  une  figure  compofée  de  plu- 
fieurs  arcs  de  courbes  différentes. 

228.  Problème.  £ étant  toujours  une  foncliot 
des  variables  x & y p étant  auffi  une  certaine 
fonction  des  memes  variables  3 trouver  en  général 


la  nature  de  \ pour  que  l’on  ait 


P‘ 


Soit  di  = pdx  -h  qdy  , regardant  y comme 
confiant  & intégrant,  il  vient  £ = S . p d x-\-  f{y)r 
f {y)  exprimant  une  fonéfcion  quelconque  dey , 
fans  en  excepter  les  difeontinues  qu’on  ne  fau- 
toit  repréfenter  par  des  exprellions  analytiques. 
Soit  V la  tonélion  demandée  de  x & de  y , l’on 
aura  V=p  , d % = V d x ■+•  q dy . Si  l’on  confidere 
y comme  confiant  , on  aura  d\  = V d x , & en 
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intégrant  dans  la  même  fuppofition  , il  viendra 
? = s Vdx4-/(y). 

Selon  ce  <ju’on  a dit  ci-deffus  (125),  en  re- 
gardant x 8c  y comme  variables  , on  doit  avoir 

V dx  -h  dy  Sdx  (~)  -+-  dy  f (y), 

sn  fiùfant  la  dittti.,f1tje[je  de/(y)  égale  à dyf  (y)  j 

d’où  l’on  tirera  ^ — ^ \-  f'  (y  \ 

Mais  dans  la  formule  dx  ^ on  doit  regar- 
der x feule  comme  variable.  ♦ 

Si  on  demande  , par  exemple  , que  p =s 

* c\t  j c xix 

, on  aura  ï>  V dx  — S.  ■ 


V ( xx  -f-  y y )'  ' ' ’ V ( xx-hyy) 

— V ( x x H-  y y ) i donc  ^ = V ( xx  -t-  y y ) 


+ /(j)>  Sc  q — 


f (y)- 


V ( **  ■+■  yy  ) 
t Quoique  par  cette  méthode  on  détermine  la 
valeur  de  p , celle  de  q ne  paroît  pas  également 
déterminée  j il  femble  au  contraire  qu’elle  doit 
introduire  une  indéterminée  , indépendante  de 
la  première.  Pour  éviter  une  telle  lignification 
vague  , il  eft  à propos  d’employer  dans  la  dé- 
termination de  Sdx  ^ 5 la  niême  condition 

dont  on  fe  fert  pour  déterminer  S.  V dx.  Si , par 
exemple  j S .V  dx  doit  être  = o , lorfque  x — a, 

il  faudra  aulfi  que  l’on  ait  Sdx  ( yy  ^ = o , 

lorfque  x — a.  Dans  l’exemple  propofé , fi  on 
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fuppofe  que  S.Vdx  doit  s’évanouit  lorfque  x — o, 
l’on  aura  S.  V dx  = V ( a:  a:  -f-  y y ) — y ■ &c 

ç / d V \ y 

o u x ( — — ) — , , , s > ‘«an  nn 

V ày  ) )/  (xx  -h  yy)  7 ,,u 

a le  même  réfultat  en  fuppofant  f [y)  — — y 

ôcf'(y)  = -l. 

Le  principe  de  cette  déterm^iatIon  efb  fondé 
fur  ce  théorème  s fi  ^ efi  une  fonction  de  deux 
v^-LuùCes  x (y y j qui  devienne  — o , lorfque  x = a , 
& que  l’on  ait  d\— pdx-\-qdy3  la  quantité 
q s’évanouira  dans  la  même  fuppofition  de  x — a : 
d’où  il  eft  aifé  de  tirer  cette  conclufionj  que  fi 
£ devient  = o , lorfque  y = b , on  aura  auiïi 
p = o dans  la  même  fuppofition  de  y ■ b. 

De  la  réfolution  des  équations  , dans  lefquelles 
de  deux  formules  différentielles  , l’une  ejl  donnée 
par  l’autre. 

lie).  PROBLEME.  Si  % doit  être  une  fonction  des 
variables  x & y j telle  que  a ( ^ é 

— r-  c quantité  confiante  , déterminer  Soit  d ^ » 

pdx-\~q  dy,  on  aura  a p-\-  b q — c,puifque  ( — ^ 

\ d x / 

/ d r \ c — a p 

— ^ & = ^ Donc  q *=  ~ — i & 

= p dx  -+-  ( C—~  ) dy  = y dy  -+- 
-C  (b  dx  — a dy),  formule  qui  doit  être  intégrable. 
Mais  la  partie  dy  étant  intégrable  par  elle-même. 
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l’autre  partie  doit  être  intégrable  féparément. 
C’eft  pourquoi  ayant  fait  b x — a y = t , afin 

que  cette  parr**  J«tîçuH6  dt}  il  eft  vifible  que 

p doit  être  une  fon&ion  de  t , 8c  que  l’inté- 
grale doit  aufli  être  une  fon&ion  de  t.  Ainfi 
nous  pouvor.c  fuppofer  S.  p ( b dx  — a dy)  = 
R ( 1 ) = f {b x — ay)  t cette  expreflîon  mar- 
quant une  fonction  &<*  h x — uy  j donc  on  aura 


Corollaire.  Si  £ = i , c = o , a — — i , 
on  aura  %=e=f(x  ■+■  y ) ,-fi  b = c = a = i , on 

a ï —y  -+-  /(*  —y)' 

Remarque.  Par  les  premiers  élémens  du  calcul 
intégral , on  a Sp  dx  = p x — S x dp , Sq  dy 
q y — S y dq  ; mais  à caufe  de  d%  = p dx 
q dy  , on  a £ =.  S {p  dx  qdy)\  donc 
\ = p* : -h  qy  — S [x  dp  y dq). 

i jo.  Problème.  Si  % doit  être  une  fonction  de 
deux  variables  x & y 3 telle  quen  fuppofant 
d%  = p d X -+*  qdy  3 on  ait  p q s=  i & par 

conféquent  q = ~ 3 déterminer  la  fonction  Par 

la  remarque  précédente  £ = px  -hqy  — S{xdp 

-H  ydq)  ■=  P X S 

dans  le  cas  du  problème  ; donc  la  formule 


doit  être  intégrable  : 


donc  en 


faifant  x 


V 

— = t , la  formule  t d p fera  inté- 
V? 

grable j 
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grabie;  mais _ généralement  parlant , cerre  formule 
eft  unegrable  que  lorfque  t eft  une/on&ion.de 
y , . „ 

PP  “olt  etre  une  fonction  de 


P (*) J donc  x 


P feulement;  8c  l’intégrale  de  (x~*-^dp 
fera  une  fon&ion  que  nous  ferons  ===Pf(p); 
donc  ? =px  qy  _ f{p)>x  __ 

/ ip),  en  faifant=dp /'(^?)  la  différentielle  de 


f(p);  donc  * = -)-f-(p)  &c  $ = — -i- 

y'/  ^ 

P f (p)  -~  f{p) 

, équation  qui  donne  la  folu- 
non  generale  du  problème.' 


Remarqué.  Toutes  les  fois  que  l’on  prend 
pour  / ( p ) une  fonction  algébrique  de  p , on  peut 
par  le  moyen  des  deux  dernieres  équations , par- 
venir a une  équation  entre  ^ , x 8c  y.  Mais  on 
ne  peut  pas  trouver  cette  équation  dans  tous  les 
cas  : on  peut  cependant  conftruire  le  problème 
par  le  moyen  d’une  courbe  régulière  ou  irrégu- 
lière , dont  l’abfcifte  feroit  = p,  8c  l’ordonnée 
perpendiculaire  = /'  (p)=  t;  car  alprs  r 

— b.  t dp  , aire  de  la  courbe  que  nous  fuppo- 
lerons  = u (**),  de  forte  que  les  équations 

_y y 

x pp  t >l — Px~f~'p  — "»  donneront 


(*)  Si  r ctoit  une  confiante  ==  a , on  pourroit  fnppofcr 

1 a caufe  de  f ° “ 1 * & regarder  ap°  comme 

une  fonéhon  de  p. 

( **  ) IL  eft  vifible  que  a — / ( p ).  ’ . 

Tome  F.  E 
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la  folution  générale  du  problème  ; c’eft-à-dire , 
qu’en  prenant  pour  x une  valeur  quelconque , on 
aura  y — pp  (x  — t)  , &c  % = ip  x — pt  — u. 

zji.  Problème.  S i \ ejl  une  fonction  de  x & 
de  y j telle  qu'en  faifant  d%  = pdx  qdy 
q doive  être  une  fonction  de  p j trouver  en  général 
la  nature  de  £.  Puifque  q eft  une  fonction  de  p , 
nous  pouvons  fuppofer  dq  — t dp  , t étant  une 
fonction  de  p ; Sc  l’on  aura  £ = px  H-  qy 
— • S ( x dp  y d q)  = p x q y — S ( x -f- 
ty ) dp;  donc  S ( x ty)  dp  doit  être  une 
fon&ion  de  p > c’eft-à-dire,  doit  être  =f(p ), 
dont  nous  ferons  la  différentielle  = d p f (p). 
Ainfi  i = px  -+-  qy  — f(p)\  & x -f-  t y — 
f (p)  , équations  qui  donnent  la  folution  géné- 
rale du  problème,  f {p)  repréfentant  une  fonc- 
tion de  p,  continue  ou  difcontinue. 

Corollaire.  Si  p repréfente  l’abciif é, /'(/>) 
l’ordonnée  perpendiculaire  d’une  courbe,  /(/>) 
repréfenrera  l’aire  u de  la  courbe,  par  le  moyen 
de  laquelle  on  pourra  conftruire  le  problème. 


De  la  réfolution  des  équations  dans  lefquellcs  on 
donne  le  rapport  entre  deux  formules  différen- 
tielles , & une  feule  des  trois  variables. 

131.  Problème.  Si  ^ doit  être  une  fonction  de 
x & de  y j telle  qu  ayant  fuppofé  d%  = p d x 

-4-  q-dy  j l' on  doive  avoir  ~ , déterminer 
L’on  aura  d £ =5  p d x H-  d.y  = p x X 
( ~ ^ as±=  p,  x ( du)i  en  faifint  L,  x 
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y 

“+■  ~ = u.  Or  cette  formule  ne  peut  être  inté- 
grable , à moins  que  p x , & par  conféquent 
X ne  foit  une  fondion  de  u , ou  de  L.  * -+- 

~ ; donc  x = / : mais  en  défîgnant 

la  différentielle  de  f(u)  par  f (u)du,  011  a pxdu 
= f{u)  du,  oupx  = f y).  Ainfi 

la  folution  complette  du  problème  eft  renfermée 
dans  les  deux  équations  £ = / ^ ÔC 

a j j . Problème,  x étant  une  fonction  de  x & dey  > 
telle  quen  fuppofant  dx  = p dx  -f-  q dy , on  ait 
q =3  p rn  -f-  t j m & t étant  des  fonctions  quelcon- 
ques de  x y déterminer  x-  L’on  aura  dx  = p dx 
-f-  pmdy  -t-  tdy  ÿ donc  en  faifant  p = r 

1 j 1 tdx 

— on  aura  dx  = rdx h rmdv 

t d x f d x . \ _ 

—  — -h  rm  ^ — — h dy  J.  Donc  r m Oc 

S.  r m (^  — -+-  dy  ^ doivent  être  des  fondions  de 

s-~+ y;  donc  s- rm  ( ■—  dy ) = / (y 
s-  •—)  ’ rrn  — f (y  + S-  4r)  (*)»  équation 

( * ) On  comprend  aflez  par  la  folution  du.  problème 
précédent  quelle  eft  la  lignification  de  f. 

E z 
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que  nous  défignerons  par  (A).  Donc  % = — • 
S. h f ( y ~\r  S.  — j , &c  p = r — — 

m J \J  m J r m 

= — ~~  -+-  /'  (y  4-  S.  — ^ , en  fubftituant 

m m J \~r  m J 

la  valeur  de  r prife  de  l’équation  A.  On  aura  auffi 

q = p m -f-  t = f Çy.-h  i mais  parce 

/ # ' 
que  m Sc  t font  des  fondions  de  x , les  formules 

S.  , S. ne  troublent  pas  la  folution. 

m m * 

i}4.  Problème.  Soit  d%  =pdx  - f-  qdy  3 fl 
la  relation  entre  p j q & x efi  donnée  par  une  équa- 
tion quelconque  j trouver  la  fonction  ç exprimée 
par  les  variables  x & y.  Suppofant  que  par  l’équa- 
tion propofée  entre  p , q Sc  x (*  ) , on  ait  trouvé 
la  valeur  de  x exprimée  par  une.  fondion-  de 
p Sc  de  q , on  pourra  dans  l’équation  \ — p x 
-f-  qy  — S.  (xdp-\-ydq),  intégrer  xdp , en 
fuppofant  q conftant  , pour  avoir  S.  xdp  = V 
~hf(q),  V étant  cenfée  une  fondion  connue  de 
p Sc  de  q , telle  que  l’on  ait  d V = x dp  T dq, 
T étant  auffi  une  fondion  de  p Sc  de  q.  Mais 
parce  que  ( x d p y d q ) doit  admettre  l’in- 

régrarion,  on  a S(xdp-\-ydq)  = V -| -f{q)- 
Donç , en  différenciant  , x d p y dq  = x d p -\- 
T d q dqf  (q)  ; tk  par  conléquent  y = T 
& $ =p  X qy  — V — f ( q)  t 
ou  ? ^pxfr  fq-Jr-qf'  {q)  —f{q)  — V. 
Ainfî  nar  l’équation  donnée  on  exprimera  x en 


( * ) Ici  les  équations  finies  font  fuppofées  toujours 
réfolubles. . 
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p 8c  q , en  prenant  enfuite  q pour  confiant  , on 
aura  V = S.  xdp,ScdV  = x dp  T d q. 
Ayant  trouvé  V & T,  ou  p 8c  q , y Sc  ^ fe- 
ront exprimés  par  les  formules  qu’on  vient  de 
trouver. 

On  peut  aufli  , par  l’équation  donnée  , cher- 
cher p en  x 8c  q ; mais  £ = p x -f-  qy-r-  S .{x  dp 
-+-  y d q ) = qy  S.  {p  dx  —J—  x dp  — - x dp 

— y dq)  = q y -\r  S.  {p  d x — y d q)* 

eft  une  fonction  de  x 8c  de  q j donc  il  y a v 
une  fonction  V de  ces  variables,  telle  que  dV 
s=  p dx  -f-  R dq.  Soit  faite  S.  {p  d x —y  dq) 
= V —f—  f[q)  , équation  que  nous  défignerons 
par  ( A ) } donc  1 ses  qy  -+-  V -+-  f{q)  > & y 

— — R — /'  ( q ) y ce  qu’on  tire  de  l’écjuation  À 
après  avoir  différencié  , en  fe  fouvenant  que  d V 
= p d x -+-  R d q • l’une  ôc  l’autre  folution  peut 
ctre  employée  auffi  commodément , lî  par  la  rela- 
tion donnée  entre  x , p &c  q on  peut  aulli  facile- 
ment déterminer  x que  p;  mais  ou  employera 
la  première  lorfqu’il  fera  plus  aifé  de  détermi- 
ner x que  p , 8c  la  derniere  lorfqu’on  pourra 
déterminer  p plus  aifément  que  x. 

a j 5.  Problème.  Suppofant  d^=p  d x qdy  , 
de  maniéré  que  l’on  ait  p -+-  q = ~ j déterminer 

la  relation  de  % par  rapport  aux  variables  x & y.  On 

7 % d y 

aura  q = p , d 1 = p dx  — 1 — - 

pdyyp{dx  — dy)  = — ~~  ***  ==  \ 

• — ^ . Mais  les  formules  dx  — d y , — ~ 

a J 1 a 

E } 
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étant  intégrables  par  elles  - mêmes  , 8c  de  plus 
étant  = — (</x — dy);  il  eft  néceflaire 

l a ? 

que  — foie  une  fondion  de  a:  — y.  Suppofant 

donc  S.  — idx  — d y)  =/  (x  — y) , il  viendra  L.  * 

iU  = y(  x — y )•  Mais  e étant  le  nombre  dont 

f ( x y ) 

le  logarithme  hyperbolique  = t » « 

fera  une  fondion  de  x — y , que  nous  defignerons 
par  F {x — y),  8c  Ion  aura  L.  % = /fx — .y) 

+ ^=f(x—y)  L.e-+--J  L.e,&î  = e^X 
ss  {"fp  ( x — J ) j d’où  l’on  tire 


p = e^t'  ( x — y ) , F ayant  une 
- fignification  analogue  à celle  de  /'  dans  les  pro- 
blèmes précédens  : on  aura  aufli  ( ” ) = q — 
— e * F {x  — y)+“  c * F(x  — y ) ; 8c  p 


j y r , 

-J-  q = — . e ~ F (x  — ) = -j-  comme  on  le 

demande. 

a 36.  Problème.  57  = p d x -h  qdy  3 de 

manière  que  ^ doive  être  une  fonction  de  p & de  q y 
déterminer  la  relation  entre  ^ j x & y*  On  aura 

dy  ss  -X  — r-— . Soit  fuppofee  p = q r , afin 
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que  $ foie  une  fonction  de  q &c  de  r , on  aura  dy 
= — — rdx;  doncj  = ~ — rx  — S. 

-xdr)=±-rx+  S.(î-^ 


22 

x dr  J. 
22  / 

Cherchons  maintenant  l’intégrale  de  — - , en 

2 2 

fuppofant  r conftant  ( ^ eft  une  fonftion  de  5 

& de  r ) , pour  avoir  S.  = V -h/ ( r)  & d V 

2 ? 

= - — - + R </r.  Mais  la  différentielle  de  /(r)  » 
22 

étant  défignée  par  d r f (r)  , celle  de  V + 


/ (r ) fera  = 

t ^2 
22 


T ^2 
22 


-+-  (R  -+-/'  ( r ) ) r.  Ainfi  la  for- 
■ ne  peut  être  intégrable 


_ JL 


mule  ^ 

qu’autant  que  x = R 4-/'  (r);  donc^  = 

— Rr  — rf  (r)  4-  V 4 -f(r)  — ~ — rx-h 

V -h  f (r)  à caufe  de  a*  — R 4 -f  (f  ).  Ainfi 
i°.  ayant  fuppofé p-=.qr , on  a ^ exprimé  en  qtkr, 
regardant  enfuite  r comme  conftant , il  vient 


__  c ldi 


v = s 


22 


, qui  eft  aufli  donnée  en  q & r,  d’où  , 


/ dV\ 

en  prenant  q pour  conftant , on  tire  R = ( — J. 

Suppofons  , par  exemple  , que  l’on  ait  £ 

= a p q ; à caufe  de  d \ = p d x q dy  j 

, Zdx  , .1  d î 

on  aura  d % = h q d y ; ic  dy  = — — ■ 

U<1  E 3 
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iÜ.  Donc  y = i + S 

aqq  • 3 V {J  a 3 J/  3 

4-  S.  — «”)"  ^a*C  comPrelî“ 

••  ■.  • I 

dre  que  — doit  être  une  fonttion  de  q 

1 32  * a 

Donc  en  faifant  = /'  ^ q — — ^ , on  aura 

J'=7  + /(f  — T )»  & î = ??•/'  (? 

-t). 

De  /a  réfotution  des  équations  dans  tefquelles  oit 
donne  le  rapport  entre  les  quantités  ^ •—  ^ 

( } & deux  des  trois  variables  x j y j £. 


1J7-  Proplemh.  Si  en  fuppofant  d%  = p dx 
H-  qdy  j on  </oir  avoir  ^.v-h  = Oj  trouver 

P x 

/a  relation  entre  % } y & x.  On  aura  <7  = — 

y é dx  dy  \ 

& dl=pdx ~-=px  (--y) 

( y"~^)  ~i  doncpy  doit 

être  une  fonction  de  — j donc  % =fÇ~Sj  , fonc- 
tion de  ditnenfion  nulle  de  * St  y,  8c  p y = /'  (y  ^ . 

Mais  fi  on  demandoit  qué  p u -4—  q t fût 
s=  a,  a étant  une  confiante,  u une  fon&ion 
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de  * 
? = 


s &c  t une 

a pu 


fonction  «de  y , on  auroit 

» a d y 

d\  — — — p d x — — ■ 


pudy  ad  y / dx  d y , _ 

r r +/,“  (t  ~rj*  Doiic  °n 

auroit  p u — f (s.  , 8c^=aS.^- 

*4 -/(s.  if.  - S.  i*V  OÙ  les  formules  — , ^ 
font  des  différentielles  à une  feule  variable. 


ijS,  Problème.  Suppojant  d £ = p d x — f-  q d y 3 
& q=pY  u , V & u étant  des  fonclions  quel 
conques  de  deux  variables  x & y j déterminer 
On  aura  d %=  p ( d x -f-  V d y ) -f-  u d y.  Sup- 
pofons  que  le  multiplicateur  M rende  intégrale 
la  formule  d a:  V dy  , & que  l’on  ait  M ( dx 

H-  V dy  ) = dr  j M & r feront  des  fondions 

de  a:  & dej/j  & l’on  aura  dr  — ?AL-  _p.  u dy. 

Mais  parce  que  reft  une  fon&ion  de  x 8c  de  y , 
on  peut  déterminer  .v  en  y 8c  r 3 8c  cette  valeur 
de  x étant  fubftituee  dans  u 8c  M , ces  quantités 
deviendront  des  fondions  de  y Sc  de  f.  Regardant 
maintenant  r comme  une  confiante  , nous  aurons 
■S.udy—  T -hf(r) , 8C  ayant  fupj>ofé  d T = u dy 
t dr , 8c  d$  = u dy-h  tdr-+-drf  [r)=^dT 

-hf'(r)dr,  on  aura  ~ = r -b/'  ( r)  j 8c r 

f • M c 


— T ~h  f (r).  Si  l’on  doit  avoir  q = -f-  JL 

y x y 

on  aura  V r=  — a — — : &à  caufe  de  d ar-f- 

y x 1 

y dy  ==  d x - 1 — , le  multiplicateur  M fera 

Tome  V.  * 
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î=  y j 8c  dr  = y d x -J-  x d y • donc  r = x y 3 

f y y 

x=  — , 8c  u = — • Maintenant  on  aura  T = 

y r 

y ^ 

S.udy  = - — en  regardant  r comme  confiant, 


-y 5 


& t = — ~x  ( ce  qu’on  tire  aifément  de  l’équa- 
tion dT  = udy-{-tdr , en  faifantj  confiant  ) ; 

J rr  *■  j r 


donc  — = 


M 


77  **“/(*>)• 

a 59.  Problème.  Suppofant  toujours  d y =p  d x 
-+-  q dy  j déterminer  % , en  Juppofant  qu  'il  y a une 
telle  relation  entre  p 3 q , x & y 3 qu’une  fonction 
quelconque  P de  p & de  x foit  égale  à une  certaine 
fonction  Q de  q & de  y.  Soit  P = t , Q = t , pat 
la  première  équation  on  pourra  avoir  p ex- 
primé par  une  fonction  de  t 8c  de  x : par  la 
fécondé  on  aura  q en  y 8c  t.  Cela  pôle  , dans 
la  formule  d\  = p d x -H  qd  y 3 on  doit  inté- 
grer pdx  en  fuppofant  t confiant  , pour  avoir 
S.  p d x^=  R.  On  doit  de  même  intégrer  qdy  3 
en  fuppofant  r confiant,  poür  avoir  S.  qdy  = r. 
C’eft  pourquoi  R fera  une  fonélion  de  x 8c  de  1 3 8c  r 
une  fonction  de  v 8c  de  t.  Mais  en  faifant  aufli 
varier  f , on  a d R = pdx-\-Vdt38cdr  — 
qdy-\-u  df,  doncd^  =dR  -f-  dr — d t (V  -+-«)* 
Donc  V u=f  (’ t)  j équation  que  nous  dé- 
fignerons , par  ^ A ) ; ainfî  ^ = R -+-  r — f ( r ). 
. Puifque  p , R , V , font  des  fonctions  de  a:  8c  de 
t , q 8c  r des  fonélions  de  y 8c  de  t 3 l’équa- 
tion A donnera  la  valeur  der  en  x 8c  y , laquelle 
étant  fubflituée  dans  la  derniere  équation  qu’on 
vient  de  trouver  , on  aura  £ déterminée  en  x 8cy. 
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De  la  réfolution  des  équations  dans  le f quelles  on 

donne  un  rapport  entre  les  deux  formules  ( > 

é d \ \dx  J 

y J , & les  trois  variables  x j y & 

*40.  Problème.  Si  ayant  fait  d%  — pdx 
■4-  q dy  ( A ) , on  doit  avoir  a p x b qy  = m%3 
déterminer  la  fonction  Par  la  nature  du  pro- 

bleme  on  a q — = — . Sublutuant  cette 

•*  b y b y 

valeur  de  q dans  l’équation  A & tranfpofant,  il 
t m\dy  a pxdy 

vient  d 1 j — - = pdx — — . Cette 


l_  __ 
** 
b 


b y r b y 

équation  étant  divifée  parj' 6 , donnera  d. 

tenant  fi  on  fuppofe  py{a~m)  b =f  (-—)  , 
nous  aurons  ^ = y m 1 b f — ~~rp  \ Mais  en 
élevant  à la  pu i fiance  b , la  fon&ion  de  ■—■■■  fe 

-réduit  à une  fonction  de  — > donc  on  peut  dé- 
terminer 1 en  x & y , de  maniéré  que  % — ym:Bx 


(*)  L'crpreflïon  a : b a la  même  lignification  que 
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241.  Problème.  Si  3 ayant  fuppofé d\=  pdx 
-f-  q dy  , on  doit  avoir  q — p T -+-  V T étant 
une  fonction  de  x & de  y & V une  fonction  de 
y & % déterminer  la  fonction  £.  Subftituant  dans 
l’équation  d%  — pdx  •+•  qdy  !a  valeur  de  q, 
Sc  rranfpofant , on  aura  d £ — V dy  = p (d x 
-4-  T dy).  Mais  parce  que  V eft  une  fon&ion 
de  y Se  de  £ , il  y aura  un  multiplicateur  M qui 
rendra  le  premier  membre  intégrable  j & parce 
que  T eft  une  fon&ion  de  x 8c  de  y , il  y aura 
auflî  un  multiplicateur  m qui  rendra  dx  - h T dy 
intégrable.  Soit  donc  M ( d^  — V dy  ) ==  dry 
m (dx  -f-  T dy)  — d R,  notre  équation  de- 


viendra 


d r 

ÜL 


p d R 

> 

m 


, Mpd  R 

ou  g r = . 

m 


Pour 


que  le  fécond  nombre  foit  intégrable  , il  faut 
que  - — foit  une  fon&ion  de  R que  nous  ferons 


= /'  ( R ) , pour  avoir  r—  /(  R ) , équation  qui 
contient  le  rapport  cherché  entre  £ , x de  y. 


Corollaire.  Ce  problème  renferme,  comme 
un  cas  particulier,  celui  dans  lequel  on  deman- 
deroit  que  ^ ^ fût  — pxx  -f-  qyy  , ou  q =3 

— — P_f_^  une  infinjté  d’autres.  Cepen- 

yy  y y 

dant  il  paroît  d’abord  qu’on  ne  peut  abfolumenc 
pas  refoudre  cette  forme  : ç = p y H-  q x , ou  q 

= - — , ce  qui  donne  d\  — =p  (^d x 

y d y \ 

— J.  La  caufe  de  la  difficulté  vient  de  ce 
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que  la  formule  — 


X 


ne  peut  être  rendue 


intégrable  par  aucun  multiplicateur  , ou  de  ce  que 

2 d y 

l’équation  d\ — — o,  eft  impoflible,  parce 

que  * eft  variable  comme  £ 8c  y.  Cependant  en 
faifant  \ — n (ar-hj  ),&tp=q  = n>  on  aura 
%=p  x -\-q  y , ce  qui  fournit  une  folution  particu- 
lière ; mais  nous  donnerons  bientôt  la  lolution 
générale. 

141.  Problème.  Suppofant  d^  = p d x -f-  q dy 
(A  f fi  ton  a l’ équation  p = q T -f-  V 3 T étant  une 
fonction  de  x & de  y 3 V une  fonction  de  x & de  % 
déterminer  £.  Subftituant  la  valeur  de  p dans 
l’équation  A 8c  tranfpofant , il  vient  d £ — V dx 
e=s  q ( dy  -f-  T d x).  Donc  M 8c  m étant  des 
multiplicateurs  qui  puiftent  rendre  intégrables 
les  formules  qu’ils  multiplient,  on  aura  M (dç 
— V dx)  = dr  , 8c  m ( dy  -4-  T dx)  = dR  ■ 


, dr  qd R , UqdK  ,,  v 

donc  — = , ou  d r = , d ou  1 on 

M m m 


tire  aifément  cette  folution  — - = f ( R ) , 8c 

ÎTt 


r=/(R). 

a 4. 3 . Problème.  .Si  ûyunr  dç  = p d x ~{~qdy  ^ 
on  doit  avoir  ^ = N p -4-  /2  ^ , N 6*  /z  cM/zr  dcx 
fonctions  de  deux  variables  x & y , déterminer  la 
valeur  générale  de  £ par  une  folution  particulière 
qui  donne  1 = V 3 V étant  une  fonction  de  x & 
de  y.  Soit  dV  = P d x Qdy , cette  valeur  de 

V étant  fubftituée  au  lieu  de  ^ , fatisfait  à l’équa- 
tion d p d x q dy , lorfque  P =p8cQ  = q ; 
ainfi  ( dans  ce  cas)  V = NP  + nQ. 
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Suppofons  que  la  valeur  générale  de  £ foit  £ = Va, 
& que  du  = r dx  4-  tdy , On  aura  p = 

= Pa  + Vr,  & ç = ^ ^ =Qa+Vr(*); 

donc  ^ = N p -1-  n q = (NP-+-/2Q)aH-Vx 
(Nr_|_nr)  = Vtt.  Mais  V = N P -+-  n Q ; 

— N r 

donc  Nr  + /îf  = o,  &C  t = . Donc  du 

Tl 

= r(j.v-^)  — ~ {ndx  — Ndj).  Sup- 
pofons maintenant  que  par  le  moyen  d’un  mul- 
tiplicateur convenable  M , on  ait  M ( ndx  — 

N(/vl  = dT  , on  aura  du  = — . dT  ; donc 

^ ' n.M 


B.  M 

Etant  donc  propofée  l’équation  £ = N p-\-  nqy 
de  maniéré  que  d%  = p d x -+-  qdy  , on  peut 
conlîdérer  tout  de  fuite  l’équation  M ( ndx  — 
I N dy)  — dT,  qui  doit  faire  trouver  le  multi- 
plicateur M & l’intégrale  T,  & cette  opération 
ne  dépend  pas  de  la  valeur  jparticuliere  V de 
Ayant  trouvé  T,  fi  on  connoit  la  valeur  particu- 
culiere  de  V , de  quelle  maniéré  que  ce  loit  , la 
folution  générale  fera  £ = V.  f (T).  Mais  on 
doit  bien  remarquer  que  cette  folution  fuppofe 
que  la  condition  prefcrite  eft  de  cette  forme 
£ = N p nq. 


( * ) En  différenciant  y = V u , on  fait  feulement  va- 
rier x , lorfqu’ii  s’agit  de  la  valeur  de  p ; mais  on  ne  fait 
varier  que  y lorfqu’il  eft  queftion  de  la  valeur  de  q. 
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Suppofons  que  d%  étant  = pdx  qdyy 
l’on  ait  £ = p y -H  qx  , c’eft-à-dire  , que  l’on 
ait  N = x°y  —y  ôc  n = x.  L’équation  i=y 
. -+-  x donne  une  folution  particulière  , &c  l’on 
a l’équation  M (xdx  — ydy ) — d T,  dans 
laquelle  le  multiplicateur  M eft  confiant.  Ainft 
en  le  fuppofant  = i,  on  aura  T =/(  * * — yy)\ 
&c  l’on  aura  % = (x  ■+■  y).  f(xx  — y y)  , 
équation  qui  contient  la  folutiongénérale  que  nous 
avons  annoncée  dans  l’avant-dernier  problème. 

De  la  re folution  des  équations  du  premier  degré 
a trois  variables  , étant  donnée  une  certaine 
relation  entre  leurs  différentielles  (*). 


2 44»  Problème.  Suppofant  que  u ejl  une  fonc- 
tion des  trois  variables  x 3 y 3 % telle  que  d u 
étant  = pdx  -4-  q dy  — f-  r d £ ( A ) , l’on 
ait  a p b q cr  = o ( B ) j déterminer  u. 
Subftituant  dans  l’équation  A la  valeur  de  r prife 
de  l’équation  B,  on  trouvera  aifément  cdu  — 
p ( c dx  — H-  q ( c d y — é rf  £ ) = p dt 

H-  q d T , en  faifant  e x — a $ ==  t y Sc  c y — 
b%—T.  Donc  u eft  une  fonélion  des  variables 


r & T,  c’eft-à-dire,  u = / (t  & T)  =sf(cx- 
cy  — éç).  Ce  qui  donne  la  folution  du 
blême , lorfqu’on  demande  que  a •+■  b ^ 


c 


(£)  - 


dy  } 


i 


t 


(*)  Sous  le  nom  d’équations  différentielles  nous  com- 
prenons toutes  les  équations  dans  lcfquellcs  il  entre  des 
différentielles  , foit  que  tous  les  termes  fe  trouvent  d'un 
feul  côté  du  ligne  = ou  non. 
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145.  Problème,  u étant  une  fonction  de  x , y & 
£ j telle  que  du  — p d x q dy  -+-  r d\  (A), 
déterminer  u lorfque  a p x b qy  -+-  c r\  = n u (B). 
Si  l’on  fubftitue  dans  l’équation  A la  valeur  de  r 
prife  de  l’équation  ( B ) , on  trouvera  facilement 

a xd\ 


nu  cf  / 

l’équation  du — — = p { 

C-v 


dx 

c du  • n d q 


c? 
PX 


) 


*dl\ 

, . sy.  1 

T ) 

1 + « 1 

K y ? / 

^ , d’où 


1 OU  peut  concmic  ^|UC  l nuv^irtiv,  UU 
membre  cL.u  — n L.  ^ eft  e 
quelconque  des  quantités  c L.x  — flLq,  cL.y  — 
bh.%,  ou  en  paflantdes  logarithmes  aux  nombres, 

que  p — / (p  & -p)  i a ~ b = c — 1 , 

on  aura  u = ^ ( p & y)* 

246.  PROBLEME.  Ai  = pdx  -+-  qdy  *4* 
rdi(A)  & que  p x-\-qy-\-  r ifoit —nu-^rt  (B), 
r étant  une  jonction  donnée  de  x , y , £ , detei mi- 
ner u.  En  fubftituant  dans  l’équation  A la  valeur 
de  r prife  de  l’équation  B , on  trouvera  aifément 

i, -4- 

q ^ dy  — yJjL  Donc  en  multipliant  par  p , 

, u tdi  . p , x , q 
©n  aura  d. 


tdX 

r ” + 1 


—5—.  d.- 


l"  çnT*  in~l  ? în~l 

— . Suppofons  maintenant  .v  = T = R 
1 * afin 
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afin  que  t devienne  une  fonction  de  trois  varia- 


bles  T,  R , & intégrant  la  formule  en 

regardant  T & R comme  conftans  , fuppofons 
ceete  intégrale  = V , il  eft  vxfible  qu’on  aura 

p=  * 7).  . 


*"•/(  f&f> 

Le  principe  de  la  folution  du  problème  eft 
fondé  fur  ce  théorème  : fi  dV  — rd  fi  -f-  p d x' 
4-  qdÿ , r dcjïgnant  une  fonction  donnée  , p & 
q des  fonctions  indéfinies  „ l’on  doit  avoir  V =3 
S.rdf  4 -/(*' &ÿ).  Mais  il  ne  fuffic  pas  de 
remarquer  que  dans  l’intégration  de  la  formule 
rdf  , on  doit  regarder  f feule  comme  variable; 
il  faut  encore  avoir  attention  de  traiter  .v'  & y' 
comme  conftans.  De  maniéré  que  fi  r eft  une 
fonélion  de  *,  y Zc  * , d’où  Ton  air  formé  x\ÿ,r\ 
il  faudra  i°.  introduire  ÿ , f,  & chafler 
y p \ ■>  afin  que  r devienne  une  fonction  de 
y , fi\  i°.  on  doit  prendre  l’intégrale  S.  rdfi 
en  regardant  f feule  comme  Variable,  & x"  & y 
comme  conftans.  Dans  le  cas  du  problème  , on 

doit  intégrer  — ~ en  regardant  ^ fexile  comme 

«■  » 


variable,  & traiter  les  quantités 


y 

~ comme 


* 

confiantes  ; de  forte  qu’en  fai  faut  P=  — & O — 

î V î * 

afin  que  r devienne  une  fonction  deç,  P & Q,  on 
doit  traiter  P & Q comme  conftans. 


247-  Problème.  Déterminer  la  fonction u lorf- 
Tome  V.  . p J 
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que  d u = p d x -4-  q d y -j-  r d\  ( A ) > & p m 
r n = o fB),/7z  étant  une  fonction 
de  x , M une  fonction  de  y } & r une  fonction  de 
Ayant  fubfutué  dans  l’équation  A , la  valeur  de 

r prife  de  l’cquation  B , on  aura  du—  p (^d  a*  J-— 


=£)  -*-»( 

M dr  ' 
. . 

^ , ou  d « = 

pm\ ir — t) 

n 

i 

Suppo- 

fons  t = S.  — 

m 

S.iL,&T  = 

n 

0 d y 
' M 

-S.^, 

n 

pour  avoir  d u = pm  dt  -4-  q M d T } il  eft  aife 
de  voir  que  u fera  une  fondhon  des  deux  varia- 
bles t St  T } donc  u — f(t  & T). 


148.  Problème.  Ayant  fuppofé  du  ===  p d x 
_p-  q d y -4-  rd^j  & p q r = i , déterminer  u.  On 

1 , 

aura  r — — , Sc  du  — p d x H-  qdy  -h  — ; 
» P q P 9 

donc  u —p  x ■+•  qy  -4-  — S.  Çxdp  ydq 


, ^ ~~  — * Y Puifque  cette  formule  intégrale 

.PP  9 P 99  ’ 

11e  renferme  que  deux  différentielles  dq  j dp , il 
eft  vifîble  qu’elle  doit  être  une  fonétion  de  p & 
de  q.  Snppofon#  cette  intégrale  = t , nous  aurons 

u—px-irqy-\-~  — t,&dt=  (x  — J—^dp 
/ ?\  , * f dt  \ Z 

_l_  ( y — ) dq  ; donc  i ~r ' ) — x » 

^ \y  pqq  ; \ dp  ) ppq 

( d_L \ — y — , équations  qui  feront  con- 

\ dq  J pqq 

noitre  p & q , 6c  ces  valeurs  étant  fubftituées  dans 
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celle  de  u , 011  aura  u exprimée  en  x . y de 
Si  t eft  une  confiance  — a , on  aura  d t s=  o , 


x 


~ T7T—  °»  onppq 


= On  a 


PP9 


x 

t 


aura  auffi  p qq 
3 


?_ 

y 


î=V/«’&“  = 


149.  Problème.  dn  étant  fuppofée  — pdx 


qdy  -+-  = 


*y? 


■j  on  demande  la  va- 


leur de  u.  SuppofonS  p = , q = , r s=s 

par  — — — . Donc 
' *yt 

Qudy  R^f  du 


nous  aurons 


R a 
? 

P Q R = 1 y d u = 


PQRuî 

xyi 
P udx 


Pdx  Qdy  R d7  c , 

*=s 1 -1 A Suppolant  maintenant 

* y ? , ' 

L .u  — V , L.  x — x' , L.  y = y , L.  r = f , 

on  aura  d V = P dx'  -H-  Q dy  -+-  R , équa- 
tion clans  laquelle  PQR  = 1 , & qui.  contient 
la  queftion  que  nous  avons  traitée  dans  le  pro- 
blème précédent.  . 


Recherche  des  fonctions  de  deux  variables  par  la  rela- 
tion des  formules  différentielles  du  fécond  degré. 

150.  Avant  de  pafler  plus  loin  , nous  obferverons 

que  comme  ( j marque  la  différentielle  de  3% 

prife  en  faifant  varier  x & divifée  par  dxt  de 

F î 
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même  ( ) indique  la  différentielle  de  ( ^ ) 

prife  en  faifant  varier  * 6c  divifée  par  d x.  En 
général  ^ - — -J  ^ marque  la  différentielle  de  l’or- 
dre m de  la  fondion  £ différenciée  un  nombre 
de  fois  en  faifant  varier  chaque  fois  a:  8c  divi- 

hm  par  d x.  L'expreffion  ( ) 

indique  qu’on  a pris  d’abord  la  différentielle 
de  £ , en  faifant  varier  * & divifant  par  dx, 
6c  qu’on  a pris  enfuite  la  différentielle  du 
réfultat  en  faifant  varier  y , 6c  divifant  par  dy , 
ou  réciproquement.  Il  eft  facile  de  comprendre 

/ d d / d * ç \ 

ce  que  fignifient  les  expreffions  , \^p)  » 

6cc. 

Comme  une  fonction  i de  deux  variables  x 6c y 

a. deux  formules  différentielles  , (jjj)  du 

premier  degré  , la  meme  fondion  a trois  diffe- 

, / dd{  \ ( d d^\ 

rentielles  du  fécond  degre  , ^ J , ^ J , 

( — 'N  ou  (——7 — ^ ; car  ces  deux  dernieres 

V dxdy  J V dydx  / 

formules  font  égales. 

La  même  fondion  % a quatre  formules  diffé- 
rentielles du  troifieme  degré  , favoir  , » 

( d ^ ^ , (—[■)  elle  en  a cinq 

KlT^dy)  \dxdyxJ*  \dy*)  , 4 

du  quatrième  degré  , fix  du  cinquième  degré.  Sec. 
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2 5 1 • Pjr.obi.eme.  Suppofant  que  £ doive  être 
une  fonction  de  x & de  y j telle  que  = r t 

étant  une  fonction  donnée  de  x & de  y ^ déterminer 
Confidérant  y comme  confiant , on  a d ^ ~ ^ 

= dx  — td  x , par  la  nature  du  pro- 
blème j donc  = Stdx  4-  C.  Mais  il  eft 

vifible  que  C peut  exprimer  une  fonétion  quel- 
conque /(y)  de  y ; donc  ^ = S ,td%  4- 

/(y).  En  confidérant  encore  y comme  confiant, 
nous  aurons  d^  = dxS.tdx-\-dx  f (y  ) , où 
S.tdx  doit  être  prife  en  regardant  y comme 
confiant.  Si  l’on  intègre  dans  la  même  fuppoli- 
tion  , & qu’on  défigne  par  F (y)  une  nouvelle 
fondion  de  y qu’on  doit  ajouter  , on  aura  \ — 
S dx  S.  t dx  -H  x f {y  ) -+-  F (y  ) , ce  qui  donne 

l’intégrale  complette  de  l’équation  — *» 

parce’ que  cette  intégrale  contient  deux  fondions 
arbitraires  de  y. 

Si  l’on  demandoit  que  fur=  ° > on  aur°ic 

dl  — d*f(y)>  & t = xf{y)  4-  F {y)  , ou 
en  changeant  / en  F , ce  qui  eft  très  - permis  , 
X — -vF(y)  4-  /(y)  = /(y)  4- * F (y  ). 

F J 
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On  auroit  pu  conclure  la  même  chofe  par  la 
formule  précédente  , en  fnppofant  t = o. 

Si  on  différencie  la  formule  * = S.dx  S.tdx 
-4-  x f ( y ) -4—  F (y)  3 en  regardant  y comme 

confiant,  on  aura  d’abord  = S.tdx -+- 

fiy  ) 3 & enfuite  = t. 

Il  eft  aifé  de  voir  que  fi  l’on  doit  avoir 

= T,  T étant  une  fonction  de  x & de^  , l’in- 
tcgrale  complette  fera  £ = Sc^ySTüfjy  -4- 
y f(x)  H-  F (at)  , ou  dans  la  double  intégrale 
S.  d y S.  T dy  , x eft  confidéré  comme  confiant. 

A l’cgard  des  fonctions  ajoutées  , on  les  dé- 
termine dans  les  cas  particuliers  par  la  nature 

du  problème.  Si  t = — , on  aura  S.  tdx  = 

xxy  * r j c , x,y  x*y  a-  r 
j &c  S.  d x S.  t d x = — — = . Ainfi 

i a j . t.a  6 a 

(d  ? \ xxy 

d~x)  =‘  T7 

-+-fiy).  Donc  en  fuppofant  x — a,  on  pourra 

égaler  ( ^ à une  certaine  fonction  , par 

exemple  , à l’ordonnée  d’une  courbe  dont 
l’abfcifle  feroit  =s=  y , ce  qui  fera  connoîrre 
/(/)>  & ayant  fait  la  fécondé  intégration,  on 

aura  £ = ■ — -4-  x f (y)  -4-  F (y) , valeur 

qu’on  peut , dans  la  meme  fuppofition  de  ,v  — a. 
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égaler  à une  fonélion  de  y , ce  qui  fera  con- 
noître  F ( y ) dans  ce  cas  particulier. 

a 5 z.  P;<.obleme.  Si  £ doit  être  une  fonction  de 
x & de  y i telle  que  (~f)  = T (fj)  + tA 
T & t étant  des  fonctions  quelconques  de  x & de  y 3 
déterminer  Soit  — u j on  aura 

= (j^-^  = T u -4-  t.  Regardant  maintenant 

.v  feule  comme  variable  , il  vient,  d u = 
T udx  — }—  tdx,  équation,  qui  en  multipliant 

par  e ST<^*  (e  étant  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  = 1 ),  tranfpofanr  8c  inté- 

, —ST  dx  —ST  dx 

grant  , donne  e u = b e t a x 

•+■  / (j)-  Donc  u ~ \ J — e x 

S.  e t d x -\~e  ^ X f [y).  Maintenant  en 

regardant  x feul  comme  variable  , on  a d % =s 


^(ï7)>&r  = s- 


STdx  . c — STdx 
e dx  b.  e 


tdx  -\-f(y).  S.  e d x -4-  F (j)  , équa- 

tion qui  donne  l’intégrale  complette  de  la  pro- 
pofée. 

O11  doit  chercher  i°.  l’intégrale  .S.  T d x que 
nous  ferons  = L. m , pour  avoir  e — m (*). 


( * ) Soit  STdx  = p = L.  m , donc  pL.  e = L .m, 

r j » STdx 

parce  que  L.  e = I ; donc  e r = e =m. 

F 4 
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On  doit  enl’uite  chercher  S.e  X dx  = S.  mdxy 
que  nous  ferons  = M,  refte  l’intégiale  S.rhdx* 

S.  - --  = S.  d M S.  — - qui  devient  = 

m m 1 

/r  r>  t d X"  « M t à.  X'  . . »•»/* 

M o , de  maniéré  qu  il  tau* 

mm  ^ 

encore  intégrer  ces  deux  formules. 

Corollaire.  Si  on  fuppofoit  que  eft 

t=s  T H-  f»  T 8c  t étant  des  fondions 

données  de  x Sc  de  y>  on  auroit  £ = S.e  ^ 
dye  STdy  t(iy  _j_  y(ar)  s.e  STdy  jy 

Pour  faire  l’application  du  problème  à un 
exemple , fuppofons  qu’on  demande  la  fondion 

* de  * & de  y,  lorfque  ) = x •+* 

Suppofant«=  (—^ 'j,  &confidéranty  comme 

n u d x ad x - 

confiant , on  a du  = — H , ou  en  trani- 

* x y 

r n _ du  nu  d x a 

pofant  & divifant  par  * ",  — — --  + T = “* 

X **  J 

dx  u a dx  — a 

—TT?  : donc  — — = — • S.  — = » — H 

x»  + i i x„  y xn  + t nyxn 

f(y),  ou  « = (£•) 

Confidérant  encore  y comme  confiant  , il  vient 
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dl== 


* ny 


- a d x 

nJ> 

•a  x 


f {y)  dx  > d’où  l’on  tire 

n + tf(y)  -+-  F(j). 


n -+-  1 


-•  X 


Si  on  fuppofe  a =0  , 011  aura  £=  f{y)  X 
x n + 1 -+•  F {y  ). 

a j j.  Problème.  £ étant  une  fonction  de  x & 
de  y.  tdk  que  (iü)  =T(^)  + IjT&t 

étant  des  fonctions  données  de  x 3 y & \ 3 déter- 
miner la  fonction  Ayant  fuppofe  y conftant , 
on  a d d%  ==  T d x d%  -f-  t d x 1 , équation  du 
fécond  degre  qui  eft  cenfce  ne  renfermer  que 
deux  variables  x Sc  parce  que  nous  regardons 
y comme  conftant.  On  effayera  donc  d’intégrer 
cette  équation  par  les  méthodes  précédentes  j & 
fi  l’intégration  a lieu,  au  lieu  des  deux  confian- 
tes arbitraires  qu’on  devroit  ajouter  j on  écrira 
f(y)  & F (y),  & l on  aura  l’intégrale  complette 
de  la  propofée. 

1 54*  Problème.  S uppofant  que foit  une  fonc- 
tion de  x & de  y j telle  que  X étant  une  fonction 

donnée  de  x & y ô l’on  ait  (■■  -■  d 7 ^ = T , dé- 

\ d x d v / J 


terminer  Soit 


d x d y 
^ =")  on  aura 


d d % 
dj  d x 


G7)  ^ T 5 & en  fuppofant  a:  conftant  , il 
viendra  du  ~T  dy  > & u ~ = S.  T dy 
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/'  ( x ).  Confidérons  maintenant  y comme 
confiant  , nous  aurons  d^—dxS.T  dy  — f- 
d x f ( x ) , & £ = S.  dx  S.  T dy  4-  /(  x ) 4- 
F (y  ).  Les  fondions  /(  x) , F (j)  , marquent 
que  l’intégrale  eft  complette. 

Corollaire  I.  Si  on  eût  renverfé  l’ordre  en  fup- 
pofantd’abordj'&enfuitex  confiant  & =«j 

= S.  T dx 


on  auroit  trouve 


É(&) 


dy> 

f 00, 

& ^ = S.  dy  S.  T dx  f(y  ) -4-F(x),  équa- 
tion qui  facisfait  aufli  au  problème. 

Corollaire  II.  De  - là  il  fuit  que 
S.  dy  S.  T d x , = S.  dx  S.  T dy , ou  du  moins  que 
la  différence  de  ces  quantités  ell  exprimée  par  un 
alfemblage  d’une  fondion  de  x & d’une  fondion  de 
y.  Si  l’on  fuppofe  que  S.  dx  S.T  dy  foit=  S.  dy. 
S.  T dx  = V , on  trouvera  pour  l’une  & l’autre 

formule  T — f • f * V ■ \ 

\ d x dy  / 

Corollaire  III.  Si  T = o , on  aura 
!==/(*)  + F {y)  •*  on  aura  aufli  * — f{y) 
4-  f ( a*  }. 

Pour  faire  l’application  de  ce  problème  , 

foit  (7 édj)  = T = V ( «a— y y);  donc 

S.  T d x = = x \/  (a  a — y y ) où  nous  com- 
mençons par  la  fuppolîtion  de  x variable  j donc 

S.  dy  S.  T d x = x S.  dy  ( a a — y y ) 5=  — * 


dy 


xy  y{aa—yy)-1r 


"x 


I 
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donc  l’intégrale  complette  fera  £=  ~ • V(a  a — -y  y ) 

•4-  r aa  x A-  lin.  F (y)  (*). 

255.  Problbme.  Suppofant  que  ç ejl  une  fonc- 
tion de  x & de  y telle  que  l'on  ait  ^ 

— T 1 3 T & t étant  des  fonctions  de  x & de 

y j déterminer  Soit  (^-  ^ = u , fi  dans  cette  équa- 
tion , on  fuppofe x confiant , on  aura  du  = T udy 
•4 ~t  dy  ; donc  en  tranfpofant  de  multipliant  par 

— STdy  —ST  dy  —ST  dy  , 

e ,onaura  e J du  — Tac  7 dy 


/. — ^T  dy  — STdy 

e t dy.  Donc  e J u 


S. 


ST  dy 


1 d y -t-/'  ( x ) ; donc  u = ^ ^ ^ 


STdyc  —ST  dy  , 
e S.  e tdy 


, STdy 

* / (*)• 


Regardant  maintenant  y comme  confiant,  mul- 
tipliant par  d x de  intégrant  , il  vient  ç — . 


( * ) A défigne  un  angle  , ou  fi  l’on  veut  un  arc  de  cer- 
cle donc  le  rayon  = 1 , le  finus  = , & par  conféqucnt 

U co-fi.ur  - \/  ( ' - yy)-  or 

1 on  a toujours  le  co-finus  eft  au  rayon  comme  la  différentielle 


du  finus  eft  à celle  de  l'arc , qui  fera  ici  i 
Tome  ïr. 

4 


• dy 
- 

V (a  a—  yy) 
* 
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ST  dy,  c —ST  dy  , ç ST  dy 
S.e  a x.  S.  e J t d y ■+■  S.  e a x.f  (x) 

h-  F (y)- 

Corollaire.  On  cherchera  d’abord  S.  T dy, 
que  nous  ferons  = L.  m j on  cherchera  enfuite , 
t à.  \ 

S.  que  nous  fuppoferons  ~ M j enfin  on 

TTL 

cheichera  S.  m.  M d x que  nous  ferons  = N : mais 
dans  les  deux  premières  intégrations  on  fuppo- 
fera  x confiant.  Dans  la  troifieme  au  contraire 
on  fuppofera  y confiant  & x variable  ; ce  qui 
étant  fait , on  aura  z = N -f-  S.  m d x f ( x)  — f— 


étant  fait , on  aura  \ = N -f-  S.  m d xf'  ( x ) — f- 
F(_y),  intégrale  complette  cherchée. 

Si  l’on  regarde/'  (x)  comme  l’ordonnée  d’une 
courbe  dont  l’abfcifle  — x,  l’on  pourra  facile- 
ment conflruire  l’intégrale  S .mdxf  (x)  pour  cha- 
que valeur  de  y\  car  on  regarde  , dans  cette  inté- 
grale , y comme  confiant. 

Remarque,  En  changeant  x en  y &ty  en  x , 
l’on  réfoudra  de  même  le  problème , fi  on  de- 

ma„de  que  =T  (ii)  -+-  r , T & e 

étant  toujours  des  fondions  dex  & de  y , & l’on 

aura  f = î>.  c d y.  S.  e c dx 

S.  cSTd‘ dyf  {y)  +F(*). 

2. 5 <^.  Pour  faire  l’application  de  ce  problème  , 
fuppofons  que  £ , étant  une  fonélion  de  x & de 

y >r°" ait  irri j)  =T^)+^riea  fai‘ 

fant  11  Vlent  bp)  =T  + T* 
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Et  en  confidéranr  a*  comme  confiant , oti  a du  - — = 
nudy  kdy  _ r r , . 

■ — ÿ 1 Tranfpolant  le  premier  terme  du 

fécond  membre  de  l’équation,  drvifant  par yn  8c 

• . / -i  • u h c dy  A 

intégrant,  il  vient — -=' — .S.  — 

° y»  A y»  (B  — l)xy»-t 

•4-  /'  ( x)  ; donc  u = — -f- 

j"/'  (x).  Donc,  fuppofant  y confiant,  multi- 
pliant par  dx  2c  intégrant,  £=  — — . L,x4- 

>7(*)  + ï^- 

i J 7.  Problème.  Suppofant  que  -q  efi  une  fonc- 
tion de  y & de  x 3 telle  que  , 

déterminer  \ du  moins  dé  une  maniéré  particulière. 
Soit  1 — eax  m , m étant  une  fondion  de  y 
fans  x ni  Si  l’on  confidere  y comme  conf- 
iant , on  aura  d%  = eax  m.  d L.  ea  * ( voye 3-  dans 
la  première  feclion  comment  on  doit  différencier  les 
quantités  exponentielles  ) = a dx  eax  m ; donc 

(ii )=„<*..& 

\dx / \ dxdy  J 

b X ( par  fuppofition  ) = b e ax  m , en  fubflituant 

la  valeur  de  ? ; donc  a.  = b m , & a — — 

<ty  ' m 


b dy.  Donc  a.  L.  m = b y , L.  m = — - L.  e 

Cl 


m 


= e * , 8c  enfin  £ = 


Ay 


a»  J. 


6 y 
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Mais  en  multipliant  par  une  confiante  A , on 

a x+  ^ y 

aura  auffi  une  équation  £ = A e - a , qui  don- 
nera une  folution  particulière  : cette  folution  efl 
très-étendue  , puilque  A 8c  a font  des  confian- 
tes arbitraires.  De  plus,  plufietirs  valeurs  de 
qui  fatisfonr  en  particulier,  facisferont  aulli  étant 
jointes  enfemble  ; de  forte  qu’on  aura  \ = 

b y l y b y 

. «*+_  b>*+—  _ c*+_£_ 

A e a -4-  B £ b'  — Ce  c -H  &c» 
dans  laquelle  A , B , Sec.  a,  b , b' , c , Sec.  font  des 
confiantes  arbitraires.  Si  l’on  fait  m = a , m n 
= b , l’on  aura  une  valeur  particulière  ç = 
A c + mais  cette  folution  efl  bien  inférieure 
à celles  qui  renferment  deux  fondions  arbitraires 
comme  celle  du  problème  précédent. 

258.  Problème.  £ étant  fuppofée  une  fonction 

de  x & de  y > telle  que  = a a j d/- 

terminer  Soit  t = a’  x — b y 3 r = ex 
H- g y,  ^ fera  une  fonétion  de  t & de  r ; & 
en  regardant  y comme  confiant  , nous  aurons 

dt  = a dx  , 8c  dx  — — *-  ; nous  aurons  encore 

a 

dr  = c d x , ou  dx—^—.  Mais  en  regardant 

de 

y comme  variable  , on  aura  d y = — 8c  dy 

— — . Cela  pofé,  il  efl  vifible  que  fi  l’on  veut 
ë . 

chafler  d x , on  doit  différencier  deux  fois  r , 
en  faifant  fucceflivement  varier  t 8c  r pour  la 
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feule  variable  x , Sc  deux  fois  aufli  fi  l’on  laïc 
varier  y ; de  force  que  l’on  aura  — y = d 


L°n  «“»  “®  G-.)  = 


(ddï\ 

\dtdrj 


c c 


(g)n> 


on  aura  encore 


+ UCX 

f ddX  \ 
\dxdy  ) 


( * ) Si  l’on  avoir  x — t & r=  *-)-  y,  l’on  aurait 
dx  — dt  ; mais  cependant  l’on  n’auroit  pas  ^ J = 

^7^.  La  raifon  en  eft  que  clans  la  formule 

y eft  regardé  comme  confiant  ; au  lieu  que  r — x y , 
eft  fuppofé  confiant  dans  l’autre  formule  , ce  qu’il  eft 
bon  de  remarquer  , afin  de  ne  pas  conclure  de  x = c 

(ir)  = (ïï> 

(**)  Pour  concevoir  cela  très- clairement,  on  doit  faire 
attention  que  fi  r eft  une  fonélion  de  x Si  de  y , on  ne 
peut  avoir  fa  différentielle  qu’en  faifant  varier  fuccellive- 

/ d p \ 

ment  x & y ; de  maniéré  que  d\  — d x ( - — \ dyX 

iï\ 


( 


■j—  j ; mais  fi  x & y font  donnés  en  r & r , on  aura 

é*~dt  (tt)  ’hdr  (77)  ’3cdy  — dt  (77) 

f d y \ 

~\-dr  (77  J.  Donc  en  fubftituant  ces  valeurs,  on  trouvera 
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— (l7^)  -t-  -'-ic)(jTï7)  -*-cS* 

(if-)  ' & £niînl'on  a (t/0  = <<l|f>)  + 


‘■'t— <±)  {£)■*“  mm* 

<“  (tt)  (;y)  + ir  (t;)  (%)■  Mainre- 

nant  fi  l'on  fuppofe  que  l’un  de  deux  r ou  r feulement 

d\  (dx\  (d\\  ( dy\ 

foit  variable , on  aura  — - { — J ^ — ) -h  ( —J  X 

( dJL\  . il.=  dJL  (i±\  -l.  iL  ( - ' 

\ dy  ) * dr  dr  \dx  ) dr  \dy  )’ 


Puifque  \ étant  une  fonélion  de  x &'  de  y,  t Si  r étant 
/«ulfi  des  fondions  de  x & de  y,  on  peur  (uppofer  ^ — ç, 
de  maniéré  que  dans  le  premier  membre  de  cette  équation 
£ foit  une  fonélion  de  x & de  y , & que  dans  le  lecond 
membre  ^ foit  une  fonction  de  r & de  r.  Donc  en  diffé* 
tendant  en  faifant  varier  fucceflîvement*  Si  y dans  le  premier 


membre , t Si  r dans  le  fécond , on  aura 
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/ ddr  \ / a riz  \ , , 

S \~iT7)  ~^g§  tlonc  notre  ccîua' 


dd\ 


Si  l’on  veut  favoir  quelle  des  quantités  x ou  y l’on  a regardé 
comme  variable  dans  les  termes  du  fécond  membre  de  ces 
équations, affrétés  de  dd\  , on  n'a  qu'à  faire  attention  au 
coefficient  de  ces  termes  : ainfi  dans  le  dernier  terme  de  la  der- 


nière équation  le  coefficient 


fait  connoître  qu’on  a 


différencié  ^ deux  fois,  en  faifant  varier  r,  & regardant* 
comme  confiant  dans  la  fonélion  r.  Le  coefficient  dé  l'avanc- 
dernier  terme  de  la  même  équation  indique  qu'on  a différen- 
cié ^ , en  faifant  varier  fucceffiven.ent  f & r,  ou  r&f,  & 
regardant  y comme  variable  & * comme  confiant.  Le  der- 
nier terme  de  l’avant-derniere  équation  indique  qu’on  a 
différencié  ç deux  fois  , en  faifant  varier  r , & regardant 
dansr  , y comme  confiant  & x comme  variait  e , & eufuite 
x comme  confiant  & y comme  variable  , ou  réciproquement. 

Si  l’on  fuppofe  i—ax  -f - by  , Si  r = ex  -+-  g y , on 


aura 


g;  donc  il  viendra 
Tome  V. 


dy, 

à±\ 

d x) 


G * 
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( b g — a'c.  a a)  ■+•  { g g — c c.  a a)  X 

— = o.  Suppofons  a — c = i , b = a Sc 

g = — a ; alors  la  première  & la  derniere  for- 
mule s’évanouiront  , ce  qui  arrivera  en  faifanc 
t = ',v  4-  ay  & r «=  a:  — a y , & l’on  aura 

- 1 < 1 “0 ( -7777- ) =°  ■ 

d’où,  par  ce  qu’on  a dit  ci-delïus  (254),  on 
tire  1 = f ( t ) H-  F (?  ) , ou  en  fubftituant  les 
valeurs  der&der,^==/(A:-+-iz>J')-l-F  (x  — ay) , 

formule  qui  fatisfait  -,  car  =/'  ( x ay  ) 

+ F ' {x  — ay);  (^-)  = a f .(*+  ay)  — 

^ J "t"  o »'  & P0Ur  ^CS  f°rmules  fccon<l 


f àdf  ' 

\ ( ddl  N 

1 4.lae  ( àdî  } 

\dx*  y 

' a a \ d t * Z 

) -+-lae  \ dtdr  ) 

+ w ( Ï7Ï-)*  En  sénéral  on  aura  ( 


/d»  + -r\  / dB  + ” \ f d Z_J\ 

A U/ir+  " J +B  \dtm  + B-ldr>~*'  \dtm+"-ldr‘*) 

4-  &c.  & les  coefficients  A , B , C , &c.  feront  les  mêmes  que- 
ceux  qui  viennent  de  l'évolution  de  la  forme (û-\-cp)m  (64* 
g p)n, en  difpofant  les  termes  félon  les  puilTances  de  p , & fai- 
sant attention  que  le  premier  terme  contient  p°  = 1 j fi  dy 
ne  fc  trouve  pas  dans  la  formule , on  aura  n = o. 
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aï'(x  — ay);  — /"  ( x -+-  ay)  -+- 

F" ( * — *y  ) ; ( —■)•  ~aaf"  (*  + tf^)  + 

(*). 

On  peut  prendre  pour  les  fondions  de  x-\-ay 
& x — -ay,  donc  la  fomme  doit  donner  la  valeur 
de  £ des  fondions  même  difconnnues.  Si  dans 
deu»  courbes  quelconques  , tracées  même  par  un 
mouvement  irrégulier  de  la  main,  on  prend  fur 
line  abfcifle  x -+-  ay  &c  x — ay  fur  l’autre  ab- 
fcifle,  la  fomme  des  ordonnées  correfponda lires 
donnera  toujours  une  foudion  de  £ qui  réfoudra 
. le  problème  (**). 

La  folution  du  problème  des  cordes  vibran- 
tes ayant  conduit  à l’équation  que  nous  ve- 


( * ) On  doit  faire  attention  que  fi  V eft  une  -fonc- 

dV\ 


lion  de  x , exprimée  par  / (.v)  , l’on  aura 

dddV 

’ d 4 V' 


(9 

/d+V\ 

\ d — 4 ) —flv  ( x)  , &c*  H eft  maintenant  aifé  de  com- 
prendre la  fignification  de  f' F',  F". 

( **  ) On  peut  auffi  s’y  prendre  de  cette  maniéré.  Soit 


/ddr  \ / dd  T \ . / dd\  \ 

\tp ) = * \-iyiv) * ma,s parcc quc  \-777y) 
= » (t£) • r»  * • (t^t) •“  (t^)  = 


I 


— — ■—  ■'  ■'  ■ - ■■  ■■  f— 1 ■■  ■-■■'■'■■I  II 
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nous  de  réfoudre  , le  célèbre  M.  d’Alembert, 
qui  le  premier  a entrepris  avec  fuccès  la  folution 
de  ce  problème  , parvint  par  une  méthode  fin- 
guliere , à l’intégration  de  cette  équation. 


Remarque.  Si  l’on  avoit  l’équation 
•+-  a a ” ° > dans  ce  cas  a a auroit  le 


figne  — Sc  les  coefficients  b b — - a à . a a , g*g  — - 
cc.  a a deviendroient  bb-\-aa,  g g~\-aa,  en 
fuppofant , comme  on  l’a  fait , que  a — c = i , 
& en  fuppofant  £ — a y/  — i,  & g=. — a y/  — i , 
la  première  & la  troifieme  formule  difparoî- 
tront  ; & alors  £ = / ( x -f-  a y y/  — i ) -f- 
F ( x — ■ a y y/  — i ).  Mais  toutes  les  fois  que  les 
fondions  f 5c  F font  continues  de  quelque  nature 
quelles  foient , leurs  valeurs  peuvent  fe  réduire 
à cette  forme  Q + P y'  — i. 

Le  célèbre  M.  Culer , dans  fon  troifieme  vo- 


lume du  Calcul  intégral , fait  £ = /(  x -f-  ay  x 


, da  ? . d d % \ 

n n VT 71  J ~aa  \ TiF ) ’ en  fuPPofant  n=  ± a- 

Mais  alors  ( =±-  (tï)  i « J!  = (jJ)  * 

(d  x ’^r  a dy)  , équation  qui  ne  peut  être  intégrable  qu’au- 
tant  que  ç eft  une  fonction  de  x + ay  ; donc  £ — 

f { x ay  ) Si  f <=  F ( *■  — ay)  : mais  chacune  de  ces 
valeurs  fatisfaifant , leur  alTemblage  doit  aulli  fatisfaire  ; 
donc  on  aura  aufli  f =/(*  -+-  ay)  -f-  F (x — ay).  Sup- 
pofons  que  m étant  un  nombre  quelconque  ,/&  F défignenc 
la  puiflance  m , on  aura  f=(x-*-ay)m-\~{x  — aj)m* 
quantité  réelle  , lors  même  que  a eft  imaginaire. 
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V— 0 +“-/(*  - V — 1 ) + ~ 'y/ï~~x* 

*{x->ray  ^ — i)—  -.ï{x—ay  \/— i), 

formule,  qui  en  faifant  x=m  cofp , a y — m fin.p,  ou 
( x + a y \/  — i ) " = m " ( cof  np  Hh  y'  — i . 
fin.  np)  , fe  réduira  facilement  à une  quantité 
réelle  toutes  les  fois  que  / & F feront  des  fonc- 
tions continues.  Mais  qui  poutroit  dans  des 
courbes  quelconques , décrites  par  un  mouvement 
libre  de  la  main  , concevoir  la  fomme  ou  la 
différence  des  ordonnées  correfpondantes  aux  ab- 
fciffes  x -\-ay  ^ — i ,8c  x — ay\S  — i ? C’eft  là 
un  défaut  du  calcul  qui  n’eft  pas  petit , 8c  qu’on 
ne  peut  fuppléer  par  aucun  moyen  connu. 

Corollaire.  Si  a — i , c’eft-à-dire  , fi  ( ^ 

= (££)  ’ °n aura  ^/(x+y^ix-y). 


2/9.  PROBLÈME.  Trouver  l'intégrale  commette  de  tiqua- 
ddç 


+ (^)  - 


) + »(«+y)  (77) 

h n 1 — o.  Je  fuppofe  ? =s 


A (*  + V)  */(*)-+-  B ( x+y  ) t + ' f (x)  - f- 

c ( *4-  y ) p + V"  ( * ) ■+■  D-  (*  -f-y ) f + 5 /'"(*)  &c. 


prenant  les  valeurs  de  1 


que  donne  cette  équation  , & les  fubftituant  dans  la 
propofée  , je  trouve  [n  A-\~imp  A-{-p.(p  — 1 ) A ] X 
( * ■+■  y ) f/(.r)  + [sB+"!A+2n(;  + i)  B 
4-  ( P -H  1 ) f B-f  ?A]  ( * -f-  y ) * + ’ /'  ( * ) -H 
(#c  + 2.  /7*.  ( ,p  — t—  2.  ) c -f-  ( p t ) B — t- 

G 3 
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(/>-|-2)(,P*+-l)c]  ( * -f-  V ) f + 1 /"  ( £ ) -f-  &C. 
= o,  équation  qui  ne  peut  avoir  lieu  pour  tontes  les 
valeurs  de*  , y & / ( * ),  qu’autant  que  les  coefficients 
conilans  font  chacun  — o.  Donc  on  aura  n -f-  2 mp 

-f-  p p — p = O > ( n l m p -h  1 m p p -+-/>)  B 

4-  (m  + p;  A = o;(n  + iwf,+  4m+;?  + 3? 

-f-  2 ) C •+■  ( m -f-  p -h  I ) B = O ; (n  + im/»  -f 
6 m p p ■+-  $ p ■+•  6)  D -+-  i ) c = 0 ; 

tkc.  fi  l'on  prend  la  valeur  de  n dans  la  première  de 
ces  équations  , pour  la  fubllituer  dans  les  autres  , qu'on 
fubilitue  dans  la  troifieme  la  valeur  de  B , prife  dans 
la  fécondé  ; qu'on  fubftitue  dans  la  quatrième  la  valeur 
de  c prife  dans  la  troifieme  } &c.  l'on  aura  B = 

( m-\-  p ).A  . ( m -f -p  -+- 1 ).  B _ ^ 

1 ( m-hp)  ’ Z ( 1 m -f-  lp  -+-  I ) ’ 

( m + p-+-  2 ) C.  ('K-f-p+j).  D 


j-(z«-f-zp-4-4)  6(z«+zp-fî) 

~&tc.  Il  n'eft  pas  difficile  de  continuer  , la  loi  de  la 
progreflîon  étant  manifelle  ; mais  l’équation  n -j-  z m p 


•\-p  p — p — o,  donne  p ■■ 


\/(7 


— s+  , & l’on  peut  prendre  pour  p quelle 

de  deux  valeurs  on  voudra  : mais  la  férié  fera  inter- 
rompue, &.  finira  au  terme  qui  précède  celui  dans  lequel 
m -+-  p +-  u eft  = o , u défignant  un  nombre  entier  po- 
luif.  Or  cela  doit  avoir  lieu  toutes  les  fois  que 


« ± V 7 


o.  Mais  cela 


ne  peut  arriver , à moins  que  la  quantité  fous  le  ligne 
ne  foit.  un  quarré  parfait. 

Si  l’on  avoit  fuppofé  £ = A f F (y)  •+■ 

B (*  + ) F'  (y)  &c.  on  auroit  trouvé  une  fem- 
blable  lerie  pour  les  valeurs  de  B,  C,  D,  & c. 
$c  joignant  enfemble  ces  deux  valeurs,  l’on  aura  aufli 
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ï = A (x+v)  * [/C  ^)-+-F  (y  >3H-B  C + 

[/'  (*)  + F(y)]  4-  c + 1 cr  (-*) 

H- F"  (y)]  -4-  D (*  + y)  f + î 1/  '(*)-+- F"'(y)] 
-4-  £(*-+-  y 1 ' + 4 [flv  (x)  -h  F ;v  (y)]  + &c. 
formule  , qui  a caufe  de  deux  fondions  arbitraires , 
eft  l’intégrale  complette  de  l’équation  propofée. 

Il  eft  aifé  de  comprendre  qu’on  peut  Couvent  obtenir 
l’intégrale  de  maniéré  qu’elle  ne  renferme  qu’un  nombre 
fini  de  termes.  Si  p = — mr- 1 , par  exemple , ou  fi  n = 
1 ) {m  — z)  , l’intégrale  aura  deux  membres  j 
elle  en  aura  trois  fi  eft  = — m — 2 , ou  fi  « = 
(m  + i)  ( m — $ ) > elle  en  aura  quatre  fi  p = — m 
— 3,oufin=»(nj-l-$)  ( m — 4),  &c.  En  général 
£ l’on  fuppofe  p -+~  m — — u,  on  aura  n = (w  + «)X 

1 ( u — 1 ).  B 

(m  — u — 1),&  alors  B-= A j C= — — : : ; 

% z.(z«  — 1) 

T\  ( “ — z ).  C ' . 

D —7 — ; &c.  ou  en  réduifant , =s 

J ( lu  — 2) 

1 a r*—  1 ?•  A « t~\  («  — *)  A 

z.z<z.-i),D==""z.z.z.î(ztt-T)’ 


E = 


■+•  («  — *)(« — 3 ) A 


• ; &c.  donc  A étant 


Z.  Z.  Z.  3.4  (Z«—  l )(»  « — 3)1 
fuppofé  = 1 , & les  valeurs  fucceflives  de  u étant  les 
nombres  naturels  1,2,  3 , &c.  l’on  aura 


A 

B 

c 

D 

E 

F 

» 

0 

0 

0 

0 

z 

1 

0 

0 

• - 

I 

■ 

0 

0 

u s=  z 

1 

IZ 

1 

z 

2 

120 

2.1 

0 

11 

1 

2 

20 

z 

96.7.3 

0 

1 

3 

7.24 

“ — 4 

1 

28 

3 

3-1 

2. T 

1 

4 

96.9.7 

960.9.7 

II 

3 

I 

2 

I 

36 

9.24 

4 

4-3 

3-i 

u — 6 

T 

z 

T 

44 

H. 24 

96.11.9 

96O.II.9 

G4 


i 
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' / à d 7 \ 

Aiiifi  l’intégrale  complette  de  cette  équation  \~JTdy') 

'+  ( Ü.  'J  + ( Ü.  ) + 

x-\-y  \ dx  ) x -h  y \ d y J 

( m + u)  ( 772  — a — t . p 

7 — "T — TT —o  ( A ) fera  j = 

( * + y)  ""““[/(*)  + F (y)]  — — (*-f 

y)  [^(.j+Pwj+jf^L* 

( * ■+■  y ) “ * " “ + 1 [ f"  (*)  + F"  ( y ) ] — 

a (a  — I ) (a  — i) 

— — 7 — — r — 7 r*  (*-+-y)  “ m “ a+îx 

£/'"(*)  4t  F'"  (y)]  &c.  formule  qui  n’aura  qu’un 
nombre  fini  de  termes  toutes  les  fois  qj^  a fera  un 
nombre  entier  pofitif;  mais  quoique  cette  intégrale  ren- 
ferme plufieurs  fonctions  arbitraires  f (x)  , F'  (y), 
&c.  Cependant  ces  fonctions  dépendant  de  / ( x ) & 
de  F ( y ) , & on  peut  dire  qu'elle  n’en  contient  que 
deux. 

Soit  l’cquation  (~7)  (B)  = °* 

l’on  aura  n — ( m u ) (m  — a — x ) = o , & en 
prenant  pour  a des  nombres  entiers  & pofitifs , l’inté- 
gration peut  avoir  lieu  toutes  les  fois  que  l’on  aura 
m = — « & m = a -f-  i j ainfi  l’intégration  réuffira 
toutes  les  fois  que  m fera  un  nombre  entier  pofitif  ou 
négatif.  Suppofons  premièrement  m = — a , nous  aurons 

?—  i.  C/(*)+F(y)]—  — (x-hy)  [/'(*)  + 

F <*> ] + t*  .CKf-i-.V (,+y)  ‘ 

■+•  F"  ( y ) ] &c.  j mais  fi  tb  = a -}~  i , on  trouvera 
(x-hy)  ll‘  + t f = [/(*)+  F (y)  — — * 


iy  Google 


Calcul  inte'gral  ioj 


[/'(*)  4-  F'  (y)  3a&c.  De  maniéré  que  les 
deux  équations  feront  les  mêmes  , avec  cette  diffé- 
rence , que  le  premier  membre  j de  la  fécondé  eft  mul- 
tiplié par  ( x -h y)  1 “ + 

c.  „ . ...  . ( d d f \ m / dr\ 

01  1 on  avoit  1 équation  ( — — : — ) H f — ) 

M \ dtdr  J \dt) 

. rn  f dz\  n.z 

+ 7+7  \Tr)  + (,+r)1  = 0 ( B),  on  l'intègre- 

roit  dans  les  mêmes  cas  que  l’équation  ( A ) ci-deflus  : 
car  il  eft  vifible  que  fi  n eft  — ( m-t-u).  ( m — u — i ) , 
changeant  * en  t te  y en  r,  ces  équations  feront  les 
mêmes. 


I 

(ddï\  1 

fdJ±\ 

i m 

bb 

\d  y 1 / a a 

\dxl) 

a ax 

»? 


a a x x 


o ( C ) , eft  intégrable  dans  les  mêmes’ 
cas  que  la  précédente  j car  en  faifant  t — ax-^-by  te 
r — ax  — 6y,  ce  qui  donne  x = » fubftituanc 

les  valeurs  de  (jjî)  , (j^-)  . (^-)  (*),  U celle 
de  x divifant  par  4,  te  changeant  les  lignes , on  aura 
l'équation  B.  L'équation 


i m 
b b y 


m 


«r 


^ y y y = 0 (D)  fe  réduit  encore 

facilement  à l’équation  B,  eh  faifant  t = <2  x -f-  by  , 
ter  — — ax  + b y — b y — a x , ce  qui  dçnne  y — 
t r / 

aihfi  les  équations  D & C font  intégrables 


(*)  On  les  trouvera  aifément  par  la  deuxieme  note  du 
n°.  i 
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toutes  les  fois  que  n ■=■  ( m -f-  u ) ( m — u — l). 
Corollaire.  Si  on  fuppofe  « = o , on  aura  les  deux 


Kdy  ' 


ààl\ 

(ddl\ 

% m 

dy 1 ) 

Xdx'J 

• x 

V bb 

(d  d z\ 

x m / dl 

J a a 

fer)  + 

y \dy 

<pii  feront  intégrables  dans  une  infinité  de  cas , c’eft- 
à-dire  , toutes  les  fois  que  m fera  un  nombre  entier, 
& par  conséquent  toutes  les  fois  que  i m fera  un 
nombre  pair.  Mais  pour  parvenir  à l’intégrale  complette 


( dd  i\  b b — (àd 

Je  l'équation  {^)  = — **•»-■  <**>• 

toutes  les  fois  que  m eft  un  nombre  entier  politif  ou 

; — T_L_  b y 

négatif,  je  fais  r = T * i m — i — a * 


& r = x a m 


— i H -, — — (ce  qui  donne 

x ( zm  — i)  a \ 

1 -A  . /d  d r \ 

c-{-r  — x z m — i/  ,8c  cette  équation  devient  ) 

+ T^Tr  (77)  + Ï-Cr  (TT)  = ° ■ forme  n°“S 

favons  être  intégrable  toutes  les  fois  que  m eft  un 
nombre  entier  pofitif  ou  négatif. 

— 1 

Soit  fait  P = f(t)  -4- F (r  ) 5 P/  = * tm-i  [f'(0 


(*)  Dans  le  problème  de  la  propagation  du  fon  on 
parvient  à une  telle  équation  qui  mérite  par  conféquent 
d’être  remarquée. 

(**)  Ce  cas  eft  digne  d'attention  , puifqu’il  fe  préfente  dan* 
le  problème  du  mouvement  des  cordes.  C’eft  ce  cas  dont  parle 
M.  Culer  lorfqu’il  dit  : » Promotu  chordarum  in&quali  craf- 
fuit  pnditarum  eft  inventas.  « Cale,  intég.  3œc  Y.  p.  179. 
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+ F'  (y)Ji  P"  = * zm—  I [ f"  C't  ) + F"  ( r j ] j 

— I 

P"  = * 1 m — i [ /'"  (f)  -f-  F'"  (/•)]  j P1»  == 

— 4 

* rm-i  [/iv  (,)  +F*v(r>]j  &c.  Si  « s:  o,  l’in- 
.égrale  de  l’équation  (~f)  - ^ (j^f)  fera  r = 

^(t*+;F)  +f  (t*  — j7)-®«fcit=— i, 

dans  ce  cas  l’on  auroit  t = — * * -f-  ~ & r = 

i 6 a 

T**  f ~.J7»  & l’intégrale  de  l’équation 

~~ÏZX  (dx*)  devîendr°V  î = /(0  ■+■  F (r) 

T x ^ t/’  (r)  ■+*  F' (y)],  dans  laquelle  il  eft 

facile  de  fubllituer  les  valeurs  de  r & de  r.  Si  m=.i , 
l’on  aura  f = x [/(  t ) •+■  F ( r ) ].  Si  m = z}  on 

aî  = *[/(r)+.F(r)a  -“-«T  [/'(r)  + F(r)]. 

r-  r fdil\  hb  ^ /ddï\ 

Sl  ”f.î  > 0“  fi  \I^)  = 77  1 \Ï7?)  * Parcc 


1 by 

5 — 8c  r 


10.  a 

I by 

* H , on  trouvera  j = * [/(t)  -f- 


que  dans  ce  cas  t — — x 
-x  1 -+- 

10.  a 

F (/•)]—  ~ x*  [/'(«)■+•  F'(r)]+  — * 1 \.f"  (t) 

4-  > 

+ F’'  (r)].  Si  w = 4 , on  J{=ï  [/(r  ) + F (r)  ] 
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- -7  * *7  [/'(*)  +F'(r)  + ~ X 7 [/"(t)  + 

F"  ( r )] - * 7 [["'(*)  + F"  ( r ) ].  Si  « « S, 

6.  5.  4 

on>  r - * C^(r)  + F (r)  ] - 7 * ? [/ (t)  + 

F'(r)]+  5“  * * [r(0+F"'C0  3-57~7*lx 

[/"'  (O  + Fw(r)]+  8 -7;—  * * C/IŸ  (O  + 

FIV  ( r ) ].  Il  eft  aile  de  continuer , la  loi  de  ces  intégra- 
les étant  a ttci  évidente.  Si  dans  cette  derniere  intégrale 
on  fubilitue  les  valeurs  de  P,  P',  &c.  dont  on  a parlé 
ci-deffus»,  elle  deviendra  bien  plus  (impie.  Ainfi  toutes 
les  fois  que  m fera  nombre  entier  fini  , pofitif  ou  né- 
gatif, on  pourra  obtenir  l’intégrale  complette  de  l’équa- 


Si  on  fuppofe  a = é & m = 00,  cette  équation  devient 
(^~t)  = x x ( > <l°îlt  on  Peut  couver  une 

infinité  d’intégrales  particulières  contenues  dans  cette 
formule  générale  £ = Ax?«p-r(*)>  car  puifque  cette 

équation  donne  ) = — 

?Aïf“'  c**,  l'on  doit  avoir  \J~ï)  ■=PPA#p«Pj’i=b 

P (P—I)  A x f eT*  = xx  (j^r)  > donc  P ” i 
y/  [ p ( p — j ) ],  Si  l’on  prend  le  ligne  + , l’on  aura 

(*)  ( e étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbo- 
lique — 1 ), 
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\ — Ax  f e>  V [p(p  — 1 ) ]•  Mais  en  prenant  le  ligne 
— y & écrivant  B au  lieu  de  A,  il  vient  ç =» 

WLpKp—  i)  ]•  Mais  chacune  de  ces  deux  valeurs 
fatisfaifant , leur  Comme  fatisfera  aufli  j donc  on  aura 
?=  A x r e y V [ P C P — i ) ] -f-  B * f e ~ s V L P ( P - i ) ]. 
On  peut  donc  dans  une  infinité  de  cas  trouver  l’inté- 
grale particulière  de  l’équation  ( ) — xx 

Recherche  des  fonctions  à deux  variables  3 par 
la  relation  des  différentielles  de  tous  les  ordres. 

2.60.  Problème,  ç étant  une  fonction  de  deux 
variables  on  demande  fa  nature  en  fuppofant  que 
quelque  formule  du  troijieme  ordre  foit  — o.  Les 
formules  différentielles  du  troifieme  ordre  par 

rapport  à la  fonction  % , feront  Ç ^ ^ '4x4'  ) > 

161.  Soit  i°.  ) = o , donc  en  prenant 

y pour  confiant  , multipliant  pat  dx,  on  aura 

( dJÏ  ) = 0 > & (jjr)  —f(y)i  donc  en 
prenant  encore  y pour  confiant,  multipliant  par 
dx  Sx  intégrant  , l’on  aura  ~ = x f (y)  4-, 

F(v).  Prenant  encore  y pour  confiant , multi- 
pliant par  d x Sc  défîgnant  une  fonélion  arbitraire 

par  M,  l’on  a 1 = ~ xx  f[y)  *F  {y)  -f- 
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M (y)\  de  forre  que  l’intégrale  complette  d’une 
formule  différentielle  du  troifieme  ordre  exige 
trois  fonctions  arbitraires. 

z 6z.  Soit  en  fécond  lieu  , Ç-  = o,  en  in- 

d x 1 dy 

tégrant  deux  fois  , en  regardant  y comme  con- 
fiant , on  aura  ( — ) = xf  (y)  4-  F (y  ) ; 

& regardant  maintenant  y feul  comme  variable, 
il  vient  \ ==  x f {y)  4-  F {y  ) 4-  M (x).  f,  F, 
& M dcfignent  des  fonélions  arbitraires  des  quan- 
tités qui  ïuivent  ces  lettres.  A l’égard  des  fonc- 
tions f , F',  la  première  défigne  que  S dy  f (y) 
= f (y) , & la  fécondé  fait  voir  que  S dy  F'  [y  ) 

= FCr). 

i <jz.  En  troifieme  lieu,  fi  ( - — ) = o , 

\ dxdy  1 / 

ce  cas  ne  diffère  du  précédent  qu’en  ce  que  les 
variables  x Sc  y doivent  être  mifes  l’une  à la 
place  de  l’autre , de  forte  que  dans  ce  cas  £ 
yf{x)  4-  F (x)  4-  M (.y). 

2<j 4.  Si  enfin  ^ — o>  ce  cas  rentre  dans 

le  premier  , en  changeant  y en  x , & réciproque- 
ment ; donc  £ = — yyf  ( # ) -4-  y F (x)  -4- 
M (x). 

265.  Problème.  Suppofant  toujours  que  \ ejl 
une  fonction  de  deux  variables  x & y , déterminer 
£ lorfqtle  quelque  formule  différentielle  d’un  degré 
quelconque  ejl  — o.  Ce  qu’on  vient  de  dire 
dans  le  problème  précédent  fait  alfez  voir  , qu’en 
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fuppofant  que  M & N ont  une  lignification 
. analogue  à celle  de/&  F , on  aura  pour  les  for-  . 
mules  du  quatrième  degré  les  intégrales  qui  fui- 
venf. 

■° si  (£ü)  ’"bo>  °n  anra  r =£7/(^1 

■+■  -7-  F (7)  H-*,  M (y)  “+-N (_y  ). 

i°-sKj4î^)=0’oniutlï== 

*4-  * F (_y  ) -f-  M (j ) -h  N (x). 

3°*  Sl  Gr**rfyO  on  aura  ? —xf  h) 

*+-F  Cx  )H~y  M (x)-+-N(jf), 

4°-  Si  ( 7i'4'7  ) ~ 0 » on  aura  ? *=/ f .y) 

4-  ^ F (*)-Ky  M (x)  4-  N (*). 

5°-  Si  (^4  ) = 0 » oh  aura  S — ~ /(*) 

4-X!.  F (*)4-.X  M(*)4-N(*), 

Et  il  eft  aile  de  comprendre  comment  on  peut 
continuer  pour  les  degrés  plus  élevés. 

166.  Remarque.  Si  une  formule  différentielle 
eft  fuppofée  égale  i une  fonttion  V de  deux  va- 
riables * Sc  y , le  calcul  réulfira  de  même.  Il  faut 
cependant  remarquer  que  S Vdx  dénote  une  inté- 
grale obtenue,  en  regardaut  a*  ieul  comme  variable  , 
mais  dans  SV  d y on  regarde  y feul  comme  va- 
riable dans  S d a:.  S V d x , après  qu’on  a intégré 
Tome  V . ' * 
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SVdar,  en  regardant  x féal  comme  variable, 
on  doit  intégrer  Sdx.  SV  d x,  en  regardant  en-  * 
cote  x feul  comme  variable  ; dans  S dy.  S V dx, 
après  avoir  trouvé  S V dx,  en  regardant  x feul 
comme  variable  , on  doit  prendre  S dy.  S V dx, 
eu  regardant  y feul  comme  variable.  Mais  au 
lieu  de  S.  dy  S.  V dx  , on  peut  écrire  SSydxdy 
ou  S 1 V dxdy , c eft-a  dire  , qu  on  peur  d abord 
intégrer  S V dy  pour  intégrer  enfuire  Sdx.S  V dy3 
cela  revient  au  même.  De- là  on  comprend  ce 
que  (lénifient  S S S V dx.dx.  dy , ou  S > V dx1  d y 
& S m + nV  dxmdyn. 

Suppofons  maintenant  qu’on  propofe  un  folide 
géométrique  , dont  on  demande  la  fulidité  par 
une  double  intégration  de  la  formule  S S V d x dy , 
on  cherchera  premièrement  SV  dy  , en  regar-  • 
danr  x comme  confiant  } 5c  après  l’intégration 
il  faut  faire  une  grande  attention  à cette  pre- 
mière intégrale  qu’on  doit  déterminer  de  maniéré 
qu’elle  s’évanomlfe  lorfque  y = o ; Mais  elle 
doit  avoir  lieu  pen  lant  que  y fera  une  certai- 
ne fonction  de  x.  Cette  intégrale  étant  ainfi  dé- 
terminée, on  entrepren  Ira  l’intégration  delà  for- 
mule d xSV  dy,  dans  laquelle  y ne  fe  trouvera 
plus,  à caufe  qu’on  aura  fubftirué  à fa  place  une 
fonction  de  x ; de  forte  que  y ne  fera  pas  cenfé 
confiant  dans  cette  derniere  intégration  , ce  qui 
fait  voir  que  ce  cas  eft  entièrement  différent  de 
ces  intégrations  réitérées  dont  il  s’agir  ici  , dans 
lefquelks  nous  ne  confidérons  pas  la  relation  entre 
x Si  y dont  on  vieric  de  parler. 

2^7.  Problème.  Si  une  formait  d'-fférentlelle 
du  troifieme  degré  3 ou  d'un  degré  plus  ’elevé  3 eft 
égale  à une  fonction  V de  x & de  y 3 déterminer 

Soie 
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1 1 3 

Soit  xp.  ^ ^ — j ^ = V.  Eu  fuppofant  x feul  va- 
riable , on  aura  ) — SV  dx  -H  / {y)  j 

enfuite  Ç — $ dx.  SV  dx- 1-  xf(y)-\-V  (y) 

t=  S S V</.v  1 -}-  x f (jJ  + F'y),  &c  enfin  % =s 
S 1Vdxi  -J-  —■  x 1 f(y)  -\-x¥  (y)  -\-M‘(y). 

Si  -^=V)  on  trouvera^— S ’ Vdxldy 

4-  */00  H- F (j)  +M(4 

Si  ( 777^  ) — V , on  aura  ^ =S 5 V dxdy  - 
4-/ (y)  -’t-y  F (*)  H-  M (*)• 

Si  ^ ^ ==  V » on  aura  ç = 5 5 V d y i 4- 

■<y  ^ 

f(x)  y F (*)  -f-  M (x)  ; de  même  pour 

les  degrés  plus  élevés. 

Si  (^—7)  = V , on  aura  £t=S4V7*4  -+- 
n/W  + 7F(j)  + *M(7  4- N 00- 

a.  3 x 

Si  — V>  on  aura  ? = S4  V dx}  dy 

\ dx J dyj 

4“  “ / (.X  ) 4-  a-F(jk)  4-M(>y)-4-N  (*)• 

Si  ( — d y-i)  — V,  on  aura r =:S4V  dxldy1 
\dx1dyz / 

Tome  K.  H 
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+ */(}')  + F(^)+jM  (*)  -+-  N (*). 
si  (iTdÿd  = V >onauraî=S 'Vdxdyi 

-h  f (y)  4-  V—  F (*  ) 4-  xM  (.v)  -+-  N (x), 

& il  eft  facile  de  continuer  pour  les  degrés  plus 
élevés. 

i6Z.  Comme  dans  les  intégrations  vulgai- 
res , le  ligne  d’intégration  eft  cenfé  renfermer 
une  conftante  arbitraire  qui  entre  dans  l’inté- 
grale , de  même  les  fonctions  arbitraires  dont 
il  eft  ici  queftion  , font  cenfées  renfermées 
dans  le  ligne  d’intégration  , fans  qu’il  foit  né- 

ceftaire  de  les  exprime?.  Ainli  fi  ^ ^ = V , 

la  triple  intégrale  repréfentée  par  %=  S*  V dx} , 

fera  cenfée  contenir  — f(y  ) -+-xF  (y)  -f-M  {y  )> 

fans  qu’il  foit  néceftaire  de  les  exprimer,  ce  qu’il 
faut  dire  de  même  pour  les  autres  formules.  Èn 

général  , fi  ^ = V > l’intégrale  fera 

^ = Sm  + n V dxmdyn  , qui  eft  cenfée  renfer- 
mer un  nombre  m -+-  n de  fondions  arbitraires 
qui  doivent  être  introduites  par  un  nombre  m-\-n 
d’intégrations. 

De  l'intégration  des  équations  des  degrés  fupérieurs. 
par  la  réduction  aux  inférieurs. 

3.6 y.  Problème.  Etant  donnée  f équation  du 
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troifieme  degré  y ~~  ) = a * % , chercher  Sup- 
pofons  que  l’équation  ==  72  ^ fatisfaffe  à la 
propofée , on  aura  en  différenciant , ^ ~ — 

” Ù)  'as""ï*8e  (rf)^nn  (£)  = 

n s i-  H eft  évident  qu’on  fatisfera  au  problème 
fi  n 5 — a } , ce  qui  peut  arriver  de  trois  maniérés. 

1 . h n = a ; z°.  Il  « s=? <z  ; $ fi 

« = — — a , qui  font  les  trois  racines 

de  l’équation  n 3 — a 3 t=  o.  On  prendra  pour 
chaque  valeur  den  l’intégrale  complette  de  l’équa- 
tion , 5c  les  trois  intégrales  com- 

plettes,  jointes  enfemb'e,  donneront  l’intégrale 
complette  demandée.  Mais  à caufe  que  x feul 
eft  regardé  comme  variable  , on  aura  d%  =3 
d 7 

n % d x , ou  — ~ n d x.  Donc  L^=nx.Le  4- 

L.f(y),  & %=en*f(y).  Donnant  mainte- 
nant à n les  trois  valeurs  dont  on  vient  de  parler, 
on  aura  pour  l’intégrale  complette  cherchée  £ = 

— 1 4V — i. 

« a*f  (y)  -h  e » * a x F ( y ) *4* 

— 1 — V-i 
e ^ aXM  (y). 

270.  Problème.  Etant  propofée  Ü équation 

H z 
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aa%  = o , trouver  ïl  eft  vifible  que  l’équa- 
tion (—)  =■  a \ fatisfait  à la  propofée:  or  cette 

équation  donne  \ — e ax.  Suppofons  que  l’inté- 
grale cherchée  eft  i = ea*  u,  prenant  les  valeurs 

M£)>(£):  (&)•  (®.i- 

donne  cette  fuppofition  ; les  fubftituant  dans  la 
propofée  & divifant  enfuite  par  eajf,  il  vient 

(££)  + * (7^7)  & en  ïjT=t’ 

on  aura  ^ -+-  b ^ =0:  mais  l’on  voit  aifé* 

ment  que  t doit  être  une  fonétion  dey  — b x (*). 

Suppofons  que  t — eft= — bf  (y  — bx ), 

pour  avoir  u =f(y  — £ # ) -t-  F (y  ) ; donc  £ = 
£a*[f(y  — é*)-|-F(y)],  intégrale  complette 
de  l’équation  propofée. 

271.  Problème.  Etant  donnée  t équation 
(7/4)  = û * (Tx*')  ’ la  réduire  à Wie  pluS 

fimple.  L’équation  ( = b ( fatisfait 

à la  propofée.  Car  en  différenciant  dans  la  fup- 
polîtion  de  x conftant  , on  trouve  d’abord 


(w 

) = ^ ( T~T  1 > & enfuite 

Cüq 

' à y 5 

' V dxdy ' 

(*)  Si  r — (y  — b x)  1 l'on  aura  ^ ^ 

- s b (y  — b x)  -+-  x b {y  — b x)  = o. 
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' d i ? y 

dxdy 1 y 


Mais  fi  l’on  regarde  j comme  conf- 


rant , il  vient  (-j^)  = i ( li.)  ; donc  en 
fubftituant  dans  l’équation  précédente  la  valeur 

de  (ïiÎf)  - 11  vie,1‘lri  (£v)  = 4 4 (S-)  ’ 

qui  fatisfait  à la  propofée  lorfque  b b ■=.  a a 3 
c’eft-à-dire  lorfque  b =-+-a  &c  b = — a ; ainfi 

fi  on  fuppofe  qu’on  ait  réfolu  les  équations  (——^ï 

que  la  première  donne  £ = P , & la  fécondé 
£ = Q,  on  aura  pour  l’équation  propofée,  £=P 
H-Q;  & parce  que  P & Q renfermeront  chacune 
deux  fondions  arbitraires  , l’intégrale  trouvée  de 
cette  maniéré  fera  complette. 

On  peut  trouver  une  infinité  de  folutions  par- 
ticulières en  faifant  t=XY,  X &c  Y étant  des 
fondions  , la  première  de  x & la  fécondé  de  y ; 

. Xd*  Y aaYddX  d*  Y 

d ou  Ion  tire = , ou  

dy 4 dxx  * Y dy* 

c a.  ci  d X _ f • t • t r 

= équation  ecant  ainti  repreien- 

tée , l’un  & l’autre  membre  doit  être  fait  égal  à 
une  même  confiante  b. 

Soit  , par  exemple  , Y = y * t X =jr>  8c 
fuppofons  y^Y4-  — b,  on  auraé  = 5.4.  3.  2 x 
Tome  V . H 3 * 
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y aaddX  z.i.aax  . 

' r :=  vT'T  == i — » donc  J.  4.  X 1 = 

y i Xd  X1  3£  5 . ' J 

aay*. 

Rem  arque.  L’équation  — ^ f~)  ne 

paroît  pas  pouvoir  être  généralement  réfolue  par 
aucune  méthode  connue.  L’équation  propofée 
peut  être  utile  dans  la  méchaniquej  car  dans  la 
recherche  des  vibrations  fort  petites  des  lames 
élaftiques , on  parvient  à une  équation  du  qua- 
trième degré  de  cette  forme  ; &c  comme  on  n’a 
pu  jufqu’ici  ( du  moins  cela  n’eft  pas  venu  à ma 
connoilfance  ) réfoudre  généralement  cette  équa- 
tion , on  n’a  pas  pu  non  plus  réfoudre  le  problème 
général  des  lames  élaftiques. 

» 

Des  équations  homogènes  dont  tous  tes  termes 
contiennent  des  formules  différentielles  du  même 
degré. 

27 2.  Problème.  Etant  propofée  F équation 

homogène  A ( 0)  + B (ff)  -+-  C (0) 

= o j dans  laquelle  A , B , C font  des  confiantes  „ 
déterminer  £.  J’obferve  que  l’équation  -K 

a = c . . . ( D ) , fatisfait  à la  propofée  \ car 

fi  l’on  différentie  celle-ci  en  faifant  varier 
d’abord  x 8c  enfuite  ^ on  aura  les  deux  fui- 

v.nt«  , + a [■—)  = o . (-j— ) 


j.  i.aax 


j donc  j.  4.  x 1 = 
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-+-  a (^f)  = o.  Si  Ton  multiplie  la  première  par 

Q 

A & la  fécondé  par—,  leur  fomme  rendra  la 


propofée  , pourvu  que  A a -\ — — = B , ou  que 

A a a — B a -+-C  = o (H)  (*)  \ d’où  réfulte  une  va- 
leur double  pour  a , dont  chacune  fubftituée  dans 
l’équation  (D)  donnera  une  partie  de  la  fonction 
£ cherchée.  Puifque  par  l’équation  D l’on  a 


(G) = c - a (77)  • ‘'°n  aura 

( dy  — adx).  (**)  > ainfi  jj  doit  être  une 

fonction  dey^ — ax  que  nous  ferons  =f(y< — ax). 
Donc  1 = c x-\-  f(y  — ax)  ; c étant  une  confiante 
arbitraire.  C’eft  pourquoi  l’on  formera  l’équa- 
tion A u u -j-  B u -+-  C = o ( T ) , dont  les  fac- 
teurs fimples  foient  u— 1—  a , u-{-b , de  maniéré  que 
l’on aitAaa-4-B«-4-C  = A («-+-«).  ( u -f-  é )• 
Alors  le  faéteur  u -4—  b donnera  % = c'  x 
F {y  — b x ) , &c  faifant  c c — g , on  aura 
l’intégrale  complette  ^ = g x -+- /( y — ax)  -+• 


( * ) L’équation  H , en  regardant  a comme  l’inconnue  & 

B J ( BB  C \ 

changeant  d en  tf,donne«= y/  J~J’  ’ 

Des  deux  valeurs  de  u j’en  défignerai  une  para  & l’autre  paré. 
(**)  Car  en  faifant  varier  x feul  , l’on  auroit  d%  — 


cdx  — adx 


(Ü-\, 


\dy  / 


; mais  h l’on  veut  prendre  la  dif- 


férentielle de  en  faifant  tout  varier,  il  faudra  ajouter 

(iL\ 


\ dy  J 


dy. 


H 4 
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F (y  — b x ).  Mais  à caufe  de  g x = gx 

(y  — ax)—{y—bx) 

~ÿZTa 5 S x doit  etre  cenle  con- 
tenu dans  les  deux  formules  indéfinies  ; donc 
on  peut , en  fimplifiant  , repréfenter  notre  intégrale 
par  l’équation  ^ = / (y  — a x)  -f-  F ( y — Æ x ). 

Si  b = a , on  ai  :ra  (par  l’équation  H)  B = 4 A C , 

a B ~ BB  a „ B . . 

A = — >C  = — = — ■ &c  a=  — ilubftituant 
+A  i iA’ 

la  valeur  de  C dans  l’équation  propofée,  & faifant 
enfui  te  t = x , r^=y  — ax  , on  trouvera  par 
la  méthode  ci  - deflus  ( 2. 5 8 , après  avoir  fub- 

ftitué  la  valeur  de  A , que  l’équation  propofée 


devient  • — • 
1 a 


donc  par  la  méthode  ci-delîus  (251)  ç=/(r) 
-W  F (r)  —f(y  — ax)  + x F (y  — ax)  (*). 


Corollaire.  Si  C = o , on  aura  ( par  l’équa- 
tion T)  « = o,  £ & ï ==  f(y ) -f- 

F (y  — je  ^ : de  même  l’intégrale  de  l’équation 


(*)  M.  Euler  ( Calcul  intégral,  troifieme  vol.  p.  580.) 
fc  fert  d’une  autre  méthode-  qui , en  employant  f 8c  F au 
lieu  de  r & A,  dont  il  fc  fcrt  , revient  à ceci.  Faifanc 
b = a -4-  d a , alors  on  doit  avoir  par  cette  méthode 
F (y  — b x)  — F (y — a x)  — x daŸ  (y  — ax)  ,8c  parce 
que  la  première  partie  eft  contenue  dans  le  premier  membre 
f( — ax),  & qu’à  la  place  de  la  fécondé  on  peut,  félon 
lui  , écrire  sfF  ( y — - a x ) , il  trouve  une  fécondé  for- 
mule femblable  à la  nôtre:  mais,  puifque  lorfque  b—at 
d a eft  ■=  o , la  quantité  multipliée  par  d*  ne  doit- elle 
pas  devenir  o & difparoîtrc  ) 
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+F  (x~~^  ?)■ 

Si  les  racines  font  imaginaires,  on  pourra  les 
repréfenter  par  les  équations  a = p -j-  q y'  — i 
Se  b = p — q ^ — 1 , Se  Ton  aura  ^ =f[y  — • 

(/>;+■?  V—  0*  ] H-  F [y—  {p  — q V—  1 ) f ] » 

qu’on  peut  facilement  repréfenter  d’une  maniéré 
réelle. 

L’on  peut  encore  repréfenter  la  valeur  de  £ d’une 
maniéré  réelle  toutes  les  fois  que/&  F défîgneronc 
une  puiflance  m , m étant  un-  nombre  politif  ou 
négatif:' car  en  faifant  la  partie  rationnelle  de 
chaque  fondion=  s,Seqxy — i =r,  on  aura  £= 


+ m-m~%  j m " 1 t 1 Sec.  -t- 

Z 

s m -f.  m.  s m " 1 t -+-  Sec.  =3  z s m -+- 

m.  m-  i.  s m" 1 t 1 -f-  Sec.  à caufe  que  tous  les 
termes  de  rang  pair  , dans  lefquels  feuls  il  refte 
des  quantités  imaginaires  , fe  détruifent  ÿ mais 
il  n’eft  pas  pollible  de  repréfenter  d’une  maniéré 
réelle  les  fondions  difeontinues ; de  forte  qu’il 
paroît  que  dans  ce  cas  on  doit  borner  la  folution 
aux  fondions  continues. 


275.  Problème.  Etant  donnée  P équation  ho- 


mogène 


àml  \ 

m-i  dy1  ) 


Sec.  = o y en  trouver  P inté- 


grale complctte.  On  formera  cette  équation  A n m 
-t-  B n m " 1 Sec.  = o , dont  les  racines  foienc 
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n = a , n — b , n = c , &c.  Si  elles  font  toutes 
inégales  ,on  aura  ^=f  (y  a x)  -4- F ( y-\-bx ) 
H-  M (y  -+-  c x ) -4—  &c.  (*)  j fi  elles  font  toutes 
égales  , on  multipliera  la  première  tonéhon  par 
i , la  fécondé  par  y , la  troifieme  par  y 1 , la 
quatrième  par  y 3 j car  les  fonctions  n’étant  ni 
de  x feul,  ni  de  y feul,  on  peut  employer  in- 
différemment les  progreffions  ~ i :y  :yz  :y} 
Sec.  , ~ i : x : x 1 Sec.  Mais  fi  les  fonctions  étoient 
feulement  d’une  variable,  de  x,  par  exemple, 
il  faudroit  employer  la  progreffion  de  l’autre 
variable.  Si  la  propofée  étoit  du  troifieme  degré, 
Sc  que  fes  racines  fuffient  égales,  en  introduifant 
les  nouvelles  variables  t — x,  u — y -h  a x , 


la  propofée  deviendroit  — o,  dont  l’in- 


X X 

tégrale  donne  £ = / (a  ) - h * F ( a ) H M ( u ) 

X 

«=  / (y  -1-  a x)  — f-  x x M [y 

•4 - a x)  en  négligeant  le  divifeur  i.  Au  refte  fi 
on  ne  veut  pas  négliger  les  divifeurs  numériques, 
on  fera  attention  que  x fuppofe  une  intégrale 


(*)  Soit/n  = j,&  fuppofons  que  l’équation  £=/  y-\-nx) 

/ d 3 r \ 

eft  une  intégrale  particulière  qui  fatisfair  ; on  aura 
/ d 3 7 \ 

\à~d — 3/  “ ” f "'  C y •+• n x ) ; de  forte  que  dans  ce  cas , 

en  divifant  par  f"  ( y -4-  nx  ) , l’on  aAni  + B/i‘+C« 
-f-  D = o,  & la  forme  / ( y -f-  ax  (-+-  F ( y -\-l  x)  -f- 
M (y-h  c x)  fatisfait  à la  propofée , en  fuppofant  n—a; 
n = b ; n — c. 
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faire  , x 1 en  fuppofe  deux  , x ’ en  fuppofe  trois 
& ainfi  de  fuite.  De  forte  que  xm  doit  avoir 
pour  divifeur  (i.  i.  $.4  ....  m)  s’il  y avoir  un 
certain  nombre  de  racines  égales , on  multiplie- 
roit  ces  racines  par  les  termes  correfpondans  d’une 
des  progreflions  ci-deflus , en  commençant  par  la 
première  des  racines  égales  en  allant  de  la  gauche 
à la  droite  , fans  multiplier  celles  qui  font 
inégales. 

Si  les  coefficients  A,  B,C,  &c.  s’évanouilïoient, 
le  nombre  des  racines  feroit  plus  petit  que  m , 
8c  celles  qui  manqueroient  , devroient  ctre  re- 
gardées comme  infinies,  auxquelles  il  répondroit 
des  fondions  de  x feul  ; ainfi  fi  A — B — C 
t=  o,  les  racines  a,  b,  c,  donneront  la  partie 
de  l’intégrale  / (x)  -+•  y F (*)  “F"  J1  M (x). 

Des  équations  homogènes  qui  ne  renferment  aucun 
coefficient  variable , & dans  lefquelles  V étant  une 
fonclion  de  t & de  u , on  a la  quantité  t = a x 
& u = c y -f - g ce  qui  fait  voir  que  V ejl 

une  fonclion  des  trois  variables  x,y 

274.  Problème.  Etant  donnée  l'équation 


la  fonction  V des  trois  variables  x j y & %.  Suppo- 
fons  que  V eft  = F (t  8c  u) , t étant  = a x-f-é  % Sc 
u=cy-i-g  % : il  eft  évident , en  faifant  attention  à ce 

qu’on  a dit  ci-de(Tus  (1  j 8),  qu’on  doit  avoir  X 

(Aæ-+-C^)-F-  ^^-J^.(Bc-j-C^)=o.  Egalant 
fcparément  à o les  multiplicateurs  des  formules 
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différentielles,  on  aura  — = — - & — : 

a C c 


~c^, 


donc  en  fubftituant  à la  place  de  a , b , g,  les 
quantités  qui  leur  font  proportionnelles  , ( & 
qu’on  peut  , fi  l’on  veut  , leur  fuppofer  égales  ) 
on  aura  t = C a?  — A ç 8c  u = C y — • 
B £ ; donc  l’intégrale  complette  fera  V = 

( C a-  — A i & Cy  — B i 

Corollaire.  Parce  que  C*  — A3  = AC. 

— — -C  , 8c  que  d’ailleurs  le  multiplicateur  confiant 

ne  change  pas  la  nature  de  la  fondtion  — — ~r  , 

on  pourra  fubftituer  celle-ci  à la  place  de  Cx  — 
A 34  on  pourra  faire  un  changement  femblable 
dans  C y — B 3 ; de  forte  qu’on  pourra  repré- 
senter l’intégrale  ci-deflus,  par  l’équation  V = 


*(*-w-*> 

275.  Problème.  Etant  donnée  t équation 
homogène  du  fécond  degré  A ■+"  B ("p"T^ 

, « /ddVv  _ / ddV  \ _ / ddV  \ 

+cMh-2D(t^)  + iE(- Jlaï) 

+ 1 G f -r  7 ^ = o , déterminer  dans  quel 
\ d y di  / 

cas  on  peut  repréfenter  fon  intégrale  par  F(r  & u) 
H-  M {t  & u)  , t & u étant  égaux  aux  quantités 
dont  on  a parlé  ci  - dejfus.  Ayant  fait  les  fubfti- 
tutions  convenables , l’cquation  propofée  pourra 
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fe  diftribuer  en  trois  parties , comme  on  le 
voit  ici. 

(A«  + CAi  -+-  1E  ai) 

(t tit)-  (‘■Cis+iDac  + iE‘is]>^0. 

+ iG  b c ) 

/ddV\ 

\à 

Egalant  chaque  partie  à o , la  première  donnera 

b_  -E+»/(EE-AC) 

a 


\T^)'  {^cc-}rCSg-^lGcS) 


, la  derniere  donnera 


i _ -G-^(GO-»C)  ( . Ces  va,eur! 

fubftituées  dans  la  troifieme  égalée  à o &:  di- 
vifée  par  tac,  donneront  È G — CD  =s 
\/  [ ( E E — AC).  (G  G — B C ) ] ; ôtant  le  radi- 
cal , rcduifant  , divifant  par  C &c  tranfpofant , 
l’on  aura  AGG  + BE  E + CDD  =±  ABC 
-f-  z D E G.  Toutes  les  fois  que  cette  équation 
de  condition  aura  lieu , la  propofée  admettra  la 
folution  que  nous  employons  ici  ; & en  repré- 

fentant  par  ara:  la  formule  P31  xy  k 


( * ) Si  on  prenoit  le  ligne  — pour  les  deux  radicaux, 
ou  le  ligne  — pour  l'un  & le  ligne  -(-  pour  l'autre  dans 
les  deux  premières  équations , on  parviendroit  à la  même 
troifieme  équation  dans  le  premier  cas  ; mais  dans  le  fé- 
cond cas  le  ligne  du  fécond  membre  feroit  différent. 
Cependant  cela  n'cmpcchcroit  pas  que  la  quatrième  équation 
ne  fût  la  meme. 
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formule  (■■  J^~)  i &c*  1’ 'équation  A xx-t-Byy 

+ îDjtj+iE^  + iGy|  = o, 
pourra  fe  réfoudre  en  deux  facteurs  de  cette 
forme  ( a'  x -h  b' y H-  c’?)  (/*  ~^g'y  "+“  ^ï)  » 
ce  qui  arrivera  fi  A = a!  f , B = b' g ,C  = ckt 
iDt=  a g — t—  b'  f,  iE  — a h -+■  cf>  i G — 
y h _|_  c g i ce  qui  rend  l’équation  de  condition 

ci-deflus.  De-là  l’on  tire  pour  la  folution  — =s 


k c 


ou 


ou  il  faut  remarquer  qu’en  fuppofant  r — c X 
— a'\  l’on  doit  faire  u = c'  y — b'  % } mais  à 
t = h x — f\  répond  u = h y — g \ \ ainfi  l’on 


aura  V = F ( c x — à i & c'  y — b'  ç ) -4- 


M ( h x — fi  & h y — g'  i ) (Q)  (*)•  Chaque 

fadeur , comme  il  efl:  aifé  de  le  voir,  fournit  une 
fondion , & la  fomme  des  fondions  donne  l’in- 
tégrale cherchée.  Si  les  deux  fadeurs  font  égaux , 
on  pourra  exprimer  l’intégrale  complette  de  cette 

maniéré  V = * F ^ & -y  ~r ^ — H 


M & y — y ) > en  mulùp^ant  une 

des  fondions  par  x Sc  l’autre  par  i. 

Au  refte  toutes  les  fois  que  l’équation  homo- 
gène, dont  on  vient  de  parler,  eft  fufc°prible  de 

( * ) / défignc  ici  le  coefficient  de  y. 
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la  foiuuon  précédente  , elle  renferme  deux 
équations  homogènes  du  premier  degré  a' 


^ = o ; car  l’une  & 


dy 

' (*1) 

>.  dy  J 


dî 
/a!V' 

\ ~dï 


l’autre  fatisfait  alors  à la  propofée  ; & leurs  in- 
tégrales , jointes  enfemble  , rendent  l’intégrale 
complette  ( Q ) de  la  propofée.  On  peut  aufli 
réfoudre  la  propofée  par  cette  méthode.  Je  prends 
l’équation  (H),  & je  fuppofe  qu’elle  fatisfaic 
à la  propofée , je  la  différencie  fuccelîivement  ea 
faifant  varier  x , y de % ; la  première  différen- 
ciation donne 


j (iiï) 

\dx :V 

la  fécondé  donne 


■y 


ddV 
dx  dy 


‘■dy  J ' \d y 
la  troifieme  donne 


dy  d\ 
fd  dV\ 

T 


\ ,/ddV\ 


dx  d\  ) ' ~ \ dy  di 
Multipliant  la  première  par  /,  la  fécondé  par  g1 , 
la  troifieme  par  h,  &c  prenant  leur  fomme,  on 
tr^vera  l’équation  générale  dont  nous  avons 
donné  l’intégrale;  on  peut  donc  la  regarder  comme 
le  produit  de  deux  équations  du  premier  degré 
dont  la  fomme  des  intégrales  donne  l’intégrale 
complette  de  la  propofée. 

L’équation  ^ 


/ ddV  \ 

(d  d V\ 

\ d x dy  / 

1 1 

<d^ 7’ 

grable  par  cette  méthode , mais  on  peut  en  trouver 
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des  intégrales  particulières  , telles  que  V ==t 
f ( a x - h b y -j-  c * ) ; mais  ayant  fait  la  fub- 
ftitution,  on  doit  avoir  a b = cc  Sc  en  failane 
c — i , on  aura  a b = i ; ce  qui  pouvant  avoir 
lieu  d’une  infinité  de  maniérés,  on  aura  tant  d’inté- 
grales particulières  qu’on  voudra;  ces  intégrales  join- 
tes enfemble  , fatisferont  auffi;  donc  a,  b ,c  , &c. 
étant  des  nombres  quelconques  , on  aura  V = 

-jy+l  ) 4-M  ( j a; -h  "J-K)  H-  &c. 
maiscependar.t  l’on  n’aura  pas  l’intégrale  complette. 


176.  Problème.  Etant  donnée  une  équation 
homogène  du  troifieme  degré  3 trouver  J'on  intégrale 
complette.  Suppofons  que  l’équation  du  premier 

degré  « (~)  + i Q -+-  c Q = o , fa- 


tisfait  à l’équation  du  troifieme  degré  A (^7^ 


<d  y i 

(JH- ) 

\d  x dy  1 ) 


.d  x dy 


c 

' (JH 

\dxl d\ 

i'\) 


dy  d% 


dx  1 dy/ 

v(J'v  ' 


\dxdydi)  °." 
Pour  que  l’équation  du  premier  degré  fatiskfTe 
à celle-ci,  il  faut  que  l’exprefiîon  algébrique  qt"n 

Eeut  en  former  Â x } —H  B y 5 C £ * 

) x 1 y -f-  &c.  ( Q ) , ait  un  faéteur  a x -+•  b y 
—1—  c%  ; & fi  l’autre  faékeur  n’eft  pas  réfoluble 
en  deux  autres  faéteurs  (impies  , il  fera  une  équa- 
tion homogène  du  fécond  degré  qui  ne  fera  pas 
fufceptible  de  folution  par  la  méthode  aéluelle. 
L’équation  du  troifieme  degré  ne  peut  avoir  d’in- 
tégrale 
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tégrale  completre,  à moins  que  l’exprefiîon  (O) 
fou  compofée  de  trois  fadeurs  /impies, 
(MX+b.y+eiU  {fx-l-gjr+L^ 

{ k x —4*”  m y 4-  & dans  ce  cas  ioil  \ J 

A = afk  i B = b g m ; C =±=  c h n ; D =s 

a3?b'TSgv'*mhf\i  + 

"4-  bgk  ; £ = afn  4-  ahk  -f~  cfk  ; 
G = ahn  + cfn  4-  chk;  H =.  bgn  4^ 
bhm  4-  c^/*;  = bhn  -+ - 4- 

, * aën  ■+*  4-  V*  -h  4 /T  4-  cfm 

4-  cgk.  ■ . ' 

£t  alors  l’intégrale  completre  fera  V^=  F f — L 

f ^ £ y î \ 

^ \T  n & T — Ty»  chaque  fadeur  /impie 

produifant  une  fondion  arbitraire.  • 

Si  deux  fadeurs  font  égaux  de  maniéré  que 
Ion  ait  /==  a g^b,  h=t:Cy  à la  place  des  * 
deux  premières  fondions,  on  écrira 

*F  (t— i& f— 7) -t- M (7— f» 

T t J*  Si  les  trois  fadeurs  font  égaux  & 
qu’on  ait  encore  k = a>  m = èt  „ =Cj  nnt(i. 

grale  complettè  fera  V ==  x x F ( ~ -1  & 

Tome  F.  , j 
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*-f)  **-*)  + 

N<T-W-f)-v 

Si  une  équation  homogène  du  quatrième,  du 
cinquième  degré  , & c.  eft  telle  que  l’expreffion 
algébrique  qu’on  en  peut  former,  foit  compofée 
de  fadeurs  {impies  du  premier  degré  , chacun 
de  ces  fadeurs  fournira  une  intégrale , & la  fomme 
de  toutes  les  intégrales  donnera  l’intégrale  com- 
plette  de  la  propofée.  S’il  y a deux  fadeurs  égaux, 
il  faudra  multiplier  par  x l’une  des  intégrales 
égales  correfpondantes  ; s’il  y en  a trois  , on 
multipliera  la  première  par  x 1 , la  fécondé  par 
x,  la  troifieme  par  i=jr°;  &c.  A l’égard  des 
fondions,  ce  qu’on  vient  de  voir  fait  compren- 
dre fuffifamment  comment  on  doit  les  exprimer. 

Ces  fpéculacions  ne  font  pas  vaines;  car  il  y 
a plufîeurs  chofes  dans  la  théorie  des  fluides  qui 
onr  rapport  aux  fondions  de  quatre  variables, 
dont  il  faut  rechercher  la  nature  par  les  équa- 
tions différentielles  du  fécond  degré. 


/d d u\ 

fd  d u\ 

\Ï7T)  = 

' Wv 

'ddu\  /d  d u\ 

•+■  V rfTr)  ■+"  \77~')  eft  de  grande  imPortance* 
J * * 
x y y\  % désignant  trois  coordonnées  & t le  tems 
écoulé.  Si  on  demande  la  fondion  de  ces  variables 
oui  fatisfnfle  à cette  équation  l’intégrale  complette 
doit  renfermer  deux  fondions  arbitraires  , qui  con- 
tiennent chacune  trois  variables.  On  peut  trouver  une 
infinité  de  folutions  particulières , comme  fi  on  fuppo» 
foit  « =*  F (ax-t-by  + ci  et)  ; 8c  alors  on 
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doit  avoir  <<  = aa  + + cc> ce  qui  peut  avoir 

lieu  d'une  infinité  de  maniérés  ; mais  on  n’a  pas  encore 
trouvé  la  folution  générale.  Il  eft  évident  aufli , qu’en 
joignant  enfemble  plufieurs  de  ces  fondions , leur  fomme 
fatisfera  à l’équation  propofée. 

277.  Problème,  u étant  une  fonction  de  trois 
variables  X 3 y 3 7 déterminer  cette  fonction  par 
la  valeur  donnée  d'une  différentielle  du  premier  degré 
égale  à une  fonction  P de  ces  variablçs.  Soit 

^ ==P.  En  regardant  y & 7 comme  con- 

’ftans  , on  aura  du  — P <f .t  8c  u = SPi/a* 
•+*  confiante.  Or  cette  confiante  doit  être  une 
fonction  de  y 8c  de  7,  avec  des  confiantes  fi  l’on 
veut  j donc  « = S P -+■  f [y  & 7 )•  De  même 

fi  l’on  a ^ = P > on  aura  u ==s:  S.  P dy 

f{x  8c  1 ) ; & fi  l’on  a Ç ~rjr)*  ~ P > l’on  aura 
ut=  SP  di  -+~  f(x  8c  y). 

' d u 


Corollaire 


• Si  (£) 


on 


: O J ou  fi  P = 

on  aura  u = f{ y 8c  7)  ; Ci  (^)  =«,  P 

aura  u =/  ( x 8c  7 ) \ 8c  li  enfin  ^ = o , 

on  trouvera  u — f ( x & y). 

178.  Problème,  u étant  toujours  une  fonction 
de  trois  variables  x j y 3 7 dont  une  formule  dif- 
férentielle du  fécond  degré  ejl  fuppofée  égale  à une 

t ^ y \ 

certaine  fonction  P,  déterminer  u.  Soit  1®. 

I x 
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e=P,  la  première  intégration  donne  ^ — 

S_  p jx  f (y  & | ) , • & en  intégrant  de  nou- 
veau , il  vient  u=S.dxSPdx  -4-  x f (y  & 3) 
-f-  F (y  & 1)  : or  dans  la  double  intégration  de  , 
S.  dxSPdxy  on  doit  regarder  * feul  comme 

• • * * / d d u \ 

variable.  L’intégration  des  formules  — P» 

(<LÎJL\  = P , eft  entièrement  fembiable  à la 

i\x) 

précédente.  Pour  ce  qui  regarde  les  autres  for- 
mules différentielles  du  fécond  degré , il  fuffira 

de  réfoudre  celle-ci  '(  Yx'dj)  ~ P’  qui  écanC' 
d’abord  intégrée  , en  confidérant  « feul  comme 
variable  > donne  ==  S.  P d x -+-  y & \ ) 3 

celle-ci  étant  intégrée  dans  la  fuppofition  de  y 
feul  variable,  donne  u = S.  S P É x -4- 
S.d  yf{y&l)  (x  Sc  %)  5 où  l’on  peut  obferver 
i°.  que  la  première  partie  peut  être  repréfenrée  par 
SSPdjfdj;  i°.  que  dans  S.dyf{y  & *),  filon 
intègre  en  regardant  ç comme  confiant , il  réful- 
rera  une  fondion  dejy  & ^ qu’011  peut  repréfenter 
pat  /(  y & £ ) ; donc  l’intégrale  devient  u =a 
SSP  dx  dy  / {y  & ? ) ■+■  P ( **  & ? )• 

Si  la  fondion  P devient  = o,  on  aura  les 

formules  qu’on  voit  ici  : fi 

». 

(j~)  = o , il  vient  u = a?  jf  (. y & ? ) 

4-  F (y  &'ï)* 
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(^yr)  = °>^ “ = >'/(*  &ï)-H 

F (*  de  5). 

t(j~r)  — °> «=?/■(* 

. • F (x&jj. 

(■^r)^0’ «=/(*&*)  + 

F ( J'  & ?). 

/ d d u \ _ 

\dJ7f)  = 0 ’ «=/(*&  jr  ) - 4- 

F & *). 

VTfTf)  =°’ «=/(*&  .y  )-+- 

F ( AT  & £ ). 

179.  Problème,  a étant  une  fonction  de  x j y 
déterminer  cette  fonction  lorfquune  formule  diffé- 
rentielle du  troifieme  degré  eft  égale  à une  certaine 
fonction  P de  ces  variables  0 de  confiantes.  Soie 

i°.  — P,  la  première  intégration  don- 

fd  d u\  _ * 

nera  ^ — SP dx  4-  1 f (y  Sc  %).  Noos 

ajoutons  le  nombre  a -,  afin  qu’il  n’y  ait  point 
de  divifeur  dans  l’intégrale  ; & il  eft  vifible  que 
cela  eft  permis  * parce  que  fi  / ( y St  ^ ) défi- 
ene  une  fonction  de  y 8c  de  % , xf  [y  8c  %)  dé- 
iignera  aufli  une  fonction  de  y & La  fécondé 

intégration  donne  ==  SdxSPdx  -4- 

l xf  (y  & 1 ) 4-  F (y  8c  1 ).  Enfui  la  troifieme 

I J 
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intégration  donnera  u = SdxSdx.  SPdx 
xx f {y  6c  1)  H-x  F (y  & * ) -h  M (y  6c  ?)• 

Soit  2°.  ( fx^dy  ) = P » Ies  deux  premières 

intégrations  donneront  ^ — ^ = .Sûfx.  SP/x 

+■  */(*&?)-*“  F(^&?)  (*)•  Mais  parce  que 
à la  place  de  S d j f[y  & *)  l’on  peut  écrire/^  & ? ) 
& F ( y Sc  ^ ) au  lieu  de  S d y F ( y 6c  £ ) , la 
troifieme  intégration  donnera  u = S S S Vdx 1 dy-\- 
xf  ( v 6c  H-  F [y  8c  £ ) -+•  M ( ar  6c  £ ). 

En  changeant  les  variables  , toutes  les  formules 
du  troifieme  degré  , fi  on  en  excepte  celle  donc 
nous  allons  traiter  dans  un  moment , font  con- 
tenues dans  celles  que  nous  venons  de  traiter. 

Si  (_dui—\  = P on  aura  d’aboçd  en  regar- 
Kdxdyd^J 

dant  x feul  comme  variable  S.  P ^ x 

(y  8c  ^ ).  Regardant  maintenant  y feul  comme 

variable  , il  vient  ( — ^ = S1  P dxdy  — f— 

f(y8c%)-+-  F (x6c  ç)  ; 6c  enfin  u = S J P dxdyd% 
-!-/(.)' & -1-  M ( * 6c  j ). 

COROLLAIRE.  Si  :=:=  0 > on  al,ra  u 

s=s  xx  f (y  &c  %)  x F (y  de  % ) -+- 

M {.y  Sc  1). 


( * ) Nous  ne  multiplions  pas  la  première  fonâioa 
par  t , parce  cjuc  cela  cft  inutile. 
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Si  (77^7;)  = 0 * 0,1  aura  * == xf  (y  ? ) 

-+-  F i^y  & % ) -h  M ( x & j )*  ‘ 

Si  (jfiJTi)  = °>  U ™nt  «=/(7&ï)' 

Remarque  Ie.  Il  eft  maintenant  aifé  de  voir 
comment  on  peut  continuer  pour  les  degrés 
’ plus  élevés. 

Remarque  IIe.  Si  on  avoit  l’équation  A u -h 

B •(??)  "HC  (££)  +&c-=  o,°".eon- 

fidéreroit  y 8c  £ qui  entrent  dans  la  fonélion  u , 
comme  des  confiantes  arbitraires  qu’on  doit 
ajouter  en  intégrant , & uSc  x comme  variables  : on 
ajouteroit  donc  autant  de  fonétions  arbitrairesdey 
& l , telles  que / {yjk\ )-,F (y  &£),  &c.  que  le  de- 
manderoit  l’ordre  lîe  l’équation  Sc  le  problème 
ferait  réfolu. 


Remarque  IIIe.  Selon  ce  qu’on  a dit  ci-defïus 
(258),  èn  fubftituant  dans  l’équation  ^ ^ 

— a & ^ ji  s au  lieu  de  \ , on  aura  -/*  =s 


f'[  x -t-  a y ) -+-  F ( x — j).  Mais  parce  que, 
félon  ce  qu’on  a dit  (n°.  1 54) , l’équation 


= o , donne  \ =f(t)  -H  F (u)  t fi  à la  place 
de  £ on  fubftitue  u,  & dV  à la  place  d e du, 
on  ama  u =f(t)  H-  F (V),  en  fuppofant  que 
u ne  contient  que  deux  variables  t & V j mais 
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= / ( t 6t  £ ) donc  du  = d t f ( t &c  %)  , & u 
= Sd  t f ( t Sc  ^ ) -4-  F ( V & ç ) , qu’on  peut 
repréfenrer  par  ç = / ( t & £ ) -+-  F ( V & ç ) ; 
donc  en  fuppofant  que  r = x -+-  j & V = * 

— a y , on  aura  « ==  / ( x -4-  ay  Sc  % ) -4- 

F ( * — a-y  & ? )* 

Remarque  IVe.  A eaufe  de  da  = pdx  - f- 
-F-  rd\  , fi  on  fuppofe  ( ~ ^ — q , on 

aura  a s=/(iy&f),*  car  alors  Ç *=  p 

— o,  marque  que  la  quantité  x n’encre  pas  dans 

. la  fon&ion  u ÿ fi  ^ ^ ==  o , on  aura  u ==» 

/ ( x Sc  i),  j Sc  fi  = o x on  aura  a => 

/ ( x & y). 

Recherche  des  facteurs  qui  peuvent  rendre  les 
équations  intégrables. 

280.  It  feroît  à fouhaîter  que  l’on  pût  trouver  pour 
chaque  cas  le  fadteur  qui  peut  rendre  intégrable  une 
équation  différentielle  quelconque  : quoique  nous  ayons 
déjà  dit  beaucoup  de  chofes  fur  cette  matière  fi  intérêt 
fante , nous  croyons  devoir  la  traiter  d’une  autre  maniéré. 

La  réparation  des  indéterminées  ne  donne  pas  tou- 
jours des  intégrâtes  algébriques  que  les  fafteurs  peu- 

, d x 

vent  donner.  Par  exempte  , l'équation  4- 

df  . 

— 7_ — * = o , qni  eft  féparée  , donne  A.  tang.- * 

* ï f 
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*+•  A tang.  ^ = C (•*  ) ; mais  fi  l’on  multiplie 

. ( 1 -f-  ).  ( 1 -+- 

J équation  par  ( ^ 1^1  ^ ) 1 Ie  produit 

d x.  ( i -{-  -+•  ( x ■+■  x x) 


( x -j-  1 ) z = 0 * donne  en  in- 

, — 1 -f-  *£  ‘ 

tegrant,  — = C.  En  multipliant  l'équation 

x r 

id*  , ' (x  x -f-  1 ) l.  ( 1 -f-  f f ) 

ÎTÎÎ  + T+iï"°' P" • p°“r 

i^(i4-rx).(i+^)+  dç  ( jc js  -j-  1 ) 1 


avoir 


~ o,  on  aura  l’intégrale 


( X Jf  £ -f-  * JC — 1 ) X 

x x % — * x — ç 


C. 


1 X £ -f-  x X 1 

On  peut  remarquer  que , connoifiant  l’intégrale  com- 

Flette  d'une  équation  différentielle  P dx  -(-  Q dy  = o, 
.on  peut  trouver  le  multiplicateur  M qui  l'a  rendue 
intégrable.  Car  foit  cette.yltégrale  V = C confiante, 
V fera  une  certaine  fonction  de  x Sc  y , 8c  ayant  dif- 
férencié l’intégrale , on  trouvera  d V = o ; mais  d V 
doit  être  ==  M (P^ar-f-Q^),  formule  qui  fera 
connoîtré  M. 

281.  Sojt  , par  exemple  , l’équation  différentielle 
md  x n d y 

' x ”1“  — = Q , dont  l’intégrale  complette  eft 

x m y n — C ; donc  O — m x m y ” dx-\-  n xm yn~  1 dy 

„ ( m dx  n dy 

— X m y * ( h - 

0 x * ■ j 

multiplicateur  M eft=  * m y n.  Soit  l’équation  — 

1 4-  a:  as 

dy 

+ =0,  dont  l’intégrale  complette  efi  1 — 

( * ) A eft  un  arc  de  cercle  donc  la  tangente  eft  x , 
eu  j. 


■j,  ce  qui  fait  voir  que  le 
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xj  = A ( x H-  y) , A étant  une  confiante  arbitraire  > 


donc  A = • 


xy 


,8c  o = 


( r -fx*  ).  ( i -(-y y) 


•a'x(i  +yy) — dy(  i-f-xx) 


donc  M = 


(x-f-y)1 

(>  + **).  C i -4- y y ) 


/ dx  dy  \ 

\ ! + **  i+yy/ 


d x 


-\-yy 

Soit  l’équation 


d y 


\Z(a-4-ibx-\-cxl)'\/(a-hi6y-\-cyy)  °* 

dont  l’intégrale  complette  eft  A A ( x — y)1  — 
z A ( a ~{-b  x -h  t>  y -i-  c x y ) -h  i>  b — ac=o.  On  aura 
1Az=(b-\-  c x)\/  (d  iby-hcyy)-\-(b-+-cy)\/(a-\- 
2 b x ax).  De  même  connoiflant  l’intégrale  com- 
pletteo  = a A+(AA — i;  (xx-f-yy) — z (i-+-A  A ;xy 

■ < . d y 

+ 2 A xx  y y (*)  de  l’équation  JJT~~ZT\  4* 


d y 


V ( 1 •+-  X * ) 

—7-, — 7 — = o , on  pourra  trouver  le  faéleur  qui 

V(  ' +y  4)  - 

rend  cette  derniere  équation  intégrable. 

282  Remarquons  encore  que  fi  S M ( Pté*  -j-  Q dy  ) 
ell  = V , à ciufe  que  d V étant  multiplié  par  une 
fonélion  quelconque  de  V,  l’équation  /(  V)  d V =0, 
relie  toujours  intégrable  , au  lieu  de  M on  pourra 
employer  M / ( V ) ; de  forte  qu’étant  donné  un  mul- 
tiplicateur qui  rend  une  équation  différentielle  intégra- 
ble , ou  poufra  en  trouver'  une  infinité  d’autres  qui  la 
rendront  intégrable  , & parmi  lefquels  il  fera  bon  de 
choifir  celui  qui  rend  la  chofe  plus  facile  8c  qui  donne 
une  intégrale  algébrique  , fous  la  forme  la  plus  Simple. 
Or  quoique  l’intégrale  d’une  équation  différentielle 
puiffe  être  une  quantité  algébrique  , il  peut  fouvent  fe 
faire  qu’on  ne  le  foupçonne  même  pas  à moins  d’employer 


( * ) A eft  la  confiante  arbitraire  introduite  par  l'inté- 
gration. 


J 
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un  multiplicateur  convenable  , comme  il  eft  facile  de 
le  conclure  des  exemples  qu’on  vient  de  rapporter. 

aSj.  Soit  une  équation  différentielle  de  cette  forme 
d x d y r 

— — f-  -rr-  = o , dans  laquelle  X eft  fuppofé  une  fon&ion 

A I • 

de  x fans  y,  & Y une  fonction  dey  fans  x , & foit  fup- 
pofé le  multiplicateur  qui  rend  cette  équation  intégrable 
X Y 

==  M = ; — — : — , afin  d’avoir  l’équation  inté- 


grable 


UH 
Y dx 


■ bx-hcy  ) 
+-  X a'y 


( a -f-  b x -+-  cy) 
ftant , on  aura  l’intégrale  = 


- = o.  Regardant  y comme  con- 
— Y 


-+-f(y)> 


k(a-i-bx-+-cy) 

mais  en  intégrant  dans  la  fuppofition  de  x confiant, 

...  — x • 

u vient  — : — H F ( x ).  Or  ces  deux  inté- 

c ( a -h  b x -y- c y ) 

grales  devant  évidemment  être  égales , on  aura  — c Y 
-J-  b c ( a b x -f-  cy  ) f (y  ) = — b'X.  -f-  bc(a-\- 
ix-l-cy).  F(:e),ou£X  — cY  = b c ( a b x -\- 
cy).  [F  (x)  — /(y)]  î ce  qui  fait  voir  que  les  fonc- 
tions F (*)  & /(y  ) font  telles,  qu’après  avoir  développé 
le  fécond  membre  de  l'équation  qu’on  vient  de  trouver , 
les  termes  qui  contiendront  en  même-tems  x 8c  y doi- 
vent fe  détruire  mutuellement.  Cela  fait  comprendre 
que  F (x)  s m%b  x -f-  confiante  & f(y)  = mcy 
•4-  confiante. 

Suppofqns  donc  F ( x ) — / (y)  — m b x — me  y 
n , l’on  aura  iX  — C Y = b c (mb  b xx — mccy  y 
-i-n  b X-hncy  -J-  m a b x — m a.cy  n a -+-  ç — g)  } 
donc  en  égalant  à b X tous  les  termes  affeéles  de  x , 

ajoutant  à ces  termes  g ■ I ^ ; égalant  à — cY  tous  les  ter- 

mes  affedés  de  y , ajoutant  à ces  termes  — g H n a 8c 

. v Z 

faifant  les  opérations  ordinaires , l’on  aura  X=c  ^ mbbxx 
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-f-  b ( ma-+-n  ) x-t-g  ^ . L’on  aura  aulïi  Y=  b (m  c c y y 

4-e(m<r — n^J-)-g — J j donc  l’équation  intégrale 

• (mccyy—c{ma—n)y  ~ g-\-kna\ 

algébrique  fera  m cy—  ^ a + ) 

= C ; & en  ôtant  la  fraétion  , réduifant,  écrivant 

C -f-  ~ n au  lieu  de  C,  tranfpofant  & réduifant  encore, 

l'on  aura  1 intégrale  complette  & algébrique  cherchée, 

exprimée  par  l’équation  mbcxy  — — nbx  -+-  ncy 
■' — g—  C ( a-+-  bx  ■+-  cy  ). 

•284.  Supposons  maintenant  que  M eft  =» 
X Y 

! ; ; ; — 7- TT»  notre  équation  fera 

(a-^-bx-{-cy-{-flxy)l,  H 

X d y —J—  Y d x / • j 

7 — ; 7 — 7 77  = o,  dont  l’intégration  donne 

(a-i-bx~hcy-+-/ixy)1  * & 


cette  équation  — — ; — : , 7 r -+• 

(b-\-ftj).  (a-4-bx-+-cy-+-fiyx) 

— X 

(c-\-/ix).  (a-\~bx-{-cy~i-hxy)~+' 

Multipliant  & divifant  les  fondions  arbitraires  par 
( a-^-bx-hcy-\-  kx y)  s effaçant  enfuite  le  divifeur 

X * Y 

commun  & tranfpofant  . il  vient 7 7 — ; — r— 

v * c-\-  h x b h y 

= ( a-j-  b x -+-  cy  -f-  h xy).  [ F ( x ) — f (y  1 ].  Main- 
tenant j’obferve  qu’il  ne  doit  relier  à la  fin  aucun  terme 
qui  renferme  en  même-tems  les  deux  variables  : car 
autrement  X & Y ne  feroient  pas  tels  qu’on  les 
fuppofe  dans  le  problème.  Cela  pofé  , je  fais  F ( x ) 
m x —J—  n my  -|-  N 

- 7T77  * fW  = T+TJ*  d<,“  m aui* 
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c -+■  h x i + hy 


= ny  + 


( a -f-  b x ) ( m x n) 
c-h  àx 


XT  . * C«H -cy)  (rny-hN)  _ 

— N * — : ; • Donc  X =*(</-}- 


— g 


h 


bx)  (mx  -f-  n)  — (c  + k x ) (N  x g)  & Y =s 

(?  + cj)  («r  + N)  ~(b  ~h  ky)  (ny+g)  ;oU 
bien  on  aura  X = (fm  - AN;  **  -f-  („«  + {„ 

(N  À^)  * -f-4/J  — Cg-,  Y = (COT  A/J  ) y y _L_ 

( am  4-  c N — b n — kg  )jy-f-  N — b g ; 8c  l’intégrale  de 


mx- 


X 


= C confiante. 


l’équation  fera  , , , , „ , , . 

t-\~hx  (c k x)  (a -\-b  X c y k x y) 

— G , ou  en  fubftituant  la  valeur  de  X, 

. a -h  b x -f-  cy  4-  h x y 

28 f.  Si  l’on  veut  favoir  maintenant  dans  quel  cas 

• , . . p dx 

on  pourra  intégrer  J équation  -7 =l — -f- 

jp  A*.*  + B*  + C 

qdy 

Dyy  -+-  Ey  -h  G ~ °J  on  remarcluera  qu'en  divi- 

fant  le  nume’ratcur  & le  dénominateur  de  la  première 
partie  de  l’équation  par  p,  &:  en  divifant  de  même  le 
numérateur  & le  dénominateur  de-  la  fécondé  partie 
par  q,  on  réduit  cette  équation  à la  forme  ci-deflus  ; 
comparant  enfuite  les  valeurs  de  X & de  Y , trouvées 
ci-devant , avec  celles  que  nous  aurons  ici  ^ & en  égalant 
les  coefficients,  des  termes  correfpondans , il  viendra 
A = p ( b m — AN);B=p(û/n-f-in  — cN  — h g)  ; 
C — p ( an-~  cg)  ; D *=  q ( c m — h n ) ; E =» 
q ( am  + C N — bn  — kg);  G ~ q ( aN  — b g). 

La  première  équation  donne  N = —7-  — • ]j 

h h p 

cm  D 

quatrième  donne  n = — — } la  fécondé  & la 
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• a m B q — E p 

cinquième  donnent  g = i kp  q — i 8c  h =» 

• p — î donc  par  la  troilïeme  & k fixieme 

B?  — bp  r 

. *Cg  ( Acq—  D bp)  c /n  r % 
on  conclut ^ g- = Dq~h  tp) 

iGp(Acq-Dip)  i 

-D.P;&  —r—Ë-p -T-(BS  + Ef)- 

A aq.  De -là  en  éliminant  a , on  conclut 

i(AC}f — DGpp  ) (Ajt — D bp)  x ^ 

1 B q = 1 (AqC 

— DA/O-  (Bj-f-E/O-  Divifant  les  deux  membres 
de  cette  équation  par  A q c — pD4,  ôtant  enfuite  les 
fractions , il  vient  4.  ( A C q q — DG  p p)  >=  BBjj 

4 A C — BB  4 DG  — EE 

— EE pp,  ou  — «Ainfi 

PP  qq 

toutes  les  fois  que  le  rapport  des  confiantes  p , q , A, 
B,  C,  D,  E,  G fera  tel  qu’il  en  réfultera  l'équation 

3ue  nous  venons  de  trouver,  l’éauation  différentielle, 
ont  on  vient  de  parler  , fera  in(jfc>rable,  en  la  mul- 
tipliant par  le  faaeur  M de  la  forme  dont  il  eft  ici 
quellion. 

• . , . d x dy 

2S6.  Passons  maintenant  a l’equation  • ^ ^ 

==  o , & foit  fuppofé  le  multiplicateur  qui  peut  la 
rendre  intégrable  ==  M = py/  X + q\/Y  } de  ma- 

. , qd x\/  Y 

niere  que  l’équation  pdx  H-  qdy  -f- ^/X~ 

/*  dy  \/  X 

— ~Ÿ — — o,  foit  intégrable.  Suppofons  que  les 

deux  membres  , celui  qui  ne  renferme  aucun  radical , 
& celui  qui  eft  affeélé  de  radicaux  foient  intégrables 
chacun  féparément  ; donc  pour  le  premier  membre  ou 

aura  = ( ~*)  • Je  fuppofe  enfuite  que  l’intégrale 

du  fécond  membre  eft  ==■  2 V V X Y.  Différenciant  cette 
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quantité  , en  failant  varier  x , &c  l'égalant  enfuite  à 
Çdxy/Y  ■ /({V  dX 

.on  mmm  * ~lX  -77  J + v77i 

différenciant  la  meme  quantité  , en  faifant  varier  y 

» . » • P d y v/  X 

& égalant  la  différentielle  à — —y — , on  trouvera 

p — iY  ■+■  V.  ~ • Si  l'on  différencie  les  va- 

leurs de  p & de  q,  & qu’on  fubftitue  les  réfultats 


dans  1 équation  ( — )=  — ),  on  aura  2 Y (— ) + 

jiY  f dv^  ,,  dd Y /ddv,  ,dX 

dy  \dy)-hy-7r-lX\7^J  + ~ixx 
fdVx  ddX 

x J ■+■  v (A).  Maintenant  par  la  nature  de  la 

fonélion  de  * &r  y à laquelle  on  égalera  V,  on  tâchera 
de  déterminer  les  valeurs  convenables  de  X & de  Y. 

Stippofons  V = x , dans  ce  cas  très-finiple  toutes 
les  différentielles  de  V,  indiquées  dans  l’équation 

, . „ „ dd  Y ddX- 

A , s évanouiront  , & 1 on  aura  - = 

' c y 1 d x1 

égalité  qui  ne  peut  fubfifter  qu'autant  que  l’un  & l’autre 
membre  feroit  égal,  féparément* , à une  confiante  que  je 
ferai  = in;  d’où  je  conclus  que  X = * * -|-  b x c , 

d Y 

&-![  = ayy  gy  ■+•  e , & de-là  p — -7—  = 2 ay 

, _dX  • y 

g t oc  q — . = i a x -h  l>  ■ donc  l’intégrale  com- 

porte eft  laxy  -i-gx  + iy  4.  2V/XY  = C confiante. 

Ainli  l’équation  — — — H — 

, y (û  X x-A-o  XmJrmC  ) \/ ( ay  y -+~  f>y  e ) 

==  o eft  rendue  intégrable  par  le  moyen  du  multiplicateur 
M ==(lay-\-g)\/(axx-ï-t>x-\-c  ) -f-  f 1 a x -+■  t>  ) X 
V (ayy-+-gy-he)i  & alors  fon  intégrale  complexe 
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eft  xaxy  + £*+  b y ■+-  zV[(a**  + éx-E-c)* 

(ayy-^-gy-tr')]  = C,  ou  en  ôtant  le  radical,  C C 

— iC(iaxy-+-gx-hby')  = (^ae—  g g ) X X -t- 
(4  ac  — b b)  y y -f-  4 b ex  -f-  4 cgy  + 4 ce. 

En  donnant  d’autres  valeurs  à V , en  faifant  V = 
1 

«r — : — r — ; -7 , par  exemple , cette  fuppolïtion  don- 

(a-\-  b x -4-cy  ) 1 r 

netoit  d’autres  valeurs  pour  X & Y , mais  nous  ne 
propofons  pas  d’épuifer  cette  matière. 

d x 

287.  Revenons  à l'équation  différentielle  —jTr 

à y 

4-  = o & faifons  le  multiplicateur  M = 

• > , t p d X 

P + ? V X Y , afin  d'avoir  l’équation  intégrable  —pp 

V -X. 

p d y 

-4-  q d y V X -f*  y'ÿ’  ^ *V  Y = o ( A ).  Suppo- 

fons  que  les  deux  premiers  termes  pris  enfemble  for- 
ment une  formule  intégrable , dont  l’intégrale  foit  =s 
îR\/X,  tandis  que  les  termes  rcftans  formeront  une 
formule  dont  l’intégrale  foit  = im\/  Y •,  de  maniéré 
que  l’intégrale  complette  foit  repréfentée  par  l’équa- 
tion zR-i/X  -(-  im\/Y  = G.  Différenciant  la 

première  intégrale,  & égalant  au  premier  terme  ~rf, 

V X 

les  termes  affeétés  de  dx , & à qàyy/  Y le  terme 

. ^ ^ 

affedé  de  dy  , on  trouvera  aifément  p — — + 

/d  R\  /t/R\ 

iX  > î — 2,  J.  Comparant  la  différen- 

tielle de  la  fécondé  intégrale  avec  les  deux  derniers 

d Y 

termes  de  l’équation  (A)  , on  aura  p — m — .-+* 

y d m\ 
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2 Y CyJ'  11  n‘el1  P“  "on  plus  difficile  de  voir 

(£)•**  (£)-(£V. 

qu’on  vnsnt  4 ' 


Prenons  R 

x 


■h  6 X y ■+•  c x xy  y 
la  — * c x x y y 


a-^-bxy  -f-  cxxyy 

» nous  aurons  ç .= 

ydX 


~ & m — • 


7&/>. 


» > on  a auflî  ^ — ; 


(a  -(-  ixy  -+-  cxxyy) 
xd  Y 


■X  xx  ( b- f- 1 e.*y  ) 


Jy  ( a + b Xy  _ji  c ^ Xy  y ) ( a -hbxy  -}-  cxxyy  ) 1* 

Donc  on  aura  (a  + bxy-t-  cxxyy)  *.  p 
ydX  J J ' * 

17'  («+**y  + C**yjr)-2yjX.  (J-h*e*y) 
xd  Y 

77*  r + ‘**yy)  — a a?  * Y (b  4- 

2 e : * y > > équation  que  j’appellerai  (H  ). 

Suppofons  X — A*4-4_zBv3_l.  r%  i . .r. 

£.rs  d:eeXfU5xUaY  d/y2  1,c7q“ï°n 

1 JmL?r  ars  égaIé,Ies  te™«  qui  Contiennent 

l c ’/U1CeS  dans  les  deux  mem- 

fc,lrdc  * itlîiat,°n  » i1  r,eftera  d'un  «té  *D«y  & de 

Tornfr  mm°  “D  “ f'"  f"PP“r“ 

K 
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alors  on  a — 2eCx5y54-4<tAx?y  4e  E *y 5 

2.  a C x y — — 2 c C'  a;  5y  5 -4-  4 a A xy  — 4 c H,  x-y 
2 a C'a:  y.  Egalant  les  termes  qui  contiennent  les 
mes  variables  avec  les  mêmes  expalans  , nous 


_ a — t.  — c,  . 

aurons  C = C'  ; “ — ^ — ~~KT 1 ce  ^U1  “onne 

— a 

A'  E'  = A E } on  aura  encore  E'  = — — • A & E = 


_ fl  „ a A' 

> • A'.  On  aura  donc  X — Ax*-+-Cxx — ~ i 

c c 

a A 

Y — A'  y 4 4-  C y y — — i & l’integrale  com- 

« ' C 

plette  de  l’équation  ~ ~ 

V (A*4  4-  Cx1 A' ) 

d y r 

— = o , fera 


4-  ~ 


(A  'y  4 4-  C y y — — A) 
J(a*4+C**-7A')4-*Y  ( A'  y 4 4- 


^-Cyy -y  A^  = G.  (a  -hcxxyy)-,  G étant  une 

confiante  introduite  par  1 intégration. 

288.  Par  les  exemples  qu’on  vient  de  rapporter  , il 
eft  évident  qu’on  peut  trouver  une  infinité  de  multi- 
plicateurs qui  rendent  une  équation  intégrable,  & cela 
en  fuppofant  que  le  multiplicateur  qu’on  a employé  a 


égaux  darô  tous  les  cas  qu’en  faifant  D — D'^ — o ; puifqae 
a cil  fuppofé  réel.  Il  refiera  encore  d'un  côté  6Bayx  , 
& de  l’autre  côté  éB'uary^ui  exigent  que  l’on  ait  B = 
B'=o.  11  refiera  aufii  d’un  côté  — tyy  i E&  — rxx  b E 
de  l’autre  qui  demandent  que  b foit s=o  j car  E & E font 
fuppofés  réels. 
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les  conditions  requifes.  On  peut  suffi  trouver  une 
infinité  d’équations  intégrables,  en  fuppofant,  qu’après 
avoir  multiplié  une  équation  différentielle  par  un 
multiplicateur  qu’on  fuppofera  convenable  , fon  inté- 
grale eft  trouvée  & exprimée  analytiquement  ; mais 
il  feroit  à fouhaiter  qu’on  inventât  les  régies  d’une 
efpece  de  nouvelle  analyfe  , pour  faire  ces  fortes  d’opé- 
rations dans  un  certain  ordre. 

Méthode  pour  trouver  dans  une  infinité  de  cas 

l’intégrale  finie  d’une  équation  quelconque  3 par 

une  feule  intégration . 

189.  La  méthode  d’intégrer,  dont  il  s’agit 
ici  , eft  fondée  fur  le  théorème  fuivant  : Une 
équation  différentielle  fie  réduit  > par  l'intégration 
à autant  d’équations  différentielles  d’un  ordre  im- 
médiatement inférieur  j que  l’ordre  de  cette  équation 
contient  d’unités  j c’efi-à-dire  que 3 m défignant  un 
nombre  entier  pofitif  3 une  équation  différentielle  de 
l’ordre  m fe  réduira  3 par  l’intégration  3 à un  nombre 
m d’équations  de  tordre  m — 1.  Ce  théorème 
fuit  évidemment  de  ce  que  nous  avons  die 
ci-deffus  ( 108  ).  Toutes  les  fois  que  ces  équa- 
tions font  différentes  entr’elles  , on  peut  , en 
les  comparant  , trouver  l’intégrable  finie  de  la 
propofée.  Si  quelques-unes  font  les  mêmes , on 
ne  peut  pas  alors  , par  une  feule  intégration  , 
parvenir  à l’intégrale  finie  cherchée.  Les  problè- 
mes fuivans  feront  connoîrre  l’artifice  & l’utilité 
de  cette  méthode. 

290.  Problème.  Intégrer  l’équation  du  fecondk 
ordre  : a1  y d dy  ■+•  b a1  dy  1 * —y1  dxl . Suppo- 
fons  que  l’intégrale  de  cette  équation  eft  ayp  dy 

K 2 
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m k 

4-  ^>yVjf  = AN  ~ dx  y N étant  fuppofée  le 
nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  eft  = 1 
( dans  tout  ce  que  nous  dirons  fur  la  méthode 
a&uelle  N aura  la  même  valeur)  , p,  n,  r,m 
étant  des  confiantes  qu’il  s’agit  de  déterminer. 
La  différentielle  de  l’intégrale  fuppofée  eft 

aypddy-\-payp.“1dyt-\-nryr~1dydx=3 
m x mn 

— . A.  N T dxx*=mypdydx  H yr  d x y 

a & 

m x 

à caufe  de  AN  T dx  — ay  p dy  n y' dx  ; 

donc  en  multipliant  par  ay  *~p  ( * ) 8c  tranf- 
pofant  , on  aura  a1  y ddy  -H  p a1  d y 1 -+- 
-\-nr  ay*”  p dy  dx — amydy  dx=mnyr~  P+Idxl, 
Comparant  maintenant  ce  réfultat  avec  l’équa- 
tion propofée,  on  trouve  a1  y ddy  = a 1y  ddy, 
ce  qui  ne  fait  rien  connoître.  On  a encore 
pa1  dy1  — b a1  dy  1 , d’oii  l’on  tire  p = b,  8C 
parce  que  la  propofée  ne  contient  aucun  terme  qui 
renferme  dydx)  8c  que  d’ailleurs  r — p eft=ij 
comme  on  va  le  faire  voir  , on  a nra — am  — o , 
ou  n r — m.  Mais  à caufe  de  m nyT~ p+  1 = y 1 , 
on  doit  avoir  r — p-\-  1 = 2 , r — p = 1 , ou 

r = p ~\-  1 = b 1 , m n = 1 8c  n — — ; 

donc  n r = — . De  plus  à caufe  de  r = b 1 
l’équation  n r = m donnera  b 1 = m 1 8C 
par  conféquent  m = ^\/  ( A i ) ; niais  « ~ > 

(+)  On  fait  cette  multiplication , afin  que  le  premier  terme 
de  la  nouvelle  équation  , qu’on  va  trouver , foit  égal  au 
premier  terme  de  la  propofée.  On  fuppofe  aufli  dx  confiant. 
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donc  n = 


Subflituanc  fucceffive- 


VO  + O 

ment  les  deux  valeurs  de  m 3c  de  n dans  Pintcgrale 
fuppofée  ci-deffus  , nous  aurons  deux  équations 
différentielles  du  premier  degré  , favoir  , ayb  dy 

xv'i  b + 1 ) 

• yb  + * dix  — A. N 


V'ib  + i) 


a dx  y 
y b + 1 d x =5 


ôc  a y b d y — • 

— xy/(b-\-  t ) 

B N a d x.  Nous  avons  mis  une 

nouvelle  confiante  B dans  la  derniere  équation, 
afin  que  l’intégrale  finie  puiffe  refermer  deux 
confiantes  arbitraires.  Retranchant  la  derniere  de 
ces  équations  de  la  première  , multipliant  par 
( b •+•  I ) , divifant  par  z d x & difpofant 
convenablement  le  réfultat , il  viendra  y b + 1 =j 
, xV'ib  4-i)  - — 

(a.N  â — B. N 7 J » 


v'V-hi) 


ouj 6 + 1 = C N 


a 

x V (b 


1)  —xy/{h~ f-i) 

DN  "a 

en  faifant  /-i±t 1>.  A =C  & = D. 

Z z 

Si  b eft  une  quantité  négative  = — g — 1 1 
on  aura  y b + 1 =y  S ; — C ( cof.  — V-I.  -j— 

\ a 

K i 


0 
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r:  ^ * V g 


*-^X)  (»)  = H.  cof.  tJU.  -4- 
, en  faifant  C — D — E & (C-bD)x 


1/  — 1 =3  F.  Si  b eft  = — 1 , on  aura  > ■ , - 

y V (*-W  ) 

r=  ob.  Dans  ce  cas  on  fuppofera  que  l’intégrale 

de  la  propofée  eft  — — = - — dx  , f étant 

une  conftante  arbitraire  ; de  en  intégrant  de  nou- 

(yy-4-  if  x) 

veau,  on  aura  cy  = N ma  » c étant 
üne  conftante  arbitraire. 

a 9 1 . Pr  ojtEME.  Intégrer  l'équation  y x1  dd y 
-f-  bx1  dy*  cyxdxdy  = ay1dx1.  Sup- 
pofons  que  l’intégrale  cherchée  eft  de  certe  forme 
yPdy  -f-  ny'x'dx  = A x‘ d x ; prenant  la 
différentielle  de  cette  intégrale  , la  multipliant 
par  y 1 ~ P x 1 ~~  r , remettant  la  valeur  de 
A x 1 d x de  difpofant  convenablement  les  ter- 
mes , il  vient  y x 1 ~~  r ddy  -f-  px  1 T dy~ 

-4-  n q yq~~e  x dyd  x — tyx~~rdydx  = (r 
— r).  ny  «—  f + 'dx  \ Si  l’on  compare  cette  équa- 
tion avec  la  propofée  , on  aura  r = — r > p=z  b » 
q — p s=  1 , ou  q = b -4-  1 ,nq  — t = c &Cn  (b -f-  I ) 
e=  c -V-  t.  O11  a auffi  n.  ( t — r ) = n t -+-  n 
x=  a y de  par  conféquent  ( t -f-  x ).  {t  -4 -c  ) 
5=  a.  ( b -f-  1 ) , d'où  l’on  tire  t = — - 

Îi±l2±y/  + ,.(*+.)]  & 


(*)  Voyez  la  première  partie  cfc  cet  Ouvrage  courbes 
tranfeendentes  ( u°.  i.  ) 
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c — i -+-  -l  \/[  ii__lll  + d(5+l)J 
= * (*  + i ) 

faifant /=  i y/  [ l ” (^"H  x)  ] j 


en 


Donc 


on  aura  t ■=. 


■X — & n 


c~  1 +/ 
i ( i -J-  i ) 

Ayant  donc  fubftitué  les  valeurs  de  p j n 3 q , 
r j t j il  viendra  deux  équations  du  premier 

degré,  favoir  ,yb  dy  -+-  z {b  _^~y ' y i+  ‘ x~  1 d * 
— (c-t-  0-+-/ 

— A.  x i d x j & y b d y — {— 

- — { c -f- 1 ) — / 

-f ! £_yi+*X — Id.V  = B.*.V  1 

*(5+0J 

Retranchant  la  fécondé  de  la  première  , mul- 
tipliant par  x Se  par  — ~r — , faifant  C =s 

A ( £-f*  t ) ,.r  c 

-J- L , D = — Se  dupofant  con- 
venablement les  termes  j on  trouvera  y h + 1 =3 

_^(OtÜI+.(4+i))] 


— Dr 


, équation 


que  je  défignerai  par  (P  ).  Lorfque  f = o , les 
deux  équations  du  premier  degré  que  nous  avons 
trouvées  ci-devant , ne  différant  que  par  les  con- 
ftantes  A Se  B , ne  peuvent  rien  faire  connoître. 
Dans  ce  cas  on  multipliera  la  première  de  ces 
c -f-  I 

équations  par  x a Se  l’intégrant  enfuite , en 

K 4 


» 


x.. .. 
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ajoutant  une  conftante  , on  trouvera  - — x — — - 

b-\- 1 i 

= A a*.  —J—  B.  Si  / eft  une  quantité  imagi- 
naire = p V — 1 & qu’on  falfe  x = 

N * , dans  ce  ças  l’intégrale  P devient  y b + 1 


I-c  / 

= * x (CN 


1-pV  — i 


— DN 


— T PV- 


équation  qui  fe  change  en  celle-ci  y 5 + 1 x % 

= C ( cof.p  £-h \é — x.fin.pf)  — D ( cof.  p? — • 
\é  — fin • Pï)  ( * )•  D’où  , en  faifant  C — D =s 

c — T 

E & ( C-J-D)  \é  — i = F,  on  tire  y 6 + 1 x ï 
— E.  cof.  p%  -+■  F .Jln.p^  = E.  cof.  p L.  ar -F- 
F.  Jin.  p L.  x ; car  de  l’équation  x = N * on 
tire  r L.  N = L.  x,  ou  ? = L.  x,  à caufe  de 
L.  N = i. 

iç>i.  Problème.  Intégrer  l'équation  du  troifeme 
degré  d 3 y a dy  d dy  — b dy  K Suppofons  que 
l’intégrale  cherchée  eft  N my  ( ddy  -J—  q dyx  ) = 
A dx  1 j prenant  la  différentielle  de  cette  intégrale 
( & faifant  attention  qu’à  caufe  de  dx  confiant , la 
différentielle  du  fécond  membre  eft  = o)  , di- 
vifant  enfuite  par  N my<  , il  viendra  d 3 y ( i q 
-4-  m ) dyd  dy  -+-  m q dy  3 = o , tranfpofant  le 
dernier  terme  de  cette  équation  , & la  compa- 
rant enfuite  avec  la  propofée,  on  trouve  a — i q 
—f—  m & — mq  — b ; donc  m a = i m q -|-  m m 
= — i b mm  y oa  m m — ma—  i b Sc  m 
a -+-  V/(ü1-f-R  b)  a -y-  g a éf-  g 

ç=  — , — & q — , en 


( * ) Voyez  la  première  partie  de  cet  Ouvrage,  çoüibej 

jranfeendantes  ( x ). 
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faifant  y1'  (a  1 -f-  8 b ) = g.  Cela  pofé  , on  aura 
.'es  deux  équations  fuivantes  du  fécond  deeré 

a + g U — *),  y 

idy  -\ dy  1 = A.N  2 d x 1 8c 

-(g-*- a). y 

dy*  = B.  N 1 dxtJ 


4 

a— -g 


ddy 

d’où , en  ôtant  la  fécondé  de  la  première , il  eft  aifé 


« • s d y 1 « a ^ s J 

üe  tirer — = N 2 dxL.  ^A.N  2 — 

— sy  \ 

B.  N » / , équation  que  nous  désignerons  par 

P , 8c  qu’il  eft  facile  de  réduire  au  premier  degré 

par  l’extraélion  des  racines.  En  faifant  y/  ■— 

= p , on  aura  c dy  = p d x & C-—^~  = d x , 

P 

équation  féparée  , puifque  p eft  une  fonction  de 
y 8>c  que  c eft  une  confiante. 

Si  g = o , ce  qui  arrive  lorfque  na=  — 8 b 
(par  exemple  jfitfeft  = 4&  £= — 2),  on  mul- 
tipliera la  première  des  équations  du  fécond 
degré  trouvées  ci-deflus  par  2 dy  8c  la  divifant 
— ay  a y / 

par  N 1 , il  viendra  N x \ 1 dy  d dy  ~\- 

T dy  3 ) =>  2 A dy  d xx  , dont  l’intcgrale  eft 
*y 

N x dy  1 = (2  A y -f-D)  d x1.  Si  l’on  psend 


gy 
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la  valeur  de  dy 1 dans  cette  derniere  équation 
& qu’on  l’égale  à la  valeur  d ç d y 1 prife  dans 
l’équation  P,  qu’on  divife  enfuite  par  dx1,  on 
aura  une  équation  qui  contiendra  l’intégrale 
finie  de  la  propofée. 

Si  g eft  imaginaire  & = n y'  — 1 , alors  de 

* y 

l’équation  P on  tirera  aifément  N i dy  1 =a 


en  faifant  E =■ 


— . ■ B)  & F = H fera  donc  facile 

n y — i « 


de  parvenir  à une  équation  du  premier  degré 
dans  laquelle  les  variables  feront  féparées. 


29 Remarque  I.  Ce  qu’on  vient  de  dire 
a également  lieu  pour  l’cquation  y 1 d 3 y 
dydyddy=bdyi  (A):  car  en  faifant  y = 
N * , & prenant  les  valeurs  de  y , dy,  d dy,  d }y, 
que  donne  cette  fuppofition  , divifant  enfuite  par 
N*  & fubftituant  , l’équation  A deviendra  d 5 ç 
) d%dd%  — ( b — a — x ) d%3  qui 
a la  même  forme  que  celle  dont  on  vient  de  parler. 


294.  Remarque  II.  La  difficulté  de  cette  mé- 
thode confifte  à trouver  la  forme  qu’on  doit 
donner  à l’intégrale  de  la  différentielle  propofée 
pour  que  cette  intégrale,  étant  différenciée , on 
puiffe  trouver  un  refultat  , qui  étant  comparé  d 
ia  propofée  , faffe  connoître  les  expofans  & les 
coefficients  de  cette  intégrale  : or  pour  cela  je 
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ne  crois  pas  qu’on  ait  encore  trouvé  de  méthode 
générale;  ce  n’efl:  guère  que  l’habitude  du  calcul, 
ou  le  hafard  qui  peut  faire  rencontrer  jufte. 

295;  On  peut  employer  la  même  méthode 
lorfqu’il  s’agit  de  trouver  les  conditions  nécef- 
faires  pour  qu’une  équation  d’un  ordre  fupérieur 
puilfe  être  abaidee  à un  ordre  du  moins  infé- 
rieur d’une  unité. 

2 9^-  Problème.  Dans  quel  cas  V équation 
d4y  -+-  adydiy  -f-  bddy1  c dyz  ddy=: 

J dy  4 peut  etre  abaijfee  d'un  degré  ? Soit  fuppofée 
N my  ( d J y -f-  p dy  d dy  -f-  q dy  * ) = A d x * 

I intégrale  de  la  propofée.  Ayant  pris  la  diffé- 
rentielle de  cette  intégrale  fuppofée  8c  l’ayant 
divifée  par  Nm-> , on  trouvera  aifément  d*y  -h 
( m-+-  p)  dy  dl y -f- p d dy1  -f-  ( m p ■+■  $q)X 
dy  1 d dy  = — m q dy  4.  En  comparant  cette 
équation  avec  la  propofée,  l’on  aura  a = m- f- 
P j b ===  p , c = $ q -{ - m p Sc  f = — m q ‘ 
d’ou  l’on  tire  les  deux  équations  m = a — b 
8c  m 1 b = m c -f-  $ f.  §i  dans  cette  derniere 
équation  on  fubftitue  la  valeur  de  m prife  dans 
l’avant-derniere  , il  viendra  ( a — b)  l.  A — . 

[a  — b),  c -f-  3/.  Si  cette  condition  a lieu  , la 
propofée  pourra  fe  réduire  à l’équation  du  troi-  , 
(a  — b)  y 

lieme  degré  N ( d * y -f-  b dy  d dy  -f. 

Y— a dy  >)  = A dx  K 

z97-  Problème.  Trouver  dans  quel  cas  l' équation 
générale  an  dn  y -f-  b an— 1 dn~l y d x 

*n-zdn-*ydx'- H-Rj'rf*”  =pdx\ 

P étant  une  fonclion  de  x fans  y & dx  étant 
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JuppoJc  confiant  , peut  fe  réduire  à autant  d’équa- 
tions de  l'ordre  n — 1 que  le  nombre  n contient 
d’unités.  Suppofons  que  l'intégrale  de  la  propofée 
eft  de  cerre  forme  an dn  ~ l y -\-a  an~~l  dn  ~ 1 y dx 
- \- b’  an~~t'dn~iydxx H a y dxn~  1 

t=~  d x "—1, 5c  foit  fuppofée  %=u  (s.  p—— — l-A^  , 


u étant  une  fon&ion  de  x fans  y 5c  A une 
confiante.  En  différenciant  cette  inrcgra1“  fuppo- 
fée , nous  aurons  an  dn  y -f-  a . an  ‘ dn  1 y d x 
'-t-A'a"-*  dn-lydxz -4-t \adydxn~t 


= dudxn-1  (S.  -d- A ) pdxn.  Mais 

du.dx (s.^  + A =^-»dxn~'uX 

( s.  — -+-  a)  = d-^‘idxn~\  Donc  en 
tranfpofant  la  quantité  du  d x * *“  1 Çs.  — - — h A^  » 


lui  fubflituant  enfuite  la  valeur  que  nous  venons 
de  trouver  , 5c  mettant  dans  cette  valeur  celle 
de  idxn~l  prife  de  l’intégrale  fuppofée  , on 
aura  a " d n y —4-  a . an  1 d 1 y d x —4— 
b'.  an~1  dn  y d x 1 ■+■  H a dy  dx  n~~  ' — - 


" iüL  ( andn-1y  -4-  d . an~~  1 dn~ml y dx  -H 

b'  a n~~l  dn~~  i y dx1 + H.  ay  dxn~l  ) 

= pdxn. 

Si  l’on  compare  maintenant  cette  équation 
avec  la  propofée,  on  trouvera  facilement  d dx 

. — , aAdL  s=j.  b dx  y en  égalant  les  quantités  qui 

U 
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multiplient  dn  1 y dans  les  deux  équations  5 

J /»  /sj  a d u a d u 

donc  (a  — b ) d x — ■ , ou  m dx  '=  — 

“ “ 

( en  fuppofant  m — d — ■ b ) ; donc mx  = aL.i/, 
ou  to  a;  L.  N = a.  L.  u , ou  — • L.  N ==  L.  u : ou 

a 3 

mx  m x / — fnx  \ 

u— N a ;donc^=N  a VS. N a pdx-\-Aj * 
Puifque  m = d — b , on  a a'  = m -f-  En 
continuant  la  Comparaifon  on  trouve  b'  = c - f- 
a!  { a — b)  = jri  1 -4-%rc 

1 + C 77in~  i -+-  F flî  •+•  G.  Et 

parce  que  R -f-  H ( a' — b)  eft  ==H/n-f-  R==  0 ■ 
fi  l’on  fubftitue  la  valeur  de  H , on  aura  771  n - f- 

+ H-Got  •+•  R = 0 (V). 

Suppofant  que  par  le  moyen  de  cette  équation 
on  connoilTe  toutes  les  valeurs  de  m , on  aura 

aifément  celles  de  a\  b ' H qui  feront' 

connoître  l’intégrale  fuppofée.  De  plus  , toutes 
les  fois  que  les  valeurs  de  m , que  donne  l’équa- 
tion V feront  toutes  inégales  , on  pourra  trouver 
autant  d’équations  de  l’ordre  71  — 1 que  71  con- 
tient d’unités , ainfi  le  problème  eft  réfolu. 

298.  Mais  pour  ne  lailfer  aucun  embarras 
aux  commençans,  fuppofons  que  la  propofée  foie 
du  quatrième  ordre  , & que  les  valeurs  de  tti  que 
donne  alors  l’équation  V foient  e,/,  g , i.  Si  l’on 
fubftitue  fucceflïvement  ces  valeurs  à la  place  de 
m , & qu’on  fafte  attention  que  dans  une  équa- 
tion le  coefficient  du  fécond  terme  doit,  erre 
égal  à la  fomme  des  racines  ntifes  avec  un  ligne 
- contraire,  que  celui  du  rroifieme  doit  être  égal 
a la  fomme  des  produits  des  racines  prifes  deux 


Digitized  by  Google 


i j 8 Cours  de  Mathématiques. 


à deux  , 8cc.  8c  que  pour  plus  de  commodité 
ex  — ex 

on  fa(Te  N a ^A-J-S.N  a pdxj==  Q, 

f X — f X g X 

N a ^ B — }—  S.  N a p d X ^ = R j N a ^ 

— g X i X 

^ C -4“  S . a p d x ^ - R*  & N a ^ D - [* 

— i x 

S.  N a pdx'j  — T , on  aura  les  quatre  équa- 
tions fuivantes  du  troifidfcae  ordre  : 
a*  d*  y — (/  -4-  g i)  a 3 ddydx-\-{f g — f— 
g1)  a 1 dyd  x 1 — f gi  a y d x 3 — Q.  d x 3 (*). 
a4d  ’y  — (£  + ^ + i)  a } ddydx  -j-  {e  g - h 
ei-\-  g i)  a*  dy  d x 1 — e g i a y d x 3 = R.d  x 5. 
a 4 d'y  — ( e -\-f  -+-i  ) ai  ddy  dx  -f-  ( e f -h  fi 
-\-ei)  aldydxl  — efiaydxi  ==R'.<éx3. 
a 4 d 3 y — ( e -\-f  -\-g  ) a 3 ddydx- 1-  (e  f -f- / g 
-f-  e g)  a1  d y d x1  — ef g a y d x 3 = T.  d x 3. 

Maintenant  fi  de  la  première  de  ces  équations  on 
retranche  fucceffivement  la  fécondé  , la  troifieme 
8c  la  quatrième  , on  trouvera  aifément  ( après  les 
opérations  convenables  ) les  équations. 
a 3 ddy  — ( g -4-  i ) a1  dy  dx  -4 - g i cl  y d x1 
Qdx 1 R .dx1 

^ *—T  f—‘  ‘ 

(*)  Si  l'on  veut  connoître  la  quantité  a' qui  doit  affeétcr 
le  fécond  terme , l’équation  d ==  m -f-  b = e — («-+- 
/-4-ÿ-t-i),cn  fuppofant  m = e , donnera  a'  «=  — (.  / 
-\-g  -4-  i ) ; car  è = — ( e -f-  / -f-  g -f-  i ) il  eft  aifé  de 
voir  que  la  même  fuppofmon  donne  b'  = {f g -f-  fi  -h 
gi)  , Scc. 


I 
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a*  ddy  (/-H  i ) a1  dy  dx  fi  ay  d xl  =3 
Qdx*  R'dx1 


e—g  g — e 

a i ddy  — (/-+-£  )a1dydx-Jt-fgaydx1=s 
QJ?1  , T dx*  6 J 
'-r  H : 

Cl  l wmmm  £ # 

Par  une  opération  femblable  fur  celles-ci,  on  trouve 

a 1 dy  — . i ay  d x=  - — 1_  R dx 

■ ■ 

(f— O (g—f) 

41  1 <£  J7  g a y dx  = R 

, T*'* 

' (7— *)(i— /)* 

Retranchant  la  derniere  de  ces  équations  de  la 
première,  & faifant  les  opérations  convenables, 

il  vient  uy  = • — 5 1 

(< — f)  ( « g)  (e—i)  ^ 
R R' 


</— «K/—  g)  kf—i)  {g  — e;(g—  f)(g  — 0 + 

T 

(— TH  f-/)  (z— 73’  c’eft"là  1>intégraIe  com- 
plétée & finie  de  la  propofée  dans  la  fuppofition 
que  « ==  4 & que  les  valeurs  de  m font  telles 
qu’on  l’a  fuppofé.  On  doit  faire  attention  que  R n’a 
pas  ici  la  même  lignification  que  dans  l'équation 
V ( n°.  297  ). 


299.  Problème.  Intégrer  l'équation  ddy  - f,« 
c1  y dx1  = p dx1  ( p étant  une  fonction  de  x 
fans  y & c une  confiante  )_,  à l'intégration  de 
.aquelle  fe  réduit  le  fameux  problème  des  trois  corps. 
On  a ici  72  = i,  a = i , b = o , m 1 R== 
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fji 1 _j—  c 1 = o 5 d’où  l’on  tire  m — c \/  — i ; 
donc  fuppofant  les  deux  équations  de  l’ordre 
n — i reprcfentées  par  d y ■+■  c — \.  y d x 

cx\/—i  f 

x ^ dx  , on  aura  \ s=  N ( A -f* 

— cxy/  — z x — cx\J~tf 

S.  N pdx)&i  = 'iï  \ B 

c x yf  i v ^ ; 

-4-  S.  N p dx  J ; 8c  par  un  procédé 

femblable  à celui  qu’on  a fuivi  ci-defïus  , on  trou- 
cx  V'— i . — ex  ^ — I v 

vera  y = £ N (A-l-S.N  pdx ) 

-ex  V"- 1 / c*V — * 

— N (B-f-S.N  pdx)y.zc\f — 

donc  z cy  = fjJZTi H ( A -f-  B ).  fin. 

ex  - h 2.  Jîn.  c x.  S.  cof  c x.  pdx.  — z cof.  ex. 

B - A 

S.firucx.p  d x.  Donc  en  faifant  y — - = iD,  A 

— p-  B = i C , on  aura  cy  = fn.  c x ( G -+- 

S.  cof  c x.p  dx.  ) cof.  ex  (D  -f-  S .fn.  c x. 

pdx). 

300.  Problème.  Soit  enfin  l’équation  ddy 
. — — — r=  y X l.  d x 1 , dont  on  demande  Vin - 

r X 

tégrale , en  fuppofant  que  d x ejî  confiant  & que 
X ejl  une  fonction  de  x fans  y.  Soit  fuppofée 
l’intégrale  cherchée  repréfentée  par  dy  -J-  X p y d x 
m S.  X d x 

e=  AX*N  (P).  En  différenciant  cette 


(*)  Ces  deux  points  indiquent  une  divifion. 


équation 
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cquation,  fubfhtuanr  dans  le  réfui  car , la  valeur  de  A 
• Pnfe  de  1 Ration  P , tranfpofant  & arrangeant  les 
termes , on  aura  ddy  -+-  X P dy  dx  — m X dx  dy 

?)•  X'“«  y dXdx  — 

m.  XP+'ydx\  En  comparant  les  termes  de 
cette  équation  avec  les  termes  homologues  de  la 
propofee  on  trouve  / = 9=.,,^^, 
àc  m 1 , donc  non:^ intégrale  fuppofée  fera  dy-\- 

yXdx  = AXN  j parle  moyen  de  laquelle 
nous  ne  pouvons  pas  parvenir  à l’intégrale  finie 
&c  complette  de  la  propofee.  Mais  enYuppofant 

que  l’intégrale  e&dy+nyXdx=  AX'N^* 
nous  trouverons d dy  + nXP  dy  dx  — mXdydx 

~*-*(P  — q).  XP~  «j ydXdx  — 2lX dyj== 

mnX  P + 1 y d x1.  Si  l’on  compare  cette  équa- 
tion avec  la  propofee  , on  aura  p = q = 

1 , n = m , mn  ==  1 - donc  n n = mm  = r 

f “ f=  f =*?  ± *:  De- là  viennent  les 
deux  équations^  du  premier  degré  4-  y x d x 

““  A^SNX^  & ~ = 

® ^ N ; d’où  l’on  tire  x y • — . 

S.Xdx  — S.X  dx 

AN  ' Cerre  int^rale 

contenant  deux  quantités  arbitraires  A & B eft 
complette. 

Des  trajectoires  orthogonales. 

&£LVPr0bIêmAeS  trajea°ires  orthogonales  , qui 

> JL 
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a long  - tems  exerce  la  fagacité  des  Géomètres,  peut 
fe  propofer  ainfi. 

Etant  fuppofée  une  infinité  de  lignes  M N , m qfifig. 
formées  par  une  loi  commune,  on  demande  une  ligne  BD 
qui  les  coupe  toutes  à angles  droits. 

Il  eft  vifible  que  fi  du  point  D on  abaifle  l’ordon- 
née D P perpendiculaire  fur  la  ligne  des  abcifles  A P, 
dont  l’origine  foit  fuppofée  en  A , D T fera  la  tan- 
gente & P T la  fous-tangente  de  la  ligne  MD,  qui 
eft  une  de  celles  qui  doivent  être  coupées  par  la  ligne 
cherchée  B D.  Mais  P T eft  la  fous-normale  de  B D , 
Sc  P b en  eft  la  fous -tangente.  Ayant  mené  L>n  = Pp 
— dx  parallèle  à la  ligne  des  abcifles  , je  fais  P D 
^ y „N'==  dy'  i mais  je  fais  nq  (différentielle  de 
l’ordonnée  par  rapport  à la  fecante  ) = — (y-  Main- 
tenant parce  D n eft  une  perpendiculaire  abaiffee  du 
Commet  de  l’angle  droit  D du  triangle  re&angle  ND? 
fur  l'hypothenufe  N ? , on  a dy  : dx  : : dx  : — dy  ; 
d x 1 

donc  dy'  = — — * Cela  pofé , on  pourra  chercher 

l’expreflionde  la  fous-normale  PT  de  la  fecante,  laquelle 

pera  __  __  , parce  qu’elle  eft  négative  par  rapport 

d x 

à la  fous-tangente  P T , 8c  qu’elle  eft  prife  en  allant  vers 
l’origine  A des  x:  Egalez  cette  expreflion  avec  celle 
de  la  fous-tangente  P T , ayant  foin  d’exprimer  celle-ci 
en  x 8c  y , de  maniéré  que  le  paramètre  p de  la  courbe 
M D • ne  s’y  trouve  pas  , 8c  vous  aurez  l’équation 
cherchée  : ou  bien  cherchez  la  valeur  d edy'  que  ie 
fuppofe  = M dx,  chaflez  p de  M par  le  moyen  de 
l’ équation  de  la  courbe  qui  doit  être  coupée  8c  faites 


enfuite  M dx  = — ~~7~  > cette  équation  donnera  celle 

d V 


à y 


de  la  courbe.  Le  paramètre  p eft  une  ligne  confiante 
dans  chaque  courbe  , mais  qui  varie  d’une  courbe  à 
l’autre  ; de  maniéré  que  p n’eft  pas  le  meme  pour  m q 
8c  pour  M D.  Mais  fi  ces  deux  courbes  ne  different 
qu’infiniment  peu  l’une  de  l’autre , ie  paramètre  de  D M 
fera  =p  -J-  dp , celui  de  mq  étant  ==p. 
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. 3°z-  Problème.  Suppçfant  que  les  courbes  A q 
AU  , tic.  (fig.  1.)  repréfentent  une  infinité  de  parabo- 

m 1“',  aUnt  même  (ommet  » & dont  équation  fait 
P,  x , °7  y " » P *tant  un  paramétré  qui  varie 
a une  parabole  a l autre  , on  demande  la  nature  de  la 
courbe  B q D qui  les  coupe  toutes  à angles  droits. 

A, lfére"ci?  5et«£quati°n  en  regardant  p comme 
onltant  , & i ai  p 1 d x = m y m ~ 1 d y ■ Jonc 


& j’ai  p 

d ' = -CHdx- 

y my  m~ 1 

— my  m~  1 d x. 


1 dx 
— dx 


dy 


Donc  pm  — > 


dy 
* m — I y 


Mais  par  la  nature  des  paraboles 

— my  m~'  dx 


' - “T •'  d»»C  — = — 

<j=—  mxdx,  & en  intégrant  y 1 = ( A 1 — x 1 ) 

équation  a l’ellipfe  d’AppolIonius  qu’on  pourra  con- 
ftruire  amfi  : ayant  pris  A B = A , conftante  arbi- 
traire , menez  la  normale  A a — A \/  m , & par  le 
moyen  des  deux  demi -axes  AB,  A a,  décrivez  l’el- 

ap,’  cettc  50Urbe  coupera  toutes  les  paraboles 
A q , AD,  &c.  à angles  droits. 

Remarque.  Nous  n’avons  pas  égalé  explicitement 
la  fous-tangente  1 T des  paraboles  avec  l’expreflion  de 
la  fous-normale  de  la  maniéré  dont  on  l'a  dit  ci-deflus> 
mais  on  auroit  trouve  la  même  chofe  par  cette  méthode 
car  la  fous-tangente  des  paraboles  ell  «ï,  donc  en  fai- 
, y d y 

lant  mx  , on  aura^  = — mx dx  comme 

auparavant. 

a OKI  *>ROBlEME-  Soit  fuppofé  une  infinité  de  cercles 
•A  D IN  qui  aient  un  même  fommet  A , mais  différent  dia- 
mètres A N ^ — X p ( fig.  3 ) , ou  demande  la  courbe  qui  les 
coupe  tous  à angles  droits.  L’équation  des  cerles  fera 
ipx  xx  — y 1 , dont  la  différentielle  (en  regardant / 
P comme  conltant  ) donne  pdx  — xpx  = ydy'-f 

pdx  —xdx  — dx 1 . xl-^yl 

~ ■ = dy  «*=  — --- — ; mais  p = — : s 

y dy  e t x 

L z 
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par  la  nature  du  cercle  ; donc  en  fubftituant , multi- 
pliant par  y , divifant  par  d x , réduifant  les  fra&ions 


a 


leur  plus  fimple  expreflion , il  viendra 


x dy 


y1  dy 

1 x 


x dy  —■ — y dx,  OU  dy 


X X dy ly  x dx 

y y 


; donc 


en  intégrant , y=  A — — , ou  **  = A y — y y , équa- 
tion au  cercle  qu’on  conftruit  ainfi  : ayant  élevé  une 
perpendiculaire  An  à l’extrémité  A du  diamètre  AN, 
prenez  A a à volonté  pour  diamètre , fcc  décrivez  le 
demi-cerde  A D a qui  coupera  les  cercles  propofés  à 
angles  droits 

La  méthode,  dont  on  vient  de  parler  eft  générale 
lorfque  les  courbes  qui  doivent  être  coupées  font  al- 
gébriques j mais  elle  réuflit  rarement  fi  elles  font 
tranfcendantes , parce  qu’il  eft  rare  qu’on  puifle  alors 
exprimer  p en  x & y. 


504.  PROBLEME.  Soit  n/nH  Xfig-  4- ) une  demi-cyclo'ide 
dont  te  cercle  générateur  ait  un  diamètre  = 2 a , fi  on 
prend  les  abcijfes  H P = x fur  la  tangente  H n , & quon 
fjJJe  P m ( parallèle  d AH)  — p , f équation  de  la  cy - 

V{  t ? 

Suppofons  maintenant  qu'on  décrive  une  infinité  de  courbes 
N M , dont  les  ordonnées  P D — y foient  réciproques  à 


(*)  On  peut  démontrer  cette  propriété  par  la  Géomé- 
trie Elémentaire  ; car  fi  du  point  D on  mène  les  rayons 
De,  DC  aux  centres  des  cercles,  & qu’on  tire  c C , les 
triangles  C D c , C A c auront  tous  leurs  côtés  égaux , 
à caufe  de  C D = CA  & de  At  = De  , donc  ces 
triangles  font  équiatigles  ; donc  l’angle  C D c eft  ==  C A c ; 
mais  celui-ci  eu  droit , donc  Tautre  l’eft  aulfi  ; donc  CD 
eft  tangente  du  demi-cercle  ADa  & cD  tangente  du  de- 
mi-cercle ADN»  ainfi  ces  demi-cercles  fe  coupent  à angles 
droits. 

(**)  Voyez  la  feftion  précédente,  n®.  ij. 
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% , de  maniéré  que  ton  ait  y — , ou  j £ = p p , on 

{ • 

demande  la  courbe  B D qui  coupe  toutes  ces  transcendantes 
MN  a angles  droits . 

Différenciant  l’équation  de  la  courbe  MN  , en  re- 


— P 

gardant  p comme  confiant,  on  trouve  dy'  = — 


— yd?  — yd  ? 

— , à caufe  de  pp  — y 7;  donc  — - — — 


dy'  = 


— dx 1 — d%  1 ( 1 a — 1) 


, en  fubftituant 


dy  ? d y 

la  valeur  de  dx , prife  de  l’équation  de  la  cycloïde , 


Ikydy  =>  ladf  — ~~  = A.  a -H  la  f 

Donc  y = V (*■•  A a -(-  4 22  — î?)>  donc  fi  on  pro- 
longe Pm  jufques  en  D,  de  maniéré  que  PD  foit  ==» 
VC z.  A £24-44 1 — ^1),  le  point  D appartiendra  à la  courbe 
cherchée.  Mais  parce  qu’on  peut  prendre  la  confiante 
A arbitrairement  , il  y a une  infinité  de  lignes  B D 
qui  ont  la  même  propriété. 

Nous  allons  maintenant  traiter  le  problème  des  tra- 
jectoires orthogonales  d’une  autre  màniere. 

305.  Puisque  les  lignes  «j,  MN  ( fig.  r.  ) qui 
doivent  être  coupées,  font  repréfentées  par  une  équa- 
tion commune  ; cette  équation  doit  contenir  non-feule- 
ment * & y,  mais  encore  un  paramètre  p , qui  pour  la 
même  courbe  M N doit  être  invariable' , & qui  en 
changeant  de  valeur , doit  repréfenter  les  autres  cour- 
bes. Cette  équation  , étant  différenciée  , en  faifanc 
aufli  varier  p , fera  de  cette  forme  « dy  — M^x  -f* 
N dp.  Ainfi  pour  la  même  courbe  MN  l’on  aura  dp 
d y M y d y 

= o & — — =*=»  — ; donc  la  fous-normale  P b =*=  — . — * 

d x n dx 


My 

fera  = — — • Mais  P l eft  la  fous-tangente  de  la  courbe 

fecante  B D ; donc  en  retenant  pour  cette  courbe  les 

L 3 
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mêmes  coordonnées  A P = * & PD  = y,  fa  fous- 
y d x — M y 

tangente  — — fera  ==>  — , on  met  le  ligne  — , 

y *,  M*y  , .... 

parce  que  la  fous  normale étant  pofitive , puifqu’elle 


eft  prife  en  s’éloignant  de  l’origine  A des  abcifTes,  la 
fous-tangente  PA  doit  être  négative , parce  qu’on  la  prend 
contre  l’ufage  ordinaire,  félon  lequel  la  fous-normale 
étant  fituée  dans  un  fens , la  fous-tangente  eft  fïtuée 
dans  un  fens  oppofé.  Cela  pofé,  l’on  aura  l’équation 


y d x — M y 

~2 — — — - — , ounydx-|-Mydy=o  (B).  Ainfi 


en  faifai^t^  variable,  l’équation  des  lignes  qui  doivent 
être  coupées  , étant  fuppofée  rcpréfentée  par  ( A ) 
n</y  = M<ix-f-N<//>,  V équation  de  la  courbe  fe- 
cante  fera  ndx  -+-  M y d y = o.  Mais  il  eft  vifiblc 
que  pour  pouvoir  intégrer  cette  derniere,  il  eft  nécef- 
faire  que  ni  M , ni  n ne  contiennent  pas  p que  nous 
regardons  comme  variable  ; il  faut  donc  faire  en  forte 
de  chafler  p par  le  moyen  de  l’équation  A , fi  cela 
eft  poflible. 

Si  l’équation  des  courbes  qui  doivent  être  coupées 
eft  telle  que  p puifle  être  déterminé  par  une  fondion 
de  x & de  y à laquelle  on  puiffe  l’égaler,  cette  équa- 
rion  aura  cette  forme  <//>  = Pdx-f-Qdy,  P&  Q 
étant  des  fondions  de  x & de  y fans  p.  En  comparant 
cette  équation  avec  l’équation  A,  on  trouve  «=Q, 
M = — P &:  N = i ; donc  l'équation  B des  trajec- 
toires fera  Q dx  — P dy  = o,  équation  qui  ne 
contiendra  que  deux  variables  x & y,  & qu’on  tâchera 
d’intégrer  par  quelqu’une  des  méthodes  ci-defius. 

Si  l’équation  des  courbes  qui  doivent  être  coupées 
eft  telle  que  y foit  égal  à une  fondion  de  x 8c  de  py 
de  maniéré  que  fa  différencielle  donne  dy  — P dx  -+- 
R dp  ; P & R étant  des  fondions  de  x 8c  de  p fans 
y , alors  à caufe  de  n = i , M = P,  N = R , l’équa- 
tion des  traiedoires  fera  dx  -+-  P dy  = o,  qui  à caufe 
de  <fy  = Pdx  -+-  R^p,  peut  acquérir  cette  forme: 
(T  •+-  P P ) dx  -j-  P R d p — o,  équation  qui  ne  ren- 
ferme que  deux  variables  x & p. 

Si  l’équation  des  courbes  qui  doivent  être  coupées. 


Digitized  by  Google 


Calcul  inte'gral.  157 


étant  différenciée,  peut  acquérir  5a  forme  dx  = Qdy 
-+-Rrfp,Q&R  étant  des  fonctions  de  y Sc  de  p fans 
x ; dans  ce  cas  à caufe  de  n=Q,M  = i,&N  = 
• — R , l'équation  des  trajectoires  fera  Qdx  -+-  d y = o, 
qui  à caufe  de  dx  — Q_d  y -+-  R^p  , deviendra 
( 1 +QQ)  dy  -j-  QR dp  = 0,  équation  qui  ne  ren- 
ferme pas  x.  ' 

Toutes  les  fois  donc  que  des  trois  quantités  p , x ,y , 
l’une  peut  être  exprimée  par  les  deux  autres  de  la 
maniéré  qu’on  vient  de  le  aire,  l'invention  des  trajec- 
toires fe  réduit  à l’intégration  d’une  équation  à deux 
variables  ; mais  les  fondions  de  deux  quantités  qui 
déterminent  la  troifieme  , doivent  être  explicites , & 
cela  qu’elles  foient  algébriques  ou  tranfcendantes  : car 
fi  ces  fondions  renferment  des  formules  intégrales  , 
dan^ce  cas  les  équations  trouvées  ne  font  d'aucun 
ufa™,  à moins  qu’on  ne  puifle  faire  difparoître  les 
formules  intégrales  dont  elles  font  embarralfées.  Comme, 
par  exemple , fi  l'équation  des  courbes  qui  doivent  être 
coupées,  étoit  y — S.  V d x , V étant  une  fondion  de 
x Sc  de  p,  Sc  p étant  regardé  comme  confiant  dans 
l’intégrale  j alors  au  lieu  de  dy  = P dx-+-  R dp  , on  aura 
dy  — P dx  — Vdx  ( parce  que  d p eft  fuppofé  = o ) > 
mais  en  regardant  enfuite  p comme  variable,  on  doit 

/dVs 

avoir  (voyez  le  n°.  zzy.  ) R = S. dx  {"JJ  )>  équa- 
tion dans  laquelle  on  regarde  x feul  comme  variable; 
& alors  l’équation  des  tra jedoires  devient  ( 1 -+-  V V)  d x 
/dV\ 

-+-  V dp  S.  dx  y ==  o , équation  qu’on  ne  peut 

réfoudre  dans  tous  les  cas  par  aucune  méthode  connue. 
Si  nous  fuppofons  que  le  multiplicateur  M , qui 

p’ .. 

peut  rendre  cette  formule  intégrable,  eft  = ~y , p'  étant 
une  fondion  de  p fans  x ni  y , notre  équation  devien- 

p'  d x ( i.+  V V)  ‘ /dV\ 

dra y -\-dpS.p'  dx  y-y  J = o (A), 

à caufe  que  dans  l’intégrale  indiquée  on  regarde  x feul 
comme  variable.  Suppofons  maintenant  que  l’intégrale 

h 4 
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du  fécond  membre  de  la  derniere  équation  eft  de  cette 
«a1  je  ( i — V V ) ( 

forme  S.  ; — ït , dans  ce  cas  l’intégrale  de 

l’équation  A fera  double  de  cette  quaptité.  Ainfi  en 
ajoutant  une  confiante  i C , & divifant  par  i , l’intégrale 
P'dx(  1-+-VV) 

de  l’équation  fera  S.  ÿ = C.  Mais  en 

différenciant  cette  intégrale  dans  la  fuppofition  de  * & 

p'  d X ( r —J-  V V)  , r j 
/variables,  on  trouve rp J-  dpb.dx. 


/variables,  on  trouve 


J =o  (*)  ( v.  len0. 125).  Donc  il 


- /<fV\  /rf.O,(n-VV)V—]\ 

fcu,iiippofcrS.f — )i 

• JdV\  ^.[É('+W)V-« \\ 

d ou  1 01  c.r ‘p{—p)-  { î 7— —)  ■ 

Maintenant  parce  que  dans  cette  derniere  équation  la 
feule  quantité  p eft  fuppofée  variable  , on  a p d V = 
/iV.(VV-i)  dp'.(  i + VV) 

ÿ-ÿ 1 ÿ , ou  ( en  mul- 
tipliant & divifant  en  même-tems  le  premier  membre 
de  l’équation  par  V V , tranfpofant  enfuite  & reduifant  ) 
■p'dV  _ ((i+VV)  , dp'  _ d V 

VV  ~dp  V 5 donC  p'  V(i  + VV) 
d V VdV  ■ 

--y  ÿÿ>&L,'=LV-iL.(i+VV) 

■f  L.Xj  en  introduifant  X fon&ion  de  x au  lieu  d’une 

V X 

confiante  ; donc  /'  = — 7— & V = 

É(i+W)  q 

* ^ p ( 1 -4—  V V ) 

(*)  En  différenciant  la  quantité — dans  la 

fuppofition  de/  fcul  variable,  il  faut  divifer  la  différentielle 
„ 1 

par  dp,  ou  la  multiplier  par-^—  , afin  d’avoir  le  multiplicateur 


de  dp  qui  doit  être  : 


/)[Ai  + vv)v-,3\. 
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V'  (XX  — pp) 
de  cette  forme 


ainfî  toutes  les  fois  que  V fera 

/ 

P 


, , v v rrr , p'  étant  une  fonc- 

tion  de  p fans  * , & X une  fonûion  de  x fans 
p , on  pourra  trouver  les  trajectoires  des  courbes 
dont  l’équation  ell  y = S.  V d x.  De  forte  que 
l’équation  des  courbes  qui  doivent  être  coupées  étant  y 

p'  d x , 

S.  —7 — 7-7 -,  l’équation  des  trajectoires  fera 


S. 


v /(xx-p'py 

XX  dx 


C , ( à caufe  de  1 + VV 


V(XX-p'p') 

XX 

7~~r~  3 & félon  les  différentes  valeurs  de 

AX  — pp 

C,  on  pourra  trouver  une  infinité  de  courbes  qui  cou- 
peront les  courbes  données  à angles  droits. 

Suppofons  que  les  coutbes  MN  , mq  C fig.  1 ) font 

p'  d x 

repréfentées  par  l’équation  y = S.  -a-- T~T\% 

V (AA  — pp) 

p variant  d’une  courbe  à l’autre.  Si  fur  l’axe  A P,  des  x, 
( l’origine  des  abciffes  étant  en  A ) , on  décrit  pour 
différentes  valeurs  déterminées  de  p ' une  infinité  de 
courbes,  telles  que  a G , fg,  en  prenant  pour  une 
certaine  valeur  de  p' , & pour  la  courbe  a G,  chaque 

X X 

ordonnée  PG  — rr  , il  efl  vifible  que 


XX.dx 


yé(XX — P'  P')  » 

/.yy  , fera  la  différentielle  .de  l’aire  de  la 

v(aX — p p ) 

courbe  a G ; fi  donc  on  prend  fur  cette  courbe  une 

XX.dx 

sire  — 1.  C = C = ,S.  ■■■;  yy —*(*)>  & qu’on 

V(AA — pp) 

(*)  Dans  ce  cas  on  doit  regarder  C comme  une  aire, 
ou  fi  on  veut  la  regarder  comme  une  ligne  , il  faut  la 
fuppofer  multipliée  par  l'unité  de  ligne  , ce  qui  rendra  C 
égal  à une  furface. 
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prolonge  G P de  maniéré  que  ‘ G P foit  = PD  , le 
point  JD  appartiendra  à la  trajeCtoire  cherchée.  De 
même  fi  fur  la  courbe  fg  décrite  par  la  même  loi  > 
mais  en  donnant  une  valeur  différente  au  paramètre  p\ 
on  prend  une  aire  = C , & qu’on  prolonge  l’ordon- 
née g p de  cette  aire  , de  maniéré  que  l’on  ait  gp  = 
p q y le  point  q fera  un  point  de  la  trajeCtoire  ; & l’on 
pourra  ae  cette  maniéré  trouver  tant  d’autres  points 
de  cette  courbe  que  l’on  voudra.  Pour  fe  convaincre  * 
que  tous  les  points  ainfi  trouvés  appartiennent  à la  tra- 
jectoire , on  n'a  qu’à  remarquer  que  toutes  fes  ordon- 

, r XX.  dx 

nees  PD.  pj  font  telles  que  l’on  a S.  vr 

V (XX— p p) 

— C (A),  tandis  que  pour  les  mêmes  ordonnées,  con- 
fidérées  comme  appartenant  aux  courbes  AIN  , mqt 

l’on  a y = S.  -■■// v v 7-7—  ( B ).  Or  ces  deux 

V l A A PP) 

équations  doivent  toujours  aller  enfemble.  Comme  C 
elt  une  quantité  arbitraire  , il  eft  vifible  qu’on  peut 
trouver  une  infinité  de  courbes  repréfentées  par  l’équa- 
tion A qui  feront  les  trajectoires  des  courbes  exprimées 
par  l’équation  B.  , 

306.  Nous  avons  vu  ci-deffus  que  l’équation  ponr 
les  courbes  qui  doivent  être  coupées  , étant  fuppofée 
n dy  = Mdx  -j-  N dp  , l’équation  des  trajeCtoires  étoit 
ndx  Mdy  = o;  donc  fi  l’équation  des  courbes 
qui  doivent  être  coupées  elt  N dy  = — Ai  dx — n dp , 
ou  N dy  •+-  Mdx  -+-nd p — o(A),  l’équation  des 
trajeCtoires  fera  Ndx  — M d y =0,  le  paramètre  q de  ces 
courbes  étant  regardé  comme  confiant  dans  cette  derniere 
équation.  Mais  fi  on  fait  auflî  varier  q , l’équation  des 
trajeCtoires  aura  néceflairement  cette  forme  K d q -f- 
N é*  — Al  dy  = o ( B.).  Ai  p dans  l’équation  À &c 
g dans  l’équation  B_  eft  donné  en  x & y , on  pourra 
donner  à ces  équations  les  formes  d p ===  M ( P d x -f- 
Q d y ) & d g = N (Qdx  — .P  dy),  M & N étant 
des  fadeurs  qui  rendent  intégrables  les  formes  Pdx-f- 
Q dy  & Qdx ■ — Pdy  ; ce  qui  étant  toujours  pofli- 
ble,  on  peut  trouver  une  infinité  de  paires  de  fyitêmes 

i • . 
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de  lignes  qui  aient  la  propriété  de  fe  couper  mutuel- 
lement à angles  droits.  Si  on  fuppofe,  par  exemple, 
P=X&Q=Y,X  étant  une  fondion  de  x fans  y , 
. & Y une  fondion  de  y fans  * , nos  équations  donne- 
ront p = S.  Xdjf  + S.  Y dy  Sc  q — S.  — • 

S.  -y-  > en  fa‘^ant  M = ar 0 y 0 = 1 & N = yy 


307.  On  peut  aufli  exprimer  les  deux  variables  x 
& y par  les  paramètres  p & q , & cela  par  le  moyen 
des  deux  équations  A & B,  defquelles  on  tirera  faci- 

n}Ad  p -J-  K N d q 

lement  les  équations  d x -+-  — MM  + N N — = 0 » 
«Ndp  — KMdj  ' 

& b -+-  " M M H-  N N = °>  qU’on  peut  ramener 
à ces  formes  plus  Amples  d*==PRdp-+-  Q T dq 
&c  dy  = PT  dp  — Q Rdj,  P,  Q , R & T défignant 
des  fondions  de  p & de  q , telles  que  ces  deux  for- 
mules foient  intégrables.  Mais  x Se  y étant  des  fonc- 
tions de  p & de  q , fi  on  confidére  fuccelfivemènt  p 
8c  q comme  variables  , la  première  des  dernières 

équations  donnera  P R = j QT  = ^ > 8c 

fa  fécondé  donnera  PT  = > QR= — (^)* 

Mais  il  eft  vifible  que  P R.  QT  — PT.  QR  = o; 


donc 


m-  (£) + o-  o 


= o , propriété 


digne  de  remarque. 

Revenons  aux  équations  d x — P R d/>  H-  Q T d 9 ; 
lî  y = lj  T dp  — QKdq  , defquelles  il  eft  aifé  de 
conclure  dx  -+-  d y \/ — 1 = ( R -I-  T 3/  — 1 ).  (V  dp 
Qd?V  — 1),  & dx  — ûfjy'— 1 = ( R — T \/ 
— 1 ).  (Pd/>4-Qd?\/~-  1 )•  Maintenant  P & Q 
étant  des  fondions  de  p & q , on  pourra  toujours 
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trouver  un  multiplicateur  M qui  rende  intégrable  la 
forme  ambiguë  P dp  rp  Qdq  V — i j de  forte  que 
l’on  aura  S.  M ( P dp  Q d g y' — i ) = ?■+-  V ^ — i , 
8c  prenant  pour  K -t-  T y'  — i une  fondtion  quelcon- 
que de  V \/  — i multipliée  par  M . l’on  aura , en 
intégrant , x-f-yy'  — i =/  ( { + V V — i ) 8c  * — 
y \/  i = F ( i — V V — i ) , / 8c  r déftgnant  des 
fondtions  quelconques  des  quantités  qui  fuivent  ces 
lettres.  Donc  , en  ajoutant  ces  équations  & retranchant 
enfuite  la  fécondé  de  la  première  , 8c  donnant  une 
autre  forme  aux  fondtions , on  pourra  repréfenter  les 
variables  x Sc  y par  les  équations  x = 4/(  j V V — 4) 

-M/ (r— V V — i ) + z v/nI  F (f -f- V V— O 

~ V-i)>&y  = + 

V V'  — i)  — V 

V y'  — i ) - — t F (a  — V \/  — i ) , qui  font  tou- 
jours réelles  quelles  que  foient  les  fondtions  défi- 
gnées  par  / 8c  F , où  il  eft  bon  de  remarquer 
que  les  équations  précédentes  ne  contiennent,  à propre- 
ment parler , que  deux  fondtions  , l'une  de  f -f-  V X 

V — i , l’autre  de  i — V s/  — i. 

Les  quantités  f 8c  V défignent  des  fondtions  de  p, 
8c  de  q,  dont  on  peut  trouver  la  nature  par  l’équation 

(77)*  w)  + ( ïj  )*  (jf)  “ 0i  car  Puif- 

qu’on  a trouvé  *4-  y y'  — 1 = / ( l 4-  V V — O 
8c  x — y y’  — 1 ■=  F ( ? — V y'  — 1 ) , on  aura  en 
différenciant: 

>•  (£)  + (&>  *-.  = [(£)  + 
O'  v-.]./(î  + vv-o. 
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Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  la  qua- 
trième 3 & la  féconde  parla  troifieme,  ajoutant  enfuite 
les  deu^Mroduits  , on  trouvera  ; 


(Jt) (Jf)'  (^)  ]'/'<r+v  V-o-F(j 


— V V'  — i ).  Mais  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion étant  = o,  le  fécond  fera  aufü  = o , ce  qui 


donne 


£>(£)- (9- (£)  = ’•- 


fonctions  ? & V doivent  donc  fatisfaire  à cette 
équation. 


30S.  Connoiss Ant  les  valeurs  de  x 8c  de_yqui  re- 
préfentent  deux  fyftêmes  de  lignes  qui  fe  coupent  à 
angles  droits,  x =t  & y = « , t & u étant  des  fonc- 
tions des  deux  paramètres  p 8c  q , telles  que  l'on  ait 
’d  t\  f du\  (d u\ 

77)  + Klj)'  (77)  = on  P'ut  faci- 

letnent  trouver  une  infinité  de  paires  de  tels  fyftêmes 
contenus  dans  les  deux  équations  fuivantes  : x *=* 
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zf(t  + u V — i)  +t/(  « — a y'  — I)  — - X 

F(r-t-“  V — i ) ■+"  z ^ 11' ^ F(*““  V—  I ) 5 y = 

— 7 • /(f+u/-  i ) J f (t  — « V 

-l)+rF(i  + « V — I ) ■+■  f F ( f — u V ~ I ) î 

formules  que  l’on  a choifies,  afin  qu’en  développant 
chaque  fondion  } les  imaginaires  fe  détruifent  d’elles- 
mêmes. 

^09.  Cis  formules  font  très-comodes  pour  la  prati- 
que : car  fuppofant  qu’en  prenant  pour  / différentes 
fondions  déterminées , la  forme  z f {t  u >/  — 1) 
+ î/(f-«V-i),  donne  T j T'  j T"  } T'", 

la  forme  V— x)  — / ( f — « V 

— - 1 ),  donnant  Vî  V';  V"}  V"'.  Les  v#urs  qui 
fatisfont  à la  queftion  feront  les  fuivantes. 

*=aT  + iT'+  CT"  -f-  D T"'  — <V  — *V' 
— AV"  — iV'", 

y = flV  + iV'  + CV"  + DVw  +«T  + ?T' 
AT"  -f-  i T"'. 


Les  lettres  a , l , C , &c.  défignant  des  coefficients 
conftans  quelconques.  On  doit  faire  attention  que  les 
valeurs  homologues  T 3c  V , , T'  & V'  } &c.  doivent 
être  formées  des  mêmes  fondions  & des  mêmes  lettres 
t & u.  Ainfi  fi  / & F défignçnt  la  puiffance  1 , on  aura 
x — t — u & y = u -J-  t. 

Les  valeurs  les  plus  .fimples  qu’on  peut  former  par 
les  quantités  t & u , en  fubllituant  des  puiffances  au 
lieu  de  / & de  F , font  telles  qu’on  le  voit  ici. 


T = t 
V *=  u 


T = 1 1 — u u 
V = z t u 
T = r 4 — 6 1 1 u u -J-  k4 

V = 4t}  u — «î 


T = t i — 3 f u u 
V = 3 r r u — «J 

Sec. 
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Et  pour  les  puiftances  négatives  , 


T = 


V — 


t 

U 

t 1 H-  u 1 


t*  — ux 

T 

t * — t tu  1 

v«=  *'* 

~ (r1+«l)3 
3 t 1 u — u i 

T = 
V = 


t 4 — 6 t 1 u'L  u + 
(r 1 -t-a'1)  * 

4 t i U 4 t U 3 

(î‘+«1)4 


&C. 


Ainfi  toute  la  difficulté  confifte  à trouver  pour  t 8c  u 
des  fondions  de  p 8c  de  y,  telles  que  l’on  ait 


f^v  (iL\  , ) 

'dp  ) \dq)  ' \dpj  \dq  J 


o (A). 


310.  Supposant  t — p 8c  u = q , ces  fuppofitions 


fatisfont  à l’équation  A , puifque  alors  ^ = o 8c 
Ç — o •,  8c  l’on  a les  formules  x = ap  — eq  8c 


y = a q -{-  e p ; 8c  en  éliminant  premièrement  <j  8c 
enfuite  p,  les  deux  fyftêmes  de  lignes  feront  repréfen- 
tés  par  les  équations  a x -t-  ej  — ( a 1 e 1 ) p & 
a y — ex  = (ttl  e1)  q , qui  repréfentent  une  infinité 
de  droites  parallèles , telles  que  chacune  coupe  à angles 
droits  les  lignes  de  l’autre  fyftême. 

Suppofons  en  fécond  lieu  T = r 1 — u 1 8c  V = 
it  u ; d’où  , en  mettant  * au  lieu  de  T,  y au  lieu  de 
V , p au  lieu  de  t , & q au  lieu  de  u , on  tire  x as 
p1  — ql8cy=j-ipq;  & parce  = 

p 1 -4-  q 1 , en  éliminant  alternativement  q 8c  p\,  les 
deux  fyftêmes  des  lignes  feront  y"  =s 

i p1  8c  V,(*1-+-J'1)  — x — zql.  C’eft  pourquoi 
fi  au  lieu  de  zpl  8c  îq1,  nous  écrivons  Amplement 
p ^ q , ces  équations  donneront  y 1 = p 1 — ip  x 8c 
y1  = q1  zqx,  qui  repréfentent  deux  fyftêmes  de 
paraboles  AD,  B D (fig.  j ) décrites  du  même  foyet 
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F les  unes  allant  vers  la  droite , & les  autres  vers  la 
gauche  ; ce  qui  eft  une  belle  propriété  des  paraboles  (*). 

Suppofons  maintenant  T*=x3  i 1 u & V 

J,1  u U 5 , & formons  les  équations  * = p 5 — 

l pq1  & y=3plç— g5>  dont  la  derniere  donne 

f __  y/  g Cette  valeur  étant  fubftituée 

y—ÿqi  I ( y-hq'\ 
dans  la  première , il  vient  x — — V~ 7?  A 

Subftituant  dans  la  fécondé  la  valeur  de  q prifedans  la 


deux  fyftêmes  de  lignes  feront 

ijqx*  =y>  - i 5 7JK 1 4-48?\y  — 6455 
27Wi=- *5  — iy/*1  — 48?  « -f 64P ?. 
Ces  équations  repréfentent  des  lignes  du  troifieme  ordre 
qui  ont  la  propriété  de  fe  couper  à angles  droits. 

t _ u 

Suppofons  maintenant  T = ^ tz  u1  * 

V 

& formons  les  équations  * = , . , , & y — 


& formons  les  équations  * = pl  + ji > & y — 
» p°ur  avoir  * 1 + y x = P*-ï-q' * les  deiix 

( * ) Lorfque  les  paraboles  A D , B D ont  leurs  para- 
mètres p & ? égaux  , il  eft  aifé  de  voir  par  les  pre- 
miers élétjiers  des  frétions  coniques  que  l'ordonnée  FD 
qni  pafte  par  leur  foyer,  eft  la  même  dans  chacune  des 
paraboles  ; car  cette  ordonnée  eft  la  moitié  du  para- 
mètre : ainfi  ces'courbes  fe  rencontrent  alors  à l’extrémité 
de  cette  ordonnée.  De  plus  les  fous- tangentes  FT,  F r étant 
auflî  égales  chacune  à l’ordonnée  ï D , puifqu  elles  font 
chacune  double  de  F A = F B ( F A eft  le  quart  du  para- 
mètre  j>  ) , les  triangles,  re&angles  FDr,  F DT  font  ifoce- 
les;  ainfi  les  angles  F Dr,  F DT  font  chacun  de  4j°, 
fie  l’angle  T Dr  de  50»  j donc  &c. 

. lyitemes 
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fyftêmes  des  lignes  feront  dans  ce  cas  x = p (x 1 i) 
& y = î Changeons  la  forme  des  para- 

mètres en  écrivant  — au  lieu  de  />  & au  lieu  de 

g,  les  deux  fyftêmes  des  lignes  feront  alors  exprimés 
par  ks  équations  r'+j*  = i p x & + a 

iqy  qui  repréfentent  deux  fyftêmes  de  cercles 


Développons  aulfi  les  formes  * 
ipq 


P1  —g* 

O^  + S1)  & 


^ ^ r_j_  ^ i ^ i > nous  trouverons  * 1 , 

i • * 

1 5 de  maniéré  que  l’on  aura  — — 

y 


p1  ~ y1,  & 


,i  = Mais  à caufe  de 


I"  + »*  = 7ü 

* +V  ( JC 1 -j-x  1 ) 


■y1) 

, & 2 y 1 


, nous  trouverons  2/>J 


V(*  1 -H  y *)  — * 

x ~*~y  Ÿ * 1 -i- y* 

Ecrivons  maintenant  y , 8c  ~ au  lieu  de  zp 1 & 2y l, 

8c  les  deux  fyftêmes  des  lignes  feront  reprefentés  par 
les  équations  x1  -4-  yz  z=  px  + p i/ ( x1  -+-  y*  ) & 

X1  + y1  = ? V (**  H- y1  ) — qx  , qu'on  réduit 
à celles-ci  ( * 1 y l)i-i/>x(ïî+ = 

^ * 1 Ces  deux 
fyftêmes  de  lignes  font  donc  reprefentés  par  une  équa- 
tion commune  du  quatrième  ordre  , en  prenant  dans 
la  derniere  le  paramètre  q négativement. 

Il  eft  aifé  de  voir,  par  ce  qu’on  vient  de  dire, 
comment  on  peut  s’y  prendre  pour  trouver  tant  de  fvf- 
têmes  de  lignes  algébriques  qu’on  voudra  , dont  les 
trajectoires  foient  auflâ  des  lignes  algébriques.  Il  fuffit 
pour  cela  de  prendre  pour  t & u des  fonctions  des 
Tome  V,  2Vl 
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. / rf  t \ j dt\ 

• deux  paramètres  p Srq,  telles  que  l'on  au  v— j-  j 

4.  ( — • ( 7—)  = o ( A ) , & de  faire  x-+-  y — I 

K \dp  J \aq  / 

;=/(<+«\/*-T)  &*-;  y — I === -F  (r-~ 

u yf i),  de  la  manière  expliquée  ci-xidius.  t^ela 

fait  , tout  confiée  à trouver  les  cas  les  plus  Amples 
pour  t & u : or  le  plus  fimple  de  ces  cas  donne  r <=* 
p &c  u = q : le  cas  de  r = <j/>  -+-  i 9 & u = -f- 

g q eft  encore  fort  fimple  , & ces  cas  fourniffent  une 
ample  maillon  de  paires  de  fyftêmes  de  lignes  algébri- 
ques. Le  cas  de  r — V [/>  («-+-?)  J & a = V [9  ^~~P  )1 

mérite  d'être  obfervé.  Ce  cas  donne  (7^)*  (7^)- 

s—  i & ^ — — 5 : ainfi  il  fatisfait  à l'équa- 

tion A , & l’on  peut  en  tirer  une  infinité  de  folutions. 
Si  l’on  fuppofe  maintenant  x = t & y = « , on  a 
xl  = pa-hpqSc  y *■  = b q — p q ; 3c  à caufe  de 
x*  -{-y1  ==  p a 4-  bq , fi  l’on  prend  la  valeur  de  q 
dans  cette  derniere  équation,  & qu’on  l égale  à la  va- 
leur de  la  même  quantité  prife  dans  1 équation  x = 
p a 4.  p q ■ fi  on  prend  aufli  la.  valeur  de  p dans 
l’équation  y 1 = b q — P q ■>  8e  qu  on  ^ 1 égalé  a la 
valeur  de  la  même  lettre  , ptife  de . 1 équation  * ■ 
4 ■ylz=ap-hèq,  on  aura  les  équations 
« \ 

I.  p.(x'-i-yr)—bxt  -hap(b—p)'—o. 

II.  q (x1 -{-y1)-hay1  — b q ( a -}-  q ) = O. 

La  derniere  repréfente  une  infinité  d’ellipfes,  & la  pre- 
mière , à caufe  de  b >•  p ( *),  appartient  à une  infinité 
d’hyperboles  décrites  fur  un  axe  commun  & du  même 
centre.  Palfons  aux  courbes  dont  les  ordonnées  partent 
d’un  point. 


(*)  Autrement  l’équation  y 1 — bq  — pq  donnerait 
peur  y une  quantité  imaginaire  •=  V [ 9 — P ) ]• 
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?îl.  PROBLEME.  Soir  une  courbe  AE  ( fig.  6 ) rap- 
portée au  foyer  C , dont*  la  relation  entre  Ep  = dx 
ÇE  - î & A»  différentielle  d f Jott  donnée  par  une  équa- 
tion. Suppofons  une  infinité  d'aunes  courbes  Mm  engtnd'ées 
par  la  première  , de  manie-e  que  fes  ordonnées  C D = y 
[oient  des  fondions  algébriques  de  f & d'un  par  amine  p 
qui  varie,  dune  courte  à l'autre  , on  demanae  la  courte 
BDQ  qui  coupe  toutes  ces  lignes  à angles  droits 
Du  centre  C ayant  décrit  l’arc  infiniment  petit  D n , 
oc  faifart  CD  — y,  m n = d y ' . na  ( oui  appartient 
a la  courbe  fécante  ) = - rfv,  je  remarque  que  les 
lecteurs  C tp  , CD/z  donnent  x : y : : d x ï D n =» 


y dx 


■m  Mais  à caufe  de  l’angle  droit  «Dw;  on  a nn* 


D n : : D n : n a ; donc  d' y : * j 


r-  dy; 


donc  dy'  — — 


y 1 d x 1 
X'-dy 


Lorfque  y fera  une  fonétip» 


algébrique  de  8c  de  p , ayant  fait  la  différenciation 
dans  la  fuppofition  de  p confiant,  on  aura  dy"  en 
ï > dx  3c  p , $c  chaffant  p par  le  moyen  de  l’équatioq 
de  la  courbe  Mm,  3c  d x par  le  moyen  de  l’équation 
de  !a  courbe  A E , on  trouvera  l’équation  de  la  tra- 
jectoire en  y 8c  ç,  d où  l’on  tirera  la  valeqr  dey., 

an.  Soit  A E une  fpiraîe  logarithmique  dans  la- 
quelle , a caufe  de  l'angle  confiant  pe  E du  rayon  avec' 
h courbe  on  a p e = d p E p = d x : * ; b , ( a étanf 
le  cofinus  8c  b le  finus  de  l’angle  p e E ) ; donc  d x =s: 
b dx 

Suppofons  que  les  courbes  M N foient  repré-1 

• : l L i . 'C  -,  î • _ !..  £ ^ „ • > ,, 

fentces  par  1 équation  y = — — qui  donne  une  infinité 

de  fpirales  logarithmiques.  Afin  de  trouver  la  fécante  BD, 
je  différencie  cette  équation  , en  regardant  p domine 


confiant , pour  avoir  dj  > 


p d 1 


-j-  à 


- i mais  p 


ay  j- 
«=>  i oonç 

M z 
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y d 7 — y 1 à x 1 

d y*  =a — - 7~~z  > donc  d \ 

J ï ltdy 


— ydx 1 

î<*y 


— blyà-{1 
azidy 


en  fubftituant  la  valeur  de  dx } donc 


al  j dy  =3=  — b1  y d\.  On  peut  par  le  moyen  de  cette 
équation  déterminer  y en  y ( * ) ; mais  cherchons 
l’équation  de  la  courbe.  Suppofant  Du  = du  , on  a 
^ : y : : d x : d u,  & en  fubftituant  la  valeur  de  d*. 


b d f £ d ^ 

îl  vient  7 : y : : : d « ; donc  — 

a <2  j 

l’équation  az  \dy  ~ — bzyd\  donne 


d u 

— ; mats 

y 

b'd{ 

— — gj 


d u 

y 


ou  b d u — — ady. 


ou  ady  = — b du  , équation  à une  fpirale  logarithmi- 
que , mais  fituée  dans  une  fituation  renverfée  , & dans 
laquelle  on  a — dy  = n a : du  ==  D n b ;,a,  donc 
puifque  4 eft  le  finus  de  l’angle  CEA,  cet  angle  eft 
= a D n ; mais  a D C eft  complément  de  a D n ; donc 
l’angle  C D a eft  complément  de  C E A , ce  qui  eft 
une  propriété  remarquable.  Si  l’angle  CEA  eft  de 
4{°,  l’angle  CDB  fera  aufli  de  450  , & la  courbe 
BD  fera  une  fpirale  logarithmique  égale  à la  courbe 
A E , mais  fituée  dans  une  fituation  renverfée.  Ainfi 
une  fpirale  dont  l’angle  du  rayon  avec  la  tangente  eft 
de  450  j a la  propriété,  étant  renverfée,  de  fe  couper 
toujours  elle-même  à angles  droits.  ..  ,, 

Si  la  courbe  A E étoit  un  cercle , dans  ce  cas  l'angle, 
p E e feroit  = o , & l’on  auroit  a — o , & par  con- 
féqufent  aufli  du—  o ; ce  qui  indique  que  la  feule  ligne 


( * ) Car  on  a 

* " * 1 

b1  L.  î,  ou  y*  * ' 


a % ày  ' l*  d j 


î^i6&y==j-” 


a 1 L.  y — 
bbt 

a a 
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droite  menée  du  centre  peut  couper  une  infinité  de 
cercles  concentriques  ( car  dans  ce  cas  de  l’équation 

p ? 

y = — on  ne  peut  tirer  qu'une  infinité  de  cerclef) 

a 

à angles  droits. 

31  j.  Parlons  maintenant  des  traje&oires  récipro- 
ques. Si  la  courbe  ABC  ( fig.  7 ) tourne  autour  de 
J’axe  B R qui  la  rencontre  au  point  B , & quelle  foie 
placée  dans  une  fituation  renverfée  D BE,  de  maniéré 
que  la  partie  BE  foit  la  même  que  la  partie  BC  8c 
la  partie  B D la  même  que  la  partie  B A ; II  enfuite 
on  fait  mouvoir  la  courbe  D E parallèlement  à elle- 
même  ; de  forte  que  tous  fes  points  décrivent  des  lignes 

faralleles  à B R , 8c  que  la  courbe  foit  parvenue  en 
GH,  où  elle  coupe  AC  dans  un  point  variable  G, 
il  s'agit  de  déterminer  la  nature  de  la  courbe  ABC, 
telle  que  l’angle  de  feélion  C G H foit  toujours  le 
même  , 8c  par  conféquent  confiant  : les  courbes  qui 
ont  cette  propriété  font  appellées  trajcâoires  récipro- 
ques. Puifque  F H tombant  fur  D E , l'angle  C G H 
devient  l’angle  CBE,  8c  que  l’angle  de  leétion  efi 
confiant  ; il  efi  vifible , à caufe  de  CBR  = RBE, 
que  CG  H efi  = zCBR.  Suppofons  maintenant  que 
le  point  B étant  parvenu  en  M , on  prenne  B K = M G , 
8c  qu’on  tire  les  lignes  K P,  GI  parallèles  à BR,  il 
efi  évident  que  les  arcs  M G , B K étant  les  mêmes, 
& la  courbe  C B A , avant  de  s'émouvoir  parallèle- 
ment à BR,  n’ayant  feulement  que  tourné  autour  de 
cette  ligne , ces  arcs  doivent  avoir  la  même  inclinai- 
fon  par  rapport  aux  parallèles  entre  lefquels  ils  font 
compris  ; 8c  qu’ainfi  les  parallèles  KP,  GI  doivent 
être  également  éloignés  ae  BR.  Puifque  les  arcs  , 
dont  on  vient  de  parlçr  , font  également  inclinés  par 
rapport  aux  parallèles  K P , G I , l’angle  C K P efi  = 
H G I ; donc  en  ajoutant  de  part  8c  d’autre  l’angle 
CGI,  on  aura  CKP  + CGI=CGH  = C B E 
■=  iCBR  ; donc  les  trois  angles  CK  P,  CB  R, 
CGI  forment  une  proportion,  continue  arithmétique  ; ce  qui 
doit  aufli  s’entendre  de  ceux  qui  peuvent  leur  être  oppo- 
fés  au  fommet,  en  prolongeant  les  lignes  qui  les  for- 
ment. 

M 3 
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314.  La  propriété  démontrée  fournit  un  moyen  aifé 
de  déterminer  une  infinité  de  trajeéioires  réciproques 
qui  fe  coupent  à angles  droits.  Soit  une  courbe  1J  BQ 
(fig  8;  dont  l’axe  foit  B R,  dont  les  branches  B Q,  B r 
foient  égales  & l'emblables.  Ayant  pris  les  arcs  B F , B H 

2ue  je  fuppoferai  égaux , menez  les  lignes  F K , H G 
gales  à ces  arcs  & parallèles  à BR,  la  courbe  ABC 

3ui  pafle  par  ces  points  , 8 c tous  les  autres  déterminés 
e même  eft  une  trajectoire  réciproque,  qui  ayant, 
tourné  autour  de  l’axe  B R , & étant  placée  dans  une 
(ituation  renverfée,  & étant  enfuite  mue  parallèlement 
à BR,  fe  coupera  toujours  à angles  droits.  1°.  Je  dis 
que  l’angle  CB  R eft  de  45°  ; car  ayant  pris  l’arc  in- 
finiment petit  B p 8c  mené  pb  parallèle  à BR,  on 
aura  , par  conftruétion , B p = b p ; donc  dans  le  triangle 
ifocele  B ph  les  angles  ?Bé,  pb  B font  égaux.  Mais 
l’angle  b p B eft  égal  à fon  alterne  R Bp,  & celui  ci 
eft  droit  ( puifque  la  tangente  qu’on  pourroir  mener 
au  point  B de  la  courbe  QBP  i'eroit  perpendiculaire 
à l’axe  BR  ) ; donc  l’angle  p B b , ou  fon  égal  C BQ 
eft  demi  - droit  ; mais  O B R eft  droit  , donc  C B R 
eft  demi-droit.  Je  dis  2°.  que  les  Trois  angles  CK  F, 
C B R , B G H , ou  ayant  prolongé  HG  en  I,  CGI 
font  en  proportion  continue  arithmétique.  Qu’on  tire 
les  lignes  fk,  h g parallèles  à BR  qui  terminent-  les 
arcs  infiniment  petits  & égaux  F f,  HA,  auxquels  on 
mènera  les  parallèles  Km,  G»;  il  eft  vifible  que  les 
deux  angles  K mf  Sc  K mk  valent  deux  angles  droits  j 
mais  ce  dernier  eft  — m /"F,  & celui-ci  eft  évidem- 
ment = Q A u = A «G;  donc  les  angles  K m f -\-  A n G 
valent  deux  angles  droits.  Mais  K mf  (extérieur  au 
triangle  K«t)  = m.Ki  -f  mlK  & A «G  = n G g 
-j-  ngG;  donc  les,  quatre  angles  m K k m kK  -f 
nGp  4-  ng  G valent  deux  angles  droits.  Mais  à enufe 
des  triangles  ifoceies  K m k , G n g ( parce  que  B H — 

1 1 G = B F , A g = B A = B / & = HG  = F K),  on 

doit  avoir  n g — n G ; on  a aüflrKiB  = » k , l’angle  mKt 
<=*=m  k K 8c  n g G = n (S  Donc  les  deux  angles  m(K  + 
ngG,  ou  leurs  égaux  C K F— |— B G H valent  un  angle  droit  ; 
donc  ils  valent  2.  C B R , donc  les  trois  angles  C K F , 
C B R , B G H font  en  proportion  continue  arithmétique, 
Çç  qui  étant  la  principale  propriété  des  trajeéloires 
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réciproques  , il  eft  évident  que  la  courbe  ABC  eft 
une  trajeétoire  réciproque  , qui  étant  fituée  dans  une 
fituation  renverfée  , de  maniéré  que  la  partie  B A 
acquierre  la  lîtiiation  B a ( fig.  9.  ),  tandis  que  la  partie 
B G devient  B c , fe  coupera  toujours'  à angles  droits, 
fi  on  la  fait  mouvoir  parallèlement  à B R.  Si  la  ligne 
PBQ  (fig.  8)  eft  droite,  la  trajectoire  ABC  'fera 
aufll  une  ligne  droite. 

jiy.  De  la  propriété  démontrée  ci-deflus,  nous 
pouvons  en  tirer  une  autre  qui  nous  conduira  à une 
analyfe  expéditive.  Quelque  part  qu’on  mene  la  ligne 
IP  ( fig.  7 ; qui  faffe  avec  B R l’angle  B R P égal  à 
l'angle  CBE,  dans  lequel  la  courbe  doit  toujours  fe 
couper  elle-même,  ayant  pris  RI  = RP;  & les  infi- 
niment petites  I i = P/j  , & mené  les  lignes  PK, 
pk , IG,  ig,  parallèlement  à BR  ; ayant  de  plus 
mené  g » , K.  m parallèlement  à PI:  il  eft  vifible  que 
les  angles  K m p , g » I font  chacun  ==  B RP  = C B E ; 
de  même  les  deux  angles  Ç km  -f-  iKn:,  anfli- bien 
que  CG»  Ggn  font  égaux  à CBE;  mais  par  la 
propriété  démontrée  C k m -p  C G » , ou  C R P ■+• 
CG»  = CBE;  donc  C km  -j-  CG»  ==»  C G n -+- 
Ggn  ; & C km  — Ggn  ; mais  d’ailleurs  k m K ==» 
Gng  ; donc  les  triangles  K m k , G ng  font  fembla- 
bles , & l’on  a la  proportion  G n : n g : : K m : k m ; donc 
Gn.k  m^=n  g.  m K ==>  I P p — - — <i  x 1 = — (P/’)1  j ainfi 
lorfque  le'  reétangle  des  différentielles  des  ordonnées 
également  dillantes  de  l’ordonnée  moyenne  B R fera 
égal  au  produit  des  différentielles  des  abeilles  cor- 
refpondantes  CP,  CI  ( en  prenant  ces  différentielles 
d'égale  longueur  , l’une  avec  le  ligne  -p  & l’autre  avec 
le  ligne  — ) , la  courbe  fera  une  traje&oire  réciproque  , 
& elle  fe  coupera  fous  un  angle  B R P égal  à celui  que 
les  ordonnées  font  avec  les  abeilles. 

■H<>.  Cette  propriété  fait  voir  que.  la  loga- 
rithmique eft  une  traje&oire  réciproque.  Ce  que  je 
démontre  ainfi  : ayant  décrit  une  logarithmique  g I: 
(fig.  10),  dont  PI  foit  l’afymptote,  & uont  l’ordonnée 
B R foit  égale  à la  fous-tangente  — »,  je  prends  R I = 
RP  & les  infiniment  petites  égales  I * 8c  P/j  ; je  fais 
de  plus  Rl’^x.RP  = y.  Par  la  nature  de  la  courbe 

M + 
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...  y d x y dx 

l’on  a l’équation  a =»  — — , ou  k m = dy  = — — • 

Par  la  propriété  de  la  logarithmique  l'on  a K P : 

BR::  BR  : GI,  ou  y : a : 1 a : G I = — j donc 

y 

. ^ — a*dy  .a  dx  , 


rf.(GI) 


; mais 


nature  de  la  courbe);  donc  G«  = 


dy 

— a d x 


( par  la 


km.  G n — — dx1  = — ( P p ) 1 ■=*  — (I/)1.  Ainfi 
fi  l’on  fait  tourner  la  logarithmique# K autour  de  BR, 
& qu’on  la  falfe  enfuite  mouvoir  parallèlement  à BR 
elle  fe  coupera  toujours  fous  un  angle  B R P.  L’angle 
de  feétion  fera  droit,  aigu  ou  obtus,  félon  que  l’angle 
BR  P fera  droit,  aigu  ou  obtus. 

317.  Il  eft  aifc  de  voir  que  la  propriété  trouvée  four- 
nit un  moyen  facile  de  trouver  un  nombre  infini  d’équa- 
tions qui  appartiennent  toutes  à des  trajedoires  réci^ 
proques.  Car  il  fuffit  de  fuppofer  dy  — d x multiplié 
par  une  fraction  qui  ait  les  mêmes  termes  au  numé- 
rateur & au  dénominateur,  avec  cette  feule  différence 
que  les  puiflances  paires  doivent  être  affcétécs  du  même 
figne  ; mais  les  puiflances  impaires  doivent  avoir  des 
lignes  différens.  En  effet  fi  on  fuppofe  que  l’abciffe 
■ — x eft  égale  à l’abcifie  -f-  * , avec  la  feule  dif- 
férence que  l'une  eft  négative  & l’autre  pofitive , on 
aura  alors  dy=*= — d x multiplié  par  une  fraétion  ,dont  le 
dénominateur  fera  égal  au  numérateur  de  la  première 
fraélion  , & le  numérateur  de  la  fécondé  égal  au  dé- 
nominateur de  la  première,  ( dans  cette  derniere  hypo- 
thèfe , je  marque  la  différence  de  l’ordonnce  par  d'y). 
Ainfi  l’on  aura  dy.  d' y = — d x 1 ; donc  la  courbe  fera 
une  trajc&oirc  réciproque. 

M 

Soit  une  fraction  telle  que  fi  on  écrit  — x au  lieu 

M 

de  x , on  ait  prenez  P fraéhon  de  telle  qu'eq 
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mettant — x pour  x,  elle  refte  la  même.  Décrivez  la  courbe 

MP 

dont  les  co-ordonnées  foient  S.Pix,  & S.  dx ; 

jç  dis  qu’elle  fera  une  traje&oire  réciproque.  Prenez 
RP  = RI  ( fig.  7 ) = S.  P dx  , on  aura  P K =■ 
MPà 

S.  — ^ — ; puifque  les  intégrales  défignent , par  fup- 

pofition , les  co-ordonnées  d’une  même  courbe , R étant 
l'origine  des  abeilles.  Donc  en  changeant  x (RP)  en 

-NPJt  , 

— x (RI),  on  aura  I G = S.  > donc  le 

reélangle  des  différentielles  des  ordonnées  correfpon- 
dantes  à * & à — x fera  = — P1  dx  1 , c’eft-à-dire 
que  dy.  d'y  = — (Pp  ) 1 ; car  puifque  S.Pd*=RP, 
P dx  =P P. 

5 1 S.  Pour  trouver  tant  de  courbes  algébriques 
qu’on  voudra  qui  foient  des  trajeftoires  réciproques  , 
il  faut  faire  en  forte  que  la  fonction  P de  x 

MPi* 

rende  intégrables  les  formules  P<fx,  — , ce  qui 

en  prenant  pour  ^ une  fraftion  rationnelle  , peut  fe 

faire  de  plufieurs  manières.  Voici  un  moyen  très-facile 
de  réufftr.  Je  fais  P = M N ; donc  PJ*  = MN  dxr 

8c  — ==  MMéx;  mais  ces  formules  font  inté- 

grables algébriquement,  puifque  M &r  N font  des 
fonctions  algébriques  & entières;  donc  les  co-ordon- 
nces  de  la  courbe  cherchée  peuvent  s'obtenir  algébri- 
quement, auflî-bien  que  la  courbe  (*). 


( *)  Suppofons  dy  — 


M d x 


|5  — xi 


N 


= d x. 


«>  + ,ï! 


, P : 
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x 6 j nous  aurons  S.  P d x 


7 ti  6 x — x 7 MP 

; & S.  — — — d x = S.  M.M  d x = a 6 x — 

7 N 

t . <i 5 x 4 — f-  as  7 — (—  O (C  étant  une  confiante  arbittaire 
qu’on  peut  déterminer  à volonté  ).  Pour  conftruirc  la 
courbe  CA  ( fig.  7)  , rtlont  les  co-ordonnées  font  S.  Pdx 
& S.  M M d x , je  prends  a b = a , & faifant  b h = x , 

7 a ^x — x 7 

je  cherche  une  ligne  RP  = ( voyq-  dans  la 

7 

première  Partie  de  cet  Ouvrage  la  conflruciion  géométrique 
des  équations  ).  Sur  cette  ligne  j’ordonne  PK  = d<*  — 
f 5 * 4 • -f-  1*7  _|_C,  il  cft.  vifiblc  que  le  point  K & 
tous  les  autres  trouvés  de  cette  manière,  en  donnant  dif- 
ferentes valeurs  k b / i,  appartiendront  à la  courbe  cherchée 
dont  l’ordonnée  y = a 6 x — 4 û 5 * 4 _j_i*7  -j-C, 
x étant  b h & a étant  a b.  Si  l’on  change  le  ligne  de  RP 


pour  avoir  — RP  = RI 


-la  6 * 


■ , on  aura , en  . 


mettant  — x pour  *,  IG  = — a6  x — £ <j  3 x 4 — 
fX7+C.  . 

a -j-  x 

Soi:  encore  d y — d x. — , nous  aurons  M = a 

J a — x 

N = a — x &■  P — a x — x 1 j donc  S.  P dx  ■=> 
x 5 s a z x — • * 3 

* 1 * — ~ — = { , & S.  M M d * — 


ax  x axl  - (-  -y  -+-C=y(A)jde  forte  que  les 
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idée  de  la  maniéré  dont;  on  peut  employer  le  Calcul  inté- 
gra! dans  la  recherche  des  courbes,  nous  penfons  qu’il 
ne  fera  pas  inutile  d'ajouter  ici  la  folution  de  quelques 
autres  problèmes  affez  curieux. 

320.  PROBLEME.  Trouver  une  courbe  dans  la- 
quelle r arc  Joie  une  fonction  algébrique  X de  Cabciffe  x. 
L’élément  de  l'arc , en  fuppofant  les  ordonnées  perpen- 
diculaires aux  abciifes,  étant  — l’on 

aura  y/(dx1-\~dy1)  =»  pdx,  en  fuppofant  dX 
*=  p d x ; donc  d x1  d y 1 =»  p p dx  1 > rfy1  =• 
dx*  ( p p — l)j  dy  = dx  \f  ( pp  — i ).  Suppofons 

' , J»  ~ I i 

X = a X L pour  avoir  p d x =>  £ a x 1 dx  — b x 1 dx , 
en  faifant  \a  = b-,  donc  dy  — dx\/  ( b b x — i)8c  y = 


2 * . 

~r  (bbx  — i ) T -f-  C , équation  d’une  courbe  qui  a 

Job 

a propriété  demandée.  I!  n’eft  pas  difficile  de  déter- 
miner la  conftante  C,  puifqu’il  n’y  a qu’à  fuppofer  que 
x 8c  y deviennent  O en  même-tems. 


Si  l’on  demande  une  courbe  dont  l’arc  foir  une 
fonction  algébrique -Y  de  l’ordonnée,  on  aura  \/  (dx 
'-f-  dy  1 •)  — d Y = p à y , en  faifant  d Y = pdy  ; donc 
dx1  = p1  dy  1 — dy1  8c  dx  — dy  \/  {p  p — i ).  Si 


co-ordonnées  de  la  courbe  cherchée  , font  y & ^ , & il 
cft  facile  de  conftrtiirc  la  trajectoire.  Pour  avoir  l’équa- 
tion entre  les  R P = { & les  P K — y , je  fais  C =» 
a * 

I.  i.C= , & multipliant  l’équation  A par  5 , il 

vient  a;  3 -f-  ) ax1  -f-  3 <i 1 je  -f-  a s =*=  3 y ; d’où  je  tire . 

? ? 

x-|-a  = y,3y&*;=!  — a -h  y/  3 y.  Subltituant  cette 

3 a 1 x — x 5 

valeur  dans  l’équation  = j , il  vient 

î ï 

?ax\/iy-*ial  — ( — a-t-V^iy)  =3  £ , équa- 
tion qu’il  cft  .facile  de.  rendre  .rationnelle  parles  méthodes 
Ordinaires. 
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on  fuppofe  que  Y eft 


iy  r& 


a y , on  aura  p 

2.  2. 

dx  = dyvr  — O»  doncx  = (a  a y — i ) 1 -f-. 

3 OiCL 

C , équation  qui  réfout  le  problème. 

321.  PROBLEME.  Trouver  la  courbe  BD  rapportée  à la 
ligne  droite  A G , dans  laquelle  ayant  mené  la  tangente 
D T l'on  a toujours  D T : D F,  dans  un  rapport  donné , (i  telle 
qu'en  tirant  tnjutte  la  ligne  F G perpendiculaire  à A G,  jujquà 
la  rencontre  de  D K normale  à la  courbe  B D,  on  ait  tou~ 
jours  D K égale  au  rayon  ofculateur  R de  la  courbe  cherchée 
( fig.  il  ).  Ayant  mené  les  lignes  que  repréfente  la 
figure  , foit  A<,  ou  AE  — x , ep  = y , l’élément  p D 
de  la  courbe  — ds  , p i = — dy  ( car  x augmentant 
y diminue  ).  Les  triangles  femblables  i p D , E T D 

— y d x 

donnent  — dy  : dx  : : y : ET,=  — — — • On  a aufîi 
D T — — r — * Si  l’on  demande  que  D T foit  à 


d y 


D F : : 1 


on  aura  D F = — 


ny  à i 

dy 


Je  remarque  maintenant  que  le  triangle  reéhngle. 
F D K eft  femblable  à F T G,  & par  conféquent  à T E D ; 

donc  FD  :KD  ::  ED  : ET,  ou  — — : R : : y : 

— y d x n y d x d s 

— j : : — d y : d x.  Donc  R = — y— 7 — 5 mais 

dy  J dy 1 

— d s v 


(feélion  if,  ici.)  R = — q~. j — rr~ , je  mets 

5 dy  dd x — dxdày 

le  ligne  — parce  que  le  rayon  ofculateur  n’eft  pas  fitué 

' ny  dxds 

du  meme  côté  que  les  ordonnées.  Donc  — ’dÿ~^ — 

d s i 

- — 77 -, — 77-,  & nydydxddx — nydxlddy 

dy  ddx  — dx  ddy’  J J 
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*=  — dy1  d s1  ==  — dyzdx1  — dy  4 , équation  que 

/ n dà  x n d d y d y \ 
je  difpofe  ainfi  d x ‘ + ~ J — 

— dy*  . - . d 7 

Je  fais  le  multiplicateur  de  dx  1 = pour 

y ? 

dxzd7  dyl  ' 

avoir  ( A ) ; mais  de  la  formule  de 

l r J . 

y d x ” 

fubftitution  on  tire  ~^ÇT~  = î > donc  d x * = 
? d y * 

* * Prenant  la  racine  n &•  élevant  enfuite  au 

y 

quarré , il  vient  d x x — — — ■— - — j donc  l’équàtion  A fc 

changera  en  celle-ci , î ” d{=  — y"  'dy.  Donc 

, n A 1 : " • 

en  intégrant , ( ajoutant  une  constante  — , & mul- 


2. 

tipliant par  — j1  = A 


ou  ç 


y dx  ' 


(A'-'  -yz-n)n:1i  donc  — — (A*1*- 

j*‘T  = S&d*=±-^ JT~T~ Dans 

le  cas  de  la  figure  on  doit  donner  le  Signe  — à dy , 
parce  que  x croiffant  y diminue.  Suppofons  que  n eft 
= i ; donc  en  faifant  A — a , fon  aura  d x , 
— dy\/(a1~yz)  ' t - 

“ — , équation  de  la  traétrice. 

Les  chofes , étant  difpofées  comme  ci-deflus  , fljp- 
pofons  qu’on  demande  que  D T foit  à D F en  raifon 

donnée  de  a : b.  Faifant  ~y  =»  ~ , nous  aurons 
-tiyds 


DF  = 


dy 


-,  & nous  parviendrons  de  même  à 
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l'équation  = 


:dy(A 


* t ». y *:»)ï 


fi  a : b : : i : î , on 


au 


^ T 

dzdyv'(A-y)  __±dyV (Ay—yy) 
ira  s — z & fl  #=* 7 y 

Vy  y ' 

équation  à une  cycloïde , en  prenant  les  x fur  la  tan- 
gente au  fommet.  • ■ 

de  dy\/(y — A) 

Si  a : b : : i : — z . on  aura  d x =< 

l/  A 

d\V  K . . . 

*=  ±:  ^ ^ ■ ( en  faifant  y — ),  équation  inté- 

grable qui  appartient  à la  fécondé  parabole  cubique. 
Enfin  ( fe&ion  z , n°.  i.)  fi  — — -4-  i = — , ou  fi 

n ti 

Z/I  — z z 4 

■ = — = ou  fi  z n = 6 , ou  r =■  ? , on 

zn  n x.n  > 

pourra  intégrer  l'équation  algébriquement.  On  pourra 


àufli  intégrer  toutes  les  fois  que  — — *+-  i = 

^ n z a . 

fera  exactement  divifible  par  — S c donnera  un  nombre 

« — l 

entier  pofitif , c’eft-à-dire , toutes  les  fois  que  — - — - 


fera  un  nombre  entier  poiitif.  Donc  p-  étant  un  nombre 

.....  - - ■ t n— i 

entier  pofitif  quelconque  , fi  l’on  a — — = p , ou  n — i 

*=  z p , ou  n = 1 p-\-  i , l’on  parviendra  à une  équation 
algébrique  qui  exprimera  la  nature  de  la  courbe. 

$ZZ.  PROBLEME.  On  demande  une  courbe  BC  \fig-  IZ) 
rapportée  à un  foyer  A , dans  laquelle  ayant  mené  A Q 
perpendiculaire  à la  normale  C Q ae  la  courbe , le  rayon 
ofculateur  foit  à C Q,  en  rai  [on  donnée  de  a:  b.  Soit  C Q 
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a p ydy 

— p , on  aura  R : p : : a : b ; donc  R = ~j-  — , 


a p dp 


b A a p p 
confiante  — > — r— 
2 b 


ydy  ; donc  en  intégrant  & ajoutant  une 
èA  = y\p=  y/  1 

\ a 


) 


y à x 
d s 


( voyez i*.  feél. n°.  ioi  ).  Mais  dsz  = dxz  ■+• 

ayydx1  y/  (b  y y — b b A) 

^ ==  byy — b b A’  °nC  y/ [{a — b).y  y -}-b  b A] 

« c.  . , dy  y/  (y  y — a A ) 

= a *.  Si  <x  = 0 , 1 on  z dx  — — 


dy  V (yy  — 


V a A 

( en  faifant  y/  a A = b ) , équation 


à la  développante  d’un  cercle  dont  le  rayon  = b 
(voyez  feétion  précédente  n°.27).  Si  on  n’ajoute  point  de 
confiante  dans  l’intégration  , ou  ce  qui  revient  au  même 

• dy  V b 

fi  l’on  fuppofe  A ==  o , on  aura  d x = —y—, — . 

V (a  — b)* 

ou  dx  — c d y , ( dans  laquelle  , pour  éviter  les  ima- 
ginaires , b ne  doit  pas  être  plus  grand  que  a ).  Cette 
équation  appartient  à la  fpirale  logarithmique. 

523.  PROBLEME.  Trouver  une  courbe  rapportée  à un 
axe  dans  laquelle  le  rayon  ofculateur  eft  une  fon&ion  quel- 

b d y 

conque  de  y.  En  employant  la  formule  R 


dp  5 


nous 


, b dy 

aurons  dp  =*  & p 


b dy 

S.  — M — h*  A , mais  p 
rv  _ , 


bdx  bdx  bd  y bdx 

— -, — * Ainu  — r — =a  S.  -tt h A j donc  — ; — doit 

d s d s K.  d s 

être  une  fon&ion  de  y que  je  ferai  = x pour  avoir  x 
b dy  bdx 

— S.  -tt—  + A.  Mais  — : — — ? ; donc  b dx  = 7 ds  t 

XV  ds 
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h*  dx>  — dr*  = i1dx1  4-  I1  dy1  , & dx  =- 
z dy 

— 7-7- , équation  dans  laquelle  les  ordonnées 

V ( bb  — îî) 

font  féparées , puifque  £ eft  une  fonûion  de  y. 

514.  PROBLEME.  Quelle  eft  la  courbe  rapportée  à un 
foyer  dans  laquelle  le  rayon  ofculateur  eft  une  fontlion  dey  ? 

y dy  yd y 

Puifque  R = ~dp~ 3 nous  aurons  dp  = & 

r y a ydx . 

3 2 y.  PROBLEEME.  D'un  point  donné  A ayant  mené 
les  lignes  AB,  AC  ( fig.  13),  à la  courbe  B C , la  pre- 
mière au  point  donné  B , la  fécondé  à un  point  quelconque 
C , & tiré  les  lignes  BE  , C E perpendiculaires  a la  courbe  t 
on  demande  la  nature  de  cette  courbe  , lorfque  BAC  doit 
toujours  être  égal  h C angle  BEC.  Ayant  pris  l’arc  infi- 
niment petit  C D , je  mené  le  rayon  A D & le  rayon 
ofculateur  D Q.  Puifque  l'angle  CQD=BPD—^ 
B E C (*) , C Q D fera  la  différentielle  de  l’angle  BEC  , 
comme  C A D eft  celle  de  l'angle  BAC}  donc  en 
fuppofant  que  a — n , l’on  aura  CAD  : C Q D : : 
a : n ; mais  fi  du  point  A nous  décrivons  l’arc  C p 
■=  dx,  & que  nous  faffions  CD  = d s , le  rayon 
ofculateur  C Q = R , le  finus  total  = 1 & le 
rayon  A C de  la  courbe  — y , nous  aurons  AC  : C pu 
1 : C A D , ( on  peut,  fi  l’on  veut,  entendre  par  CAD 
la  mefure  de  cet  angle  par  un  arc  de  cercle  décrit 
C P 

avec  le  rayon  1)  = On  aura  aufli  CQD  = 

CD  d te  d s ndx  d s 

} donc  - — ; -77-  : : a : n.  ou — -5-*  Mais 

C Q -r  R a y R 

_ * » . y dsi 

R 1=  — — ' ■■  ■ - * ■ t 

d x d s 1 H-  y d y d d x — y d x d dy  , 


(*)  Car  l’angle  BE  C = PEQ  & l’ançle  B PD  exté- 
rieur au  triangle  PEQ  vaut  les  deux  intérieurs  oppofés. 

donc 
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ds  ndx  dxdsl-\-y  dyddx— y dxddy 

donc  on  aura  17-  3 — r — : . 

R a y y ds 1 


ou 


( n — a ) dx  ds1 


<a  ( dy  ddx — dxddy  ),  mais  d- 


a = 0 } donc  dy  ddx  — dx  ddy  =>  0 , ou  endivifant  par 

dyddx — dxddy  . dx 

àyx , 3 — - o 5 donc  en  intégrant , — 

d y 1 (i y 

— C , équation  à la  fpirale  logarithmique. 

526.  PROBLEME.  Suppofanc  que  le  côté  C N du  rayon 
cfc-ulateur  ( voye £ fcBion  1',  n°.  101  ) cji  une  fonction  de 
tare  A C — s , trouver  la  nature  de  la  courle  AC  (fig  14). 


d x d i 


Soit  CN  = «,  nous  aurons  u *=■  -,  , , . , , 

dy  ddx  — dxddy 

d xd  s 1 

( fech  ic,n°.  loi  ),  ou —dyddx  — dxddy 

„ d x t „ dt.dyx 

Soit  - — — — , & dyddx  — dxddy  = 


donc 


dy 
d x d s 1 


a 

dtdy1  . dx 

( A ).  Mais  1 équation  — 


t 

donne  aadx1  = t c dy  1 j ainfi 


(aa  -+-  1 1)  dx1 


1 1 


dy1  -1-  d xz  — ds1  — 
rds 


{a  a - f-  te),  dx' 


1 1 


j donc 


a d s 


= v c <!«  + ")’  & ^ y v ( a * ■+■ 1 r ) 

fubftituant  ces  valeurs  dans  l’équation  A , il  vient 


r d j 5 


adrda5 


d a 


a d t 


ou 


aa-f-rt*  « ry^a^-f-rt) 
équation  dans  laquelle  les  variables  font  réparées , 
puifque  s eft  une  fonction  de  u. 

Tome  V . N 
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,,7.  PROBLEME.  Etant  donne  un  point  A ( fig • *5  ) 
fitui  fur  une  droite  A B , donnée  de  pofition  s ‘couver  la 
courbe  M C dans  laquelle  ayant  mene  la  normale  ü ^ , on  a 
toujours  AB:BC  ::m::n,  c'efi-'a-dire  en  raijon  donnée 

Menons 


n.  t 
m 


de  m:  n.  Soit  A B — t,  l’on  aura  BC  = 

CD  perpendiculaire  à B A faifons  A D = x, 

r nn.tt 


DC  =>  Le  triangle  reûangle  B C D donnera  m m 


équation 


_ ^ 1 -H  Je)1,  d’où  l’on  tire  t 

mmx±  mV\nnx*—yy.(mm  — nn)] 

y 

mm  — n n 

que  je  défigne  par  ( B ).  Mais  la  propriété  de  la  nor- 
male donne  d x : dy  : : y : t — * , ou  ( r — x).  dx 

” n 

t=^y  dy  ; or  par  l’équation  ci-deflus , y ày=  1 d f 

n n 

_(r  — * ).(<!'—<**)  > donc  (r  — *)•  dx  = —X 

tdt~(t-x).dt-i-(t-x).dx.  Effaçant  les  termes 
qui  fe  détruifent  & tranfpofant , ( t — x ).  d t 

— tdt;  d’où  l'on  tire  )•  tdt  = xdt’ 

mm  v 7 


Cette  équation  fournit  ces  deux  autres  d t 
mm  nn  t _ X'  par  ia  première  t 


o, 

A , fub- 


m m 


ftituant  cette  valeur  dans  l’équation  B , il  vient 
mmx±m  V [nnxx  — y y-  (mm—  nn)] 

■ h n 


= A,  ou± 


m m 


m V in  nxx  — y y.  (mm  — ««)]  — (mm  — nn).  A 

— mmx}&c  en  quarrant , n.1  xl  mly.x(m  — n ) 

e=  (mm  — n n ). 1 A*  — l m. 1 ( m m — n n ).  Ax  + 
m 4 * l,  ou — m’-y.1  {mm  — nn)  — A"  (mm  — n n ) ‘ 
~=m.1  (mm  — nn).  x'  — zm*  (mm  — A*.  Si 
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l’on  divife  par  mm  ( mm  — n n) , il  viendra  — y ' ■«— 
1 ( mm  — nn ) 

=?  * 1 ■ — 2 A x;  8c  en  ajoutant  A1  de 

m in 

• nn  A' 

part  & d’autre , on  trouvera y 1 =»(*  — A)' 

* mm 

nn  A A 

= ? 1 (en  faifant  x — A = ? ) ; mais — y y — 

1 x'  mm  ’ J 


n A 


y y eft  l’équation  à un  cercle  dont  le  rayon  = 8c 

TTÎ 

J’abcifle  =s=  y ; ainlï  la  courbe  cherchée  eft  un  cercle. 

528.  PROBLEME.  Trouver  la  nature  de  la  courbe  B DG 
décrite  dans  l'angle  droit  CAB,  telle  que  chaque  tangente 
GDH,  terminée  par  les  côtés  de  L'angle  A , foie  con- 
fiante & = a ( fig.  16  ).  Du  point  de  contad  D,  je 
mène  des  parallèles  aux  côtés  de  l'angle  A , & faifant 
AE  = F D — x , ED  = AF  =y  , j'aurai  la  fous- 

_ — y d x — x dy 

tangente  E G = — 3 , F H =*  — - ( la  fous- 

d y d X > ■ 

tangente  E G a le  ligne  — , parce  que  x augmentant 

...  ^ , _ ydx  xdy — ydx 

y diminue  ).  Donc  A G = x , — = , 

dy  dy 

xdy  fx  d y — y dx\  „ ..  _ 

ah“'-7T KJ-,-)'  D«H? 

r 1 1 \ 

*=  \JT'  + ~ïp)^xiy -jàx)1  — «<*,  ou  xdy 


— yd. 


a d x 


V (dx 


! dx  dy 


dy')  ’ 


ou  X 


ydx 

dy 


V Ux'  + dy') 

— *dy 

a 

...  —iy  , 

a ^ ( oa  -b  {{  ) 


z dy 

Soit  * =*  S. , 8c  d x 


— ? d y 

• Ayant  fait  la  fubftitution,  je  trouveS.  ■ ■"*' 


Je  donne  le  ligne  -f-  au 
» 


, — .1  , v Î'  .1  L f 

dernier  terme  , parce  que  la  racine  quarrée  de  dy 

N 2 
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doit  avoir  le  ligne  — . Si  l’on  différencie  cette  équation, 
— [dy  —\dy  yd[  t aiff 
on  trouvera „ ■ 

a a a 


V dl 

ou — 


a W f 


(aa-J-ïï) 1 
D’où  l’on  tire  d i =>  o . 


(aa  -t-  il)' 

-•  Donc  i = A , & par  confé- 


.A  y 

B — — , équation  à une 


8c  y — — 

(“a  n)  1 

r-  — ^ d y 

quent  x — S.  ~ 1 

ligne  droite.  Pour  avoir  la  polition  de  cette  droite , 
il  faut  déterminer  B en  A.  Si  l’on  fubilitue  la  valeur 
de  x & de  d x que  donne  cette  équation , dans  x ==> 

ydx  a d x h y —A y 

1 y— — - — — — , on  trouvera  B — 

d y y'  ( d x -hdy 1 ) * a a 


^ V(AA  +aa) 
A a 

X = 


, ou  B = 


A a 


V (AA+aa) 


Donc 


A y. 

y'(AA-paa)  a 


T ' « ' 

Mais  biffant  la  ligne  droite  que  nous  ne  cher- 
chons pas  , examinons  ce  qui  peut  réfulter  de 

l’équation  y = -,  qui  donne  i 


(aa  + il)  1 

( -■  ‘0* 

Va  —y  / 1 • 


• L’on  aura  donc  *=  S. 


ZLi^  — 


' y 


S.  — t —*(a  3 — y 3^l;donc*  = A4-^  5 — y 5)  ** 

Afrn  de  déterminer  la  confiante  A , je  fubilitue  la  valeur 
de  * & de  d x que  donne  cette  équation  dans  x — 

pour  avoir  A ■+•  7 — 


)d*~ 

.dy 


a d x 


V O**1  + dy *)  * 
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r*)*— 7 3 («5  -y3)1  -*-« 3*  («  3 -7  *.) 

= T — y "î  ^ 1 ; équation  qui  ne  peut  être  vraie  qu’en 
fuppofant  A = 0 ; donc  l’équation  de  la  courbe  cherchée 

vît.  ji  v i,  2-1 

eft  * = T _ 7 * J 1 , ou  * 5 + y 3 = a * , équa- 
tion à une  ligne  du  fixieme  ordre. 

jzç.  PROBLEME.  On  demande  la  nature  de  la  courbe 
BDC  décrite  entre  les  côtés  de  C angle  droit  précédent , 
dans  laquelle  le  produit  A G.m  AH”  efl  confiant  6‘  = 

( xdy  —y  dx)m  + » 

a m + *.  ' L’on  aura  donc  ±:  ^ «•</*»  “ 

a m + ”,  le  ligne  4-  a lieu  fi  n eft  pair,  & le  ligne  — » 
fi  n eft  impair.  Donc  x dy  — y à x = a.  ( zL 

1 

ydx  . a.  (z£dymdx”)rn-hnm 
dy'dx")  m+n , & * = — “+  - * 7^ 

— T dy 

Faifons  comme  ci-deflus  * = S.  — - , pour  avoir 


S. 


■idy  _ — ?y 


+■ 


».  (= tdy.m^f-)  « + » 


dy 


m 


ty 

a 


a «n -+- n £n  prenant  les  diffé- 


y 

rences,  divifant  par  8c  tranfpofant,  il  vient  ~ 


m 


at 


« + « ou  ^ n * 

1 . m ■+•  n 

n3 
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2w4 • n 
! m -(-  n 


,OU?=  ( ) * 

\ m -4-  n J 


Mais  x r*=  S — - — — } donc  x = ( \ 

a \ m n / 


2 m -J—  n 

a m 

» • 

7T1  — f—  tl 

3 m 
tn  — 1“  n 


m -f-  n 
— a m dy 

• — — L.  s r 


m •+■  n 


Si  l’on  prend  cette  intégrale  fans 


ajouter  aucune  confiante  ( ce  qui  feroit  fuperflu  dans 

..  m -4-  « 

ce  cas  ) , il  viendra  x = — •( — 

n \m  -+-  n J ; 


m X 


m -t-  n 


? m ( m \m  , „ N » +n 

2.  Grarr)  x 

y m 

am  + n,  équation  qu’on  peut  facilement  réduire  à celle-ci, 
xm  y”  ==  b m + ” , qui  appartient  à une  infinité  d’hy- 
perboles. 

3 JO.  PROBLEME.  Les  mêmes  chofes  étant  fappo/ées trouver 

m - m 

la  courbe  dans  laquelle  AG  + A H = a m.  On  trouve 

gifément  l’équation  \ — ± - — 

'd y m dx' 


* ( xdy  — ydx)m 
~ a”'  j le  figne  fupérieur  a lieu  lorfque  m efl  pair  & 
l’inférieur  fi  meft  impair.  Donc  x=  S.  ^ ^ 
ad x ■ — ç y 


-t 


( dxm  ±:  dym)  » 

« 


a dy 

a? 
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am  + 1 dr 

& — idy  — — j dy  — y « ? -+- 

4à 

m 

+ i' 

(a"‘4-7m)  ~ 

m 

a m 

+ » 

OU  y = 

m — i * 

ou  a m -J—  f 

m — . 

(am  + ? 

m 

■ ( m 

m \ l 

I w 

..  û “+'  Rrr  = 

'a  m -+-  i 

— y m 1 ) 

Donç 

a'.  j 

m 

I 

y m — I 

y 771  — 1 

m m 

I 

dy  / m-+~  l m V 

f 

* = s. ==s. 

■ , V" 

— y 

<z 

I X 

m 1 

m « 

m -f-  i 

m m 

/ m + i m -t-  i\ 

m 

m -J-  i m -j-  r 

(-  -y  J 

, ou  x -t-  y 

m 

m -H  i 

a , équation  de  la  courbe  chercheç. 

N 4 
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CALCUL 

DES  VARIATIONS. 

,La  variation  d’une  quantité  eft  raccroiflement  infi- 
niment petit  qui  arrive  à cette  quantité.  Si  on  conçoit, 
par  exemple  , que  * foit  augmenté  d’une  quantité  in- 
finiment petite  que  nous  défignerons  par  v x , de  » 
maniéré  qu’il  devienne  x -+-  v.v  , n fera  la  varia- 
tion de  x.  Dans  tout  ce  que  nous  dirons  fur  le  Calcul 
des  variations,  nous  employerons  la  lettre  v pour  dé- 
signer la  variation  : ainfi  vy  défignera  la  variation  de 
y , c’eft-à-dire,  l’accroiflemenc  infiniment  petit  que  y 
eft  fuppofé  recevoir. 

C’cft  à M.  de  la  Grange,  célèbre  Mathématicien, 
que  nous  devons  les  premières  notions  du  beau  Calcul 
des  variations  , Calcul  dont  on  peut  faire  ufage  dans 
la  réfolution  des  problèmes  très-difficiles.  Mais  pour 
fixer  les  idées  , fuppofons  que  B D ( fig.  i)  repréfente 
l’ordonnée  d’une  courbe.  Si  l’on  augmente  cette  ordon- 
née d’une  quantité  D b infiniment  petite  , le  point  b 
appartiendra  à la  courbe  variée  amb  qui  différera  in- 
finiment peu  de  la  courbe  A M , pourvu  qu’on  prenne 
les  variations  ( des  ordonnées  ) infiniment  petites. 

Si  on  propofe  de  mener  du  point  A à la  courbe  CD, 
une  courbe  A M qui  foit  fufceptible  d’un  maximum  ou 
d’un  minimum  , la  courbe  variée  a m ne  différant  qu’in- 
finiment  peu  de  la  courbe  A M , lorfqu’on  fuppofera 
que  la  différence  s’évanouit  , le  point  m tombera  fur 
le  point  M , & la  variation  de  l'ordonnée  PM  fera 
= O.  A l’égard  du  point  A , il  eft  vifible  que  dans 
ce  cas  l’ordonnée  correfpondante  ne  doit  fubir  aucune 
variation.  Pour  ce  qui  regarde  l’abeifte  A B , on  doit 
lui  donner  une  variation  qui  s’accorde  avec  la  nature 
de  la  courbe  C D.  Ainfi  pour  que  le  calcul  puiffe  s’appli- 
quer à cette  variation  , il  eft  néceflaire  eue  pour  tous  les 
points  de  la  courbe  AD  fitués  entre  A&  D on  attribue  des 
variations , foit  aux  abeiffes , foit  aux  ordonnées. 

" S’il  eft  queftion  de  mener  entre  deux  courbes  don- 
nées AN,  C »,  une  courbe  N«  rjui  foit  fufceptible 
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d'un  maximum  ou  d’un  minimum  ; on  doit  auflfi  conce- 
voir des  variations  non-feulement  aux  ordonnées , mais 
encore  aux  abciffes.  Pour  nous  faire  mieux  entendre, 
fuppofons  que  lorfque  B P = x ( fig.  4)  augmente  de 
,1a  quantité  P p — dx  t l’ordonnée  P M = y devient 
= pN  + N*=*y  + i/y.  Suppofons  que  la  varia- 
tion de  BP  foit  = P g , que  celle  de  Pp  foit  = 
g D , celle  de  Bp  fera  — pD  = v { x d x)  = vx 
-|-  v dx  , tandis  que  v ( y -+-  a'y)  = v p n eft  = b m 
alors  Dot  fera  l’ordonnée  de  la  courbe  variée  , cor- 
refpondante  à l’abeille  Bp,  & à l’ordonnée  pn  de  la 
courbe  A M. 

Au  relie , après  avoir  trouvé  une  courbe  variée , on 
ne  pâlie  pas  à la  courbe  qui  feroit  la  variée  de  celle-ci  ; 
c’elt  pourquoi  dans  ce  calcul  on  ne  confidere  nulle- 
ment la  variation  de  la  variation,  ou  la  fécondé  va- 
riation , a,u  lieu  que  dans  le  calcul  différentiel  on 
confidere  la  différentielle  de  la  différentielle;  ainfi  ces 
calculs  font  bien  différens. 

Les  variations  ne  font  affu;etties  à aucune  loi  ; elles 
font  indépendantes  l’une  de  l'autre:  il  luffit  feulement 
qu’elles  foient  infiniment  petites.  L’on  peut  donc  fup- 
pofer  qu’une  feule  ordonnée  P M reçoit  une  varia- 
tion, tandis  que  les  autres  ordonnées  ne  varient  nul- 
lement/; mais  parce  que  dans  ce  cas-là  la  loi  de  con- 
tinuité feroit  violée  ( * ) , il  fera  bon  de  concevoir  que 
toutes  les  ordonnées  varient , fe  réfervant  de  fuppofer 
nulles  toutes  les  variations  , excepté  celle  dont  on  a 
befoin  , à la  fin  de  toutes  les  différenciations  &c  de 
toutes  les  intégrations  ; de  cette  maniéré  on  gardera 
du  moins  une  apparence  de  loi  de  continuité.  On  peut 
donc  fuppofer  = o , la  variation  M m ( fig.  z ) de 
l’ordonnée  d’une  courbe  quelconque  AM,  en  fuppo- 
fant  que  les  vaiiations  des  autres  ordonnées  de  la  même 
courbe  ne  font  pas  nulles. 

S’il  s’agit  d’une  courbe  à double  courbure  B M (fig.  5 ) 


(*)  C’eft  une  loi'  par  laquelle,  fi  elle  exifte  , comme 
bien  des  gens  le  prétendent,  rien  ne  fc  faic  par  faut  dans 
la  nature.  Nous  en  parlerons  dans  la  phyfique. 
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dont  les  co-ordonnées  foient  AP  = *,  PD  = y, 
DM={,  on  peut  concevoir  que  la  courbe  variée 
am  réfulte  des  variations  des  f feuls.  Mais  on  peut 
aufli  avoir  une  courbe  varice , en  faifant  varier  folt 
les  x,  foit  les  y,  féparéraent  ou  enfemble. 

Si  nous  fuppofons  que  dans  une  courbe  à lïmple 
courbure  les  valeurs  des  ordonnéées  correfpondantes 
aux  x , x à x , x -(-  i dx  , x -f-  $d  x , bzc.  foient 
refpe&ivemenc  y , y' , y"  » y’" , &c.  On  aura  par  la 
nature  des  différentielles  d.  ( v y)  — yf — y y ; d.  (vy')=> 
vy" — y y'  ; d.  (v  y")  = vy"  — v y"  ; &C.  & dd.lv  y)  = 
d (v  y'  — v y ) = d.  ( vy)  — d.\vy)  = v y"  — vy  — 
vy'  -\-  vy  = vy"  — 2vy'  -+-  v y.  ; l’on  a aufli  a5  vy 
ou  d 5 ( vy  ) = d.  ( vy"  — 2 vy  vy  ) — d.  vy"  — 
2 d.  vy'  -j-  d.  vy  = vy'"  — vy"  — 2 vy"  2 vy  -H 
v y'  — vy  ■==  vy"  — $ v y"  -f-  3 vy'  — v y , &c. 

De-là  il  fuit  que  fi  l’ordonnée  y reçoit  une  variation  , 
les  variations  des  ordonnées  y,  y",  y'",  &c.  étant  fup- 
pofées  = o , aufli  bien  que  celles  de  x , x d x , &c. 
on  aura  d.vy  ou  d(  vy  ) — — vy  ; ddvy  = -j-  v y ; 
d 3 vy  — — vy  ; d 4 vy  = -1-  vy  j & c. 

2.  Le  Calcul  des  variations  e/l  la  méthode  de  trouver 
la  variation  que  reçoit  une  exprejjion  qui  renferme  un 
nombre  quelconque  de  variables  , en  attriauant  des  varia- 
tions a une  feule  variable  , à toutes  les  variables  , ou  feu- 
lement à quelques-unes. 

Soit  V une  expreflîon  qui  renferme  les  variables  x , 
y,  Si  dans  cette  expreflîon  on  fubllitue  x -f  vx, 
y vy,  ?-+-*'?>  au  lieu  de  x,  y,  f refpedtivement, 
la  quantité  V deviendra  V',  & l’expreflion  V'  — V 
fera  la  variation  de  V.  Si  on  veut  que  la  variation  de 
x,  par  exemple,  foit  nulle,  on  fera  vx  = o.  Si  Ton 
fuppofe  nulle  la  variation  de  y,  on  fera  vy  = o. 

3.  ThÉOREME.  La  variation  - de  la  différentielle  d'une 
exprejjion  V , efi  toujours  égale  à la  différentielle  de  fa 
variation  ; cejl-à-dire  , v dV  = d.  (vV),  quelle  que  foie 
la  quantité  V , qui  tandis  qu'elle  croît  par  des  différen- 
tielles , reçoit  auffi  une  variation.  On  peut  confiderer  V 
comme  l’ordonnée  d’une  courbe  , qui  en  paflant  d’un 
point  de  cette  courbe  à un  point  infiniment  proche* 
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devient  V + d V = V' , de  jmniere  que  rfV  = V' 
— V ; donc  v d V = v ( V' — V ) = v V'  — v V.  Or 
dvV  exprime  la  différence  entre. v V'  & vV  donc 
r ( V'  — V ) = d.  v V = v.  d V (les  exprefïions  dvV  & 
d.vV  ont  la  même  valeur , ainfi  que  v rf  V & v. d V ). 

Corollaire.  Si  dans  l'équation  d.  vV  = v.dV, 
on  écrit  d V au  lieu  de  V , on  aura  d.vdV  — v.ddV\ 
or  dvV  = vdV  j donc  ddvV  = vddV  ; donç 
vddV  = dvdV  <=ddvV.  Si  on  écrit  encore  ici 
c V pour  V,  on  aura  égalité  entre  ces  quatre  formes; 
v d £ d V d.v  d d V =.  dd,  vd  V d dd.  v V ; enfuite 

entre  ces  cinq  formes  v.d  * V = d.  vdi  V = dd.v d1  V 
~ d\v  dy  =t  d a j,  V ; & en  général  on  aura  v.  rf  " V 
= rfm.  v d ” — m y = dn.v  V ( nous  fuppofons  m & n 
entiers  , pofitifs , de  maniéré  que  m = n , ou  < « ). 
tn  general,  la  variation  d’une  différentielle  d'un  ordre 
quelconque  eft  égale  à la  différentielle  du  même  ordre 
de  la  variation 

Remarque.  Ce  théorème  a également  lieu  , quel 
que  foit  le  nombre  des  variables  qui  entrent  dans  V ; 
car  dans  la  démonftration  on  peut  tenir  compte  de  la 
feule  variable,  dont  on  confidere  foit  la  différentielle, 
foit  la  variation  , fans  avoir  égard  aux  autres  varia- 
bles ( * ). 


(*)  Ainfi  en  faifant  varier  x dans  V,  on  aura 
V ( ~d~x  ) d x ~ d v V » varier  y , on  a 


, . ^ /<*V\ 

dvV,  de  même  v ^ — — J rfy 


3vV  ■,  donc  en  faifant  tout  varier  , on  a toujours 
VdV  ==^vV.  Il  faut  faire  attention  que  lorfqu'on  dit 

que  v ) dx  = dv  V , on  fuppofe  que  x feul  reçoit 

une  variation  5 de  maniéré  qu’alors  vy  = o , v y = o, 
&c.  rfy  = o , rfy  = o , &c.  S’il  s’agit  de  faire  varier  y 
icul , ou  a d * = o , & v*==o,rff  = <scvj— o,  &c. 
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4.  PROBLEME.  Etant  données  les  variations  vx,  v y, 
des  variables  x & y,  trouver  la  variation  de  ta  formule 
dy 

différentielle,  p = “*  Puifque  vdy  = d.vy , & que 

vdx  — à.  vx  , la  variation  cherchée  vp  fe  trouvera, 
par  les  régies  ordinaires  de  la  différenciation  , en  écri- 
vant  le  figne  v de  la  variation  à la  place  du  ligne  a 
de  la  différenciation;  de  forte  que  Ton  aura  vp  — 
~dx  v.d  y — dyv.dx  „ , , 

; — • Mais  par  le  theoreme  prece- 

d x 1 

dent  vdy  — d.vy  8c  vdx  = d.  vx;  donc  vp 
dxdvy  — dyd.vx 

= 1 T , où  I on  peut  remarquer 

d x 

que  v.  dx  = v (x  ■+-  d x ) — vx  , & dvy  = V (y  -+- 
dy  ) — 'v  y. 

On  trouvera  la  même  chofe  fi  on  fubftitue  x vx y 

y-\-vy  , au  lieu  de  x 8c  de  y ; car  on  aura  p -h  vp 

d(y-\-vy)  dy-hdvy  , 

— / ■ ■ - • Or  à caufe  de  p ==» 

d(x-hvx)  ax-\-avx 

dy  fdy\  dy-\-dvy.  dy 

— , on  a vp-  v ) ”=ix+dvx  dx~ 

d x dvy  — dy  dvx* 

dx  1 ^ 

f.  Corollaire.  Si  Ton  fuppofe  que  x augmente 
de  fa  différentielle  elt  ==*',&  que  celui-ci  augmente 
de  fa  différentielle  devient  = x"  ; de  maniéré  que 
l’on  ait  x -+-  d x — x' , x'  -4-  d x'  = x"  ; que  1 on  fane 
de  même  y -(-  dy  = y' , y + dy  — y " , on  aura  d v x 

— v x — v x } dvy  =■  v y'  — v y , 8c  v/»  — 

dx  {v  y — v y ) — d y (vx  — v x)  . 

— ~d  ' , & Parce  <lue  IeS 

variations  d’une  des  variables  font  indépei^^es  de 
celles  de  l’autre  variable , on  pourra  fiippof0^Mjf=  0 j 

dvy  vy  — 

v x'  = o,  8c  alors  v p = — — = — * Si  on 

* dx  dx 

fuppofe  encore  que  y feul  a une  variation  , tandis 

vy 

que  vy  — o,  on  aura  vp  — — 
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6.  Remarque.  Dans  la  réfolution  des  problèmes 
des  ifopérimetrts , on  a coutume  de  confidérer  la  courbe 
variée  , comme  ne  différant  de  la  courbe  non  variée 
que  dans  un  feul  élément  > de  forte  que  l’on  fait  vx' 
=0,  vy'  — o,-v  x"  — o , vy"  *=o  'y&cc.  bienpluspour 
la  commodité  du  calcul  on  fait  v x = o , de  forte 
que  toute  la  variation  fe  réduit  au  feul  élément  vy  > 
vy 

donc  alors  vp  = — 3 — ; & cette  feule  variation, 

dans  une  feule  ordonnée  y } fuffit  pour  réfoudre  tous 
les  problèmes  de  ce  genre  qu’on  a réfolus  jufques  ici  ; 
mais  fï  nous  voulons  que  la  courbe  cherchée  puifTe 
recevoir  certaines  déterminations  à fon  commencement 
& vers  fa  fin  ; il  eft  nécefiaire  de  donner  aux  co-or- 
données intermédiaires  des  variations  indéfinies  , & 
cela  doit  avoir  lieu  , fur-tout  fi  l’on  veut  appliquer 
certaines  recherches  aux  courbes  non-continues. 


7.  PROBLEME.  Etant  données  les  variations  vx,  vy 
des  variables  x & y , fi  l'on  fait  d y = p d x , dp  =» 

dp 

q d x , trouver  la  variation  de  q.  Puifque  q ==  , on 


d{p  + vp  ) dp-hdv  p 

aura  o v q = — r = 3 — î donc 

7 r 7*  d(x-f-vx)  dx-\-dvx 

d P 

en  ôtant  q d’un  côté  & — de  l’autre  , on  aura  v q = 


dxdvp  — dpdvx  , 

: — , ou  il  elt  a propos  deraire  attention 

d x 1 

que  vdx  — dv  x , & que  v dp  = dvp. 

d y dp 

Corollaire.  Puifque  p = 3 — & 5=3 — , on 

d x v d x 

àvy  pdvx  dvp  q d v x 

aura  vp—  —, 7 — > & vq  = -3 7 — • 

r dx  dx  7 dx  dx 

Si  on  fuppofe  que  les  variations  de  x font  milles , on 

d v y dvp 

aura  v p =■  — — & v q = 

c dx  dx 
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8.  PROBLEME.  Etant  données  les  variations  de  deux 
variables  x 6’  y , déterminer  les  variations  des  rapports 
entre  leurs  différentielles  d'un  degré  quelconque.  Ayant  fup- 
pofé  à)  = P dx  , dp — q d x , d q ==  r d x , d r = s d x , 
&c.  La  queftion  fe  réduit  à aflîgner  les  variations  des 
quantités  p ,q,  r}s,Stc.  puifque  les  rapports  des  dif- 
férentielles de  tous  les  ordres  fe  réduifent  à ces  quan- 
tités. Pour  ce  qui  regarde  p & q , nous  avons  déjà  vu 
d y y p d v x d v p q d v x 

que  vp — - —d—  y8cqnevq=  — ~ i 

dq  d r 

mais  parce  que  r = — & s — — ,&c.  j on  trouvera 

facilement  par  les  régies  de  la  différenciation  , en 

employant  le  ligne  v au  lieu  de  d}  on  trouvera,  dis-je, 

d v q r d v x d v r s d v x 

V r = — j vs  — — -, ; &c. 

d x d x d x d x 

Corollaire  I.  Si  on  attribue  des  variations  ï y & 


non  a r,  on  aura  vp  = 


d Vy 


d v p 

s v 1 = i vr  - 


d v q ' dp 

— — • Mais  à caufe  de  o = -3 — , on  aura  en  fup« 
dx  d x 


pofant  d x confiant,  & nullement  lujet  aux  variations, 
d d y d v y 

on  aura , dis-je  3dp  = — — , v p = — , & v q = 

dx  dx  ’ 

ddvy  d î v y ’ d*vy 

— 7-»  On  aura  aufli  rr  = — -7-  ; vs  = — — — ; &c. 
d x1  dx  * d x 4 

Corollaire  1 1.  Si  les  variations  de  y font  fuppo- 
fées  nulles,  & qu’on  faffe  en  même-tems  d x confiant, 
• — p.dvx  — pddvx 


on  aura  v p = 

dx  * 

vq  ~ dx 

Z 

l qdv  x 

— p d$  v x 

iq.ddvx 

3 rdvx 

* . ÿ v r , — 

d x 

dx* 

. 

- 

X 

d-x  i 

— pd*vx 

r\q  d * v x 

6 r d dv  x 

4 sdvx 

Vs  ~~  dx* 

dxi 

dx 1 

d x 
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L’on  peut  remarquer  que  , quoique  d x foie  fuppofé 
confiant  , il  y a ici  des  différentielles  des  ordres  fu- 
périeurs  de  la  variation  vx  ; la  raifon  en  eft  que  les 
variations  des  valeurs  de»  continuellement  augmentées 
xi' , x"  , , &c.  ne  font  pas  cenfées  dépendre  des 

différentielles. 


9.  PROBLEME.  V étant  une  fonBion  finie  compofée  des 
variables  x , y , & de  leurs  différentielles  d‘un  ordre  quel- 
conque , trouver  fa  variation.  Puifque  V a une  valeur 
finie,  en  faifant  dy  = pix , dp  = qdx , dq  =»  rdx, 

d y dp  / 

&c.  on  aura  />  = — , ? = 7— • &c.  & les  différen- 


d x 


d x 


tiellesdifparoîtront  dans  l'expreflîon  V qui  deviendra  une 
fonction  des  quantités  finies  »,  y , p » q , &c.  Donc  fa 
différentielle  aura  toujours  cette  forme  d V = M d x 
Ndy-f-  P dp  -h  Qdq  -(-Rdr  &c.  Le  nombre 
des  termes  étant  d’autant  plus  grand  qu’il  y a des  dif- 
férentielles plus  élevées  dans  V.  Maintenant  pour  avoir 
la  variation  v V , il  faut  , félon  ce  que  nous  avons 
dit  ci-deffus  ( 2 ) , fubftituer  dans  V au  lieu  des  va- 
riables »,  y,p,  </,& c.  Ces  mêmes  variables  augmen- 
tées de  leurs  variations , & du  réfultar  retranchant  V , 
il  reliera  v V ; ce  qui  fait  voir  qu’on  peut  trouver  v V 
parles  régies  ordinaires  de  la  différenciation,  en  chan- 
geant le  ligne  d en  v.  C’eft  pourquoi  fi  dans  la  diffé- 
rentielle ci-deffus  on  fait  le  changement  , dont  nous 
venons  de  parler  , nous  aurons  la  variation  cherchée 
vV  = Mv»-}-Nvy-t-Pvp-l-Qyç-+-  Rvr&c. 

Corollaire.  Si  l’on  fubfiitue  dans  cette  équation 
les  valeurs  que  noqs  avons  trouvées  dans  le  problème 

précédent,  on  aura  vV  = Mv»  -4-  Nvy  -+-  j-^-  X 


(P  dv  y + Qd  v p -j-  R<fvj  -f-  £cc.  ) — 


d v x 
dx 


•(P  P 


■4-Q<7  + Rr-f.  &c.  ).  Si  les  variations  de  x étant 
fuppofées  milles,  on  fait  encore  dx  confiant,  on  aura 

P<fvv  Q ddvy  . Rd5vy 
y V=  N VJ  + — — 1 — H — ; !-  &TC. 


dx 


dx1 


dxi 


m 
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y d x 

Exemple  I.  Soit  V = qui  cft  l’expreflion  de 

la  fous-tangente.  A caufe  de  dy—pd* : , l’on  aura  V 

= — -,  & la  variation  v V devient j fi  on 

P P PP 


fubftitue  la  valeur  de  vp,  on  trouvera  vV  = 


y y 


y dv  y y dv  x d x y d x 

Tp7ï  + = 77‘  ’*  ~ J',r  + 

y r 

’dvx.  Cette  derniere  formule  të  tire  facilement 

dy 

de  la  différenciation  de  la  formule  propofée. 


Exemple  IL  SoitV  = 


y V ( dx1  dy1) 

dy 


expref- 


fion  de  la  tangente.  A caufe  de  dy  — p d x , on  a V 

— “■  V ( ï -+-PP  ) & vV  = y-v/(i  +pp)  — 


yv  p 


TP 


-77 à laquelle  on  peut  donner  la  forme 

V(i  -‘rPP)  M v 


V (dx1  -H  dy1) 
dy 

— dy  dv  x). 


’ vy- 


dx 


dy1.  ^{d x 1 -+-  dy 2) 


-•(dxdvy 


Exemple  III.  Soit  V = — — • A caufe 

dxdd 

de  dy  <=  pdx  y & de  dp  = qdx  , on  a V = 
l 

(I  -4-  Pp  ) 1 „ IP  vp  , , . \ 

& v V = • V ( 1 + PP  ) — 

? 5 

il.  (!+«)*• 

S?  *■ 

Rémarque.  Si  l’on  avoic  une  fonélion  ç de  x, y & 

de 
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de  hurs  différentielles,  infinie  ou  infiniment  petite,  en 
raifant  d y ; — P d x dp  =-  q a x , &rc.  ; on  la  réduiroir 
toujours  a cette  forme  Vdx » , V étant  une  fonction 
finie  des  quantités^,  v,  P,  &c.  Cela  pofé,  cette  ex- 
pre.lion  fera  infiniment  petite  , ou  infinie  , félon  eue 
1 expo  Tant  n fera  poficif  ou  négatif.  Suppofons  que  la 
différenciation  ordinaire  donne  d V — ÎAdx  4-  Na 

"j~  V^,“h  .d'?d  l 'p»  tirera  facilement  la  valeur 

de  v V . Mais  la  variation  de  V dx  " elt  = nV  dxn  — 1 d v x 
f ^/^Vi  donc  la  variation  v?  fera  = nV  dxn~Idvx 
dx  . (M  va:  -+■  N vy+  P vp  &c.)  , formule  dans 

laquelle  il  faut  fubftituer  les  valeurs  de  v p==  av)~pdvx . 

dx 


de  va  = 


q dv  x 


10.  THEOREME.  V étant  une  formule  différentielle  qui 

Tn“nns  non-ltJulementi  x b y , mais  encore  les  diffère n- 
tulles  dun  ordre  quelconque  de  ces  mêmes  variables  je 
dis  que ^ la  variation  de  la  formule  intégrale  S.  V fera  tou- 
jours  egaU  a f intégrale  de  la  variation  de  la  même  for - 

fr  fT  ' ’ qUC  l'°n  ÛUr,\v  S-  V =*"  S.  v V.  Lorfque 
V PfiTe  de  fo.n  «ft  non-varié  a fon  état  v»ié.  il  devient 

Vt  T v f,n  \AVa  ecr  ?;*rice  de  la  formule  propofée 

S rvï  VxV)rvV  +VVC  maisvS.V  = 

CV  + vV)  — s.  V = S.vV}  donc  &C. 

. ÇoROLLA^ ire  I.  Etant  donc  propofée  la  formule 
intégrale  S.  V dx,  l0n  aura  fa  variation  vSV.d  x ^ 
S.y  Vdx)  = s (yvdx  + dxvV)=,S.  V.dvx-h 

^ dxvV  , a caufe  de  vdx  = d vx. 

j ,C°il0,LLAI.RE  fjf*  Avant  fuppofé  v*  = r,  pour  avoir 
dvx  — dt  a caufe  de  S.  V d.vx  = V r—  Sira1  V ( *) 
on  aura  vS.  V dx  = V v * — S.  dVvx  H-  S.  d x.v  V 
— Vvx+S.  (rfï.vV  — dV  .v  x). 

Remarque.  Puifoue  vS.V  = S.vV,  Cn  peut 
donc  changer  le  ligne  d intégration  S avec  le  ligne  v 


(*)  Par  la  même  raifon  que  S.  pdx  '■=  p x s.  *dî> 

Tome  V.  O 
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de  la  variation  , comme  on  peut  changer  ( par  le  théo- 
rème ci-deflus  5 ) le  ligne  de  la  différenciation  avec 
celui  de  la  variation.  Non -feulement  cela  a lieu  lors- 
qu'il s.’agit  d'un  feul  figue  S , mais  cela  doit  encore 
s’entendre  des  intégrations  répétées  ; de  forte  que  la 
variation  de  S S V elt-=  vSS  V = S v S V = S Sv  V. 

II.  PROBLEME.  Si  ayant  fuppofé  dy  — pdxt  dp 
= qJL  x , dq  = r dx , &c.  , V ejt  une  fonclion  des  quan- 
tités X,  y , P . q > , trouver  la  variation  de  la  formule 

intégrale  S.  V d x.  Nous  venons  de  voir  ( xo  ) que  la 
variation  de  cette  formule  étoit  vS  .V  dx  — V vx  — 
S.  à V vx  -+-  S.  dx.  v V ( A ).  Mais  l'on  peut  fuppofer 
d V = M dx  -+•  N dy  Pd  p -+-  Q dq  &c. , & par 
conséquent  yV  = Mv*  -f  Nvy  + P vp  &c.  Sub- 
ftituant  ces  valeurs  de  dV  & de  vV  dans  l’équation 
A , il  vient  v S.  V d x — V v x -t-  S d x ( M v x -f- 
Nvy  -4-  Pvp&c.  ) — S.  v x (Md*  -f-  N d y -+- 
P dp  &c.  ) ; mais  parce  que  les  parties  qui  dépendent 
de  M fe  détruifent , on  pourra , en  Séparant  les  par- 
ties Selon  les  lettres  N,  P,  &c. , représenter  la  varia- 
tion , par  l’équation  vS.  Vd*  = Vvx-4-S.N(dxvy 

— dyvx ) H-  S. P ( dxvp  — dp' vx)  S. Q(dxvj 

• • . d v y — pàvx 

— àqvx  ) &c.  Mais  parce  que  vp  = — , l’on 

a dxvp  — d v y — p dvx  ,•  on  a de  même  dxvq=* 
dvp  — qdvx  ;.dxvr  = àvq  — rdvx  ; &c.  & de  plus 
l'on  a dy  = pdx  ; donc  en  fubftituant  ces  valeurs  on 
aura  y S.  V d x = V v*  SNé*  (vy  — - P VX  ) -f- 
SP  d.  (yy  — <■  pvx)  -f-  SQd.  ( vp  — qvx)  8cc. 

Pour  réduire  encore  cette  exprefiion,  on  remarquera 

d vy  — pdv  x — dp  v x 
que  vp  — qvx  — j- = 


d.  ( y y — pvx) 
d x 


; v q —rvx  = 


dvp  — qdv  x — dqvx 
d x 


d.(vp  — qvx)  dvq  — rdv  x — drv  x 

: ; V r — s VX  = • 

d * 

d.  {v  q — rvx  ) 


dx 


dx 

5 8cc.  Et  fi  on  fuppofe  vy— p v *=  t , 


/ 
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on  aura  vp — qvx 


d t 

d x ' 

I d t 


vq 


1 dt 

r v x = d.  ' — - • 

I d x dx  » 


V r 


I . __ 

svx  = ~dx  d'7Tx  d’  T~x  5 &c-  & de  cette  ma' 
niere  j en  éliminant  les  lettres/),  q,  r,&c.,  nous  aurons 

vS.  V dx  — V v x 4~  S N d #.  r S P d r -f-  SQ  d.  — 

x d x 

+ S R J.  j—  d.  ~ + S R'  d.  d:  d.  4~  4* 

dx  dx  dx  dx  dxr ^ 

1 r 1 dt 

^ -1  A "T"  d..  — d—  J.  — &c. , formule  dans  la- 
a x g x a x a x 

quelle  la  loi  de  la  progreflion  eft  manifefte. 

Remarque.  La  première  partie  Vv*  eft  délivrée 
de  tout  ligne  d'intégration;  la  fécondé  partie  SN4.t 
= S N t d x ; la  troilieme  partie  S P d t , peut  s’expri- 
Iner  ainli  S Pdf  — P t — St  d P ; la  quatrième  partie 

* dt  „ dt  d t dt 

s Q J-  ~x  = ~dZ  7~  s d Q-  ~S  Mais  s rfQ- 


dQ  „ dQ 
= S.  — * d t eft  = t 
d x dx 

quatrième  partie  eft  ==  Q. 


d t 
d x 


d x 
dQ 

S t d.  — j de  forte  que  la 
dQ  dQ 

dx  dx 


La  cinquième  partie  SR  d.  - — d.  - — = R.  — d.^- 

d x d x d x d x 

c *R  dt  . dR  dt  d R dt  1 

d x d x d x d x d x d x dx 

dR  i d R 

- . , j.  d.  — • d t =•  — — • d.  - t — 

dx  . d x d x d x d x 

r dR 

S.td— *d.  — ; de  maniéré  que  la  cinquième  partie 

dt  d R ' d t 


dR  I 

d.  -r~dt  ; & S. 


• I “ 4 

peut  s'exprimer  ainli  R.  - — d.  

d x a x 


1 dR 

77 J-  7?  ' 


d x d x 


+ 


1 dR 

S t d.  - — • d.  - — • On  trouvera  de 
d x d x 

O 2 
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I l U ( 

mêmcque  la  fixieme  aii'tie  S R'</.  ~ — * d.  - — d.  — — eft  =» 

’ ' • ~ d x d x d x 

i i de  rfR'  i d t i </R' 

dx  dx  • dx  dx  dx  'dx^dx  'dx 

d t i r </R'  i i dSJ 

— d.  ——  d . —•  t-+-Std.  —d.j-d.  — i 8c 

d x d x a x d x d x d x d x 

ainli  de  fuite  pour  les  parties  fuivantes. 

12.  PROBLEME.  Suppofant  toujours  dV  = Mii*  + 
!N  dy  -f-  P dp  -+-  Q dq  -f-  &c.,  b dy  = p dx,  dp  = 
q d x , bc.  , exprimer  la  variation  de  la  formule  intégrale 
SV  dx,  en  Juppofant  des  variations  à x b à y , de  ma- 
niéré qu'il  ne  Je  trouve  aucune  différentielle  des  variations 
après  te  /igné  d'intégration.  Si  on  difpofe  par  ordre  les 
transformations  qu'on  vient  de  faire  dans  le  problème 
précédent , on  pourra  difpofcr  fous  le  ligne  d'intégra- 
tion toutes  les  parties  qui  en  font  affe&ées,  en  réaui- 
fant  ces  parties  en  une  fomme  , 8c  nous  diftribuerons 
les  autres  parties  , que  nous  nommerons  ab/olues , en 
différens  membres , relativement  afix  variations  de  x 8c  de 
y 8c  leurs  différentielles  -,  de  forte  que  t ayant  la  même 
lignification  que  dans  le  problème  précédent,  on  aura 


vSVdx=S  t dx[ 


i d Q i 

-+-  , d.  -, ; 

dx  dx  d x 

i.i  dR' 

d.  , d • , d.  , 
dx  dx  dx 


i dR 
d.  - d.  S— 

X f AT 


dx  dx  dx  dx 

..  dQ  i dR  \ 

+ Vvr  + t (P  — -, 1“  - — d.  8cc.  ) 

\ dx  dx  dx  / 

, dt  f dR  , i dR'  \ 
+ dx  (Q  dx  + dx  L dx  ~ &c") 

+ -d-~U + 

a x d x \ dx  / 

dV J-  ïîr A 

+ &C.  ' 
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13.  Corollaire  I.  Si  l’on  fuppofe  dx  confiant, 
l’on  aura  la  formule  fuivante  que  j'appellerai  (A)  : 


f-&c. 


_tr  „ / d P , ddQ  di  R 

»SVir=S.J»(N--  + — 

/ dQ.  dd  R <i*R/  \ 

+ Vvi+t(p_^+__<)-T&c.) 

de  / d R ddK'  o \ 

+ 77  (Q"77  + 77r&c-) 


ddt  /_  d R' 


ÊK* 

afî  f 


-f-  &C 


:d*î 

&c. 


d x 

( R'  — &c.  ) 


•) 


/ ; d P s 

[N  — JJ.  -+-&c.  J 

-*-vy(p-ddV8cc-) 

dvy  / d R v. 

d d v y f </R'  \ 

+ -ît2L(r-s&c-) 

d 5 vy 

■+■  ~dx~r  ( K'  — &c->* 

V.  -+-  &c. 

en  fuppofant  que  les  variations  de  x font  nulles  3 car 
alors  t = vy  — pvx  eil  — vy  & V v x = 6. 

14.  Corollaire  II.  Si  on  fuppofe  vy  : vx  1:  p 
: I ::  dy  : d x , on  aura  p v * = v y & t = v y — 
pvx  — o , & dans  ce  cas  toute  la  variation  de  la 
formule  SV  dx  fe  réduit  à V v x. 

Remarque  I.  S’il  eft  queftion  d’une  ligne  courbe, 

O ) 
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la  première  partie  intégrale  embraffe  toutes  les  varia- 
tions qui  ont  iieu  depuis  le  commencement  jufques  au 
terme  auquel  fubfiftent  les  co-ordonnées  x & y ; mais 
les  parties  abfolues  Ce  déterminent  feulement  par  les 
variations  qui  ont  lieu  aux  extrémités  de  la  courbe  ; c’eft- 
à-dire , aux  points  correfpondans  aux  ordonnées  efHrêmes. 


15.  Remarque  II  Dans  le  cas  où  SV  dx  devra 
ctre  un  maximum  ou  un  minimum  , on  fera  fa  variation 
d P ppQ 

= o : or  alors  N — H - — r &c.  doit  être  evi- 

d x a*1 


demment  = o.  Mais  cela  ne  fuffit  pas  , il  faut  encoïe 
fuppofer  égales  à o , les  parties  abfolues , en  quoi 
confifte  l'application  aux  deux  bouts  de  la  courbe.  Car 
la  nature  de  la  courbe  eft  exprimée  par  cette  équation, 
qui  à caufe  des  différentielles  des  degrés  fupérieurs, 
doit  renfermer  autant  d'intégrations  & autant  de  con- 
fiantes qu’il  eft  défigné  par  l’ordre  des  différentielles. 
Or  ces  confiantes  font  déterminées  par  les  parties  tib- 
folues , & c’eft  par-là  qu’on  peut  fatisfaire  a certaines 
conditions  , comme , par  exemple , que  la  courbe  foit  ter- 
minée à certaines  lignes  courbes  ; & même  fi  cette  équa- 
tion eft  du  Quatrième  ordre,  ou  d’un  ordre  plus  élevé, 
le  nombre  des  parties  abfolues  eft  augmenté , & alors 
on  peut  exiger  que  la  courbe  ait  à fes  extrémités 
une  certaine  direction  ; &r  fi  l’cquation  eft  encore 
plus  élevée,  on  peut  demander  que  la  courbe  ait  à fes 
extrémités  une  certajne  courbure  déterminée.  Au  refte, 
en  partant  aux  applications  , il  a accoutumé  d’arriver 
que  la  nature  des  queftions  embraffe  des  conditions  aux- 
quelles on  peut  facilement  fatisfaire  par  les  quantités 
abfolues.  - . ' 


1 6.  Remarque  III.  Puifque  nous  avons  confiderc 
la  chofe  dans  un  fens  très-étendu,  en  donnant  à x & 
à y des  variations  quelconques  indépendantes  de  toute 
loi  , & cela  dans  tous  les  points  de  la  courbe,  il  eft 
évident  que  la  variation  qui  convient  à toute  la  courbe, 
doit  dépendre  non-feulement  des  variations  extrêmes  , 
«mais  encore  de  toutes  les  intermédiaires.  D’où  il  fuit 
évidemment , que  fi  par  hafard  la  quantité  V eft  de 
telle  nature  que  la  formule  Vo'.r  foit  intégrable,  fans 
qu’il  ÿ ait  aucune  relation  entre  les  variables  x & y. 
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& que  S.Vdx  foit  une  fonélion  abfolue  (*  ) des 
quantités  x,  y , p,  & c. , dans  ce  cas  aufiî  la  variation 
ne  peut  dépendre  que  de  la  variation  des  élémens  ex- 
trêmes ; & ainfi  la  partie  intégrale  de  la  variation  doit 
s’évanouir,  ou  être  = o;  d’ou  l’on  tire  le  beau  théo- 
rème fuivant. 


17.  Théorème.  Ayant  fuppofé  dy  = pdx,  dp  = 
qdx,  dq  = rdx,  lie.  fi  V eft  une  fonction  des  varia- 
bles x,  y,  p y 6’c.  y telle  qu'ayant  fait  dW  = M d x -f- 

• d P d dÇ) 

N dy  P d P -H  ÙC. , l'on  ait  N — — H 3 — r — 

J d x d x1 


d>R 
d x i 


-f-  (je.  = o , en  faifant  d x • confiant  , la  formule 


différentielle  Y d x fera  intégrable  par  elle-même , fans  éta- 
blir aucune  relation'  entre  x & y , & réciproquement.  En 

rfP  ddQ 

effet , fi  N 7 1-  -7 — r Src.  = o , dans  ce  cas  la 

dx  dxl 


variation  de  la  formule  intégrale  S.  V d x ne  renferme 
aucune  formule  intégrale,  & par  conféquent  pour  chaque 
pofition  des  co-ordonnées  x & y , elle  dépend  des 
feules  variations  extrêmes;  ce  qui  ne  pourroit  nulle- 
ment avoir  lieu  fi  la  formule  V d x fe  refufoit  à l’in- 
tégration , parce  que  dans  ce  cas  la  variation  dépen- 


I 


(*')  La  nature  des  fondions  exige  qu’auffi-tôt  que  les 
variables,  dont  elles  font  compofécs  , reçoivent  une  valeur 
déterminée  , la  valeur  de  la  fonélion  foit  déterminée. 
Ainfi  en  fuppofant  V — xy  , la  fonétion  V fera  = Ii , 
fi’x  = 6 -&  y = 1 ; mais  une  formule  intégrale  S.  V dx 
ne  peut  être  regardée  comme  une  fonction  des  variables 
x , y , p , &c.  à moins  qu’elle  n’admette  l’intégration  ; 
car  autrement  en  donnant  des  valeurs  déterminées  aux 
variables  . on  ne  déterminera  pas  la  valeur  de  la  formule. 
En  fuppofant  , par  exemple  , x = t&  y=$,on  ne 
connoît  pas  pour  cela  la  valeur  de  S ydx  y à moins  que 
l'on  ne  connoiffc  la  relation  encre  y & x\  mais  dans  ce  cas  la 
formule  ne  contient  réellement  qu’une  feule  variable. 

o 4 
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droit  encore  des  variations  intermédiaires  ( car  l’inté- 
gration renferme  tous  les  élémens  intermédiaires  ).  D’où 
il  fuit  que  toutes  les  fois  que  notre  équation  a lieu, 
la.  formule  V dx  admet  l’intégration  ; de  forte  que  dans 
ce  cas  S.  V dx  eft  une  fonction  déterminée  des  quan- 
tités x , y , p,  &c.  qui  font  qne  notre  équation  a lieu, 
& fans  quoi  elle  ne  pourroit  fublillcr.  Réciproquement 
toutes  les  fois  que  la  formule  différentielle  Vdx  eft 
intégrable  , & que  par  conféquent  S.  V dx  eft  une  vraie 
foudtion  des  variables  x,  y , p , &c.  fa  variation  dé- 
pend uniquement  des  variations  extrême?  de  * & de 
y , & les  variations  intermédiaires  ne  l’affeftent  nul- 
lement j donc  il  eft  néceifaire  que  la  partie  intégrale 
de  la  variation  s’évanouiffe  j ce  qui  ne  peut  fe  faire, 

dP 

à moins  qu’on  n’ait  l’équation  N — -f-  &c.  =oj 

& ainfi  le  théorème  inverfe  eft  encore  vrai. 

iS.  Corollaire  I.  Voilà  donc  un  fane  bien  digne 
de  remarque,  par  lequel  on  peut  juger  n une  équation 
différentielle  a deux  variables  , & qui  renferme  des 
différentielles  d’un  ordre  quelconque  , eft  fufceptible 
d’intégration  ou  non.  Ce  ligne  eit  bien  plus  étendu 
que  le  ligne  alfez  connu  par  lequel  on  a coutume  de 
juger  de  l’intégrabilité  des  formules  différentielles  du 
premier  degré.  Suppofons  i°.  que  l’on  ait  l’équation 
dV=Mix-f-Ndy,  y étant  une  fonction  fans 
différentielles  ; la  formule  Vdx  ne  peut  être  intégra- 
ble, à moins  que  N ne  foit  = o,  c’eft-à-dire , à moins 
que  V ne  foit  une  fonûion  de  x fans  y , ce  qui  eft 
’ évident. 

19.  Remarque  I.  Pour  faire  mieux  fentir  l’utilité  du 

' p x p p x q 

theorême , fuppofons  V= H - — , pour  avoir 

> rr  ■y  y y y 

S.  V d x = =>  — ( * ) ; donc  la  formule  diffé- 

ydx  y 


(*)  On  trouvera  facilement  la  valeur  de  V,  en  faifanc 
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/ 


x q \ • 

— J d x eft  intégra- 


/ p x p p 

rentielle  V dx  — (~ p 

\ y y y 

blepar  elle-même.  Voyons  maintenant  fi  notre  théorème 
indique  cette  intégrabilité  : comparant  la  différentielle 
d V avec  la  formule  dV  = M a x ■+•  N dy  -+-  P dp  -+- 

, J — p p * q — p 

Qdq , nous  aurons  M = —7 H T 5 N = 


l xp  p 
•u  3 


.ïl.P==- L. 
y y ’ y 


yy  y yy 

1 xp  x 

& Q = — • Mais 

yy  y 


d P ddQ 

. par  le  théorême,N—  — -fc  -~T  =0,  & Par  conféquent 


N = 


dP 

d x 


ddQ  d P —t,p  4 xp? 

7*'  De  Plus  77  = H 


d x 


__  1 11  & tQ  = _L 

y y dx  y 


dx  yy  ' y 5 
xp  ddQ  —ip 

* donc  ÏT* . 


ixp  p 

y 5 


y g 

y1 


& 


dP  ddQ 


dx  dx 


yy 

P l*PP 

y y y * 


— N . comme  le  demande  le  théorème. 

y y 

20.  Remarque  II.  Lorfque  la  formule  différentielle 
V dx  eft  intégrable  par  elle-même,  & que  par  con- 
féquent ayant  fait  dV  = Mdx-f-Ndy-t-  P d ?>  -f- 

Qdq  -+-  &c.,  l'on  a par  le  théorème  , N — — * + 

ddQ 

jTTï  &c*  = O)  on  peut  en  déduire  de  beaux  corol- 


x d y 

varier  dans  — — ; i°.  x,  i°.v,  3°.  dy  , divifant  le  ré- 
y dx  J 

fultat  par  dx  , &■  introduifant  enfuite  p au  lieu  de 

d y d d y 

- — & q an  lieu  de  On  fuppofe  dx  conftaor. 

d x dx%  4 
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laires.  C^r  1°.  puifqae , en  multipliant  par  d x & in- 

' „ dQ  dd  R 

a S N d x — P -f-  — — -f-  &c.  =» 

d x d x 1 


tegrant , on 


A , il  eft  vifible  que  la  formule  N dx  eft  encore  inté- 
grable par  elle-même.  2°.  En  multipliant  la  derniere 
équation  par  d x & intégrant , l’on  aura  Sdx(SNdx 
dR  ddR' 

— P ) Q — &c.  = A * -f  B j doù 

il  fuit  que  la  formule  d x ( S N d x — P ) admet 
^intégration.  On  trouvera  enfuite  de  la  même  maniéré 
que  la  formule  dx[Sdx(SNdx  — P)-+-Q]  eft 
encore  fufceptible  d’intégration  & ainfi  de  fuite  ; d’où 
l'on  peut  tirer  le  théorème  fuivant  très  - digne  • de 
remarque. 

21.  Théorème.  Ayant  fait  dy  — pd  x , dp  — qdx , 
&c.  fi  Y eft  une  fonüion  des  variables  x , y , p , &c. , telle 
que  V dx  foit  intégrable  par  elle-même , alors  ayant  fup- 
pofé  dV  = M d x’-|-  N dy  -f-  P d p -f-  (je.  , les  formules 
fuivant  es  feront  intégrables  par  elles-mêmes. 

i°.  La  formule  N dx  fera  intégrable  par  elle-même, 
& ayant  fait  P — SNdx  = A,  on  trouvera  2°.  que 
A dx  admet  l’intégration;  & ayant  fait  Q — S A dx 
= B,  on  trouvera  j°.  que  Bdx  eft  intégrable  par 
elle -même  ; faifant  enfuite  R — SBd*  ■=  C,  on 
verra  40.  que  la  formule  C dx  eft  intégrable.  On  verra 
de  même  qu’en  faifant  R'  — S C d x ==  D , la  formule 
Dd  x fera  intégrable  par  elle-même  ; & ainfi  de  fuite. 
Tout  cela  eft  évident  par  le  théorème  précédent. 

22.  Corollaire  I.  Puifque  V eft  une  fonction  des 

, d y d p 

quantités  x , y , p , &c.  & que  p — 3 — , q = 3 — , &c. 

* d d x f 

Les  quantités  M,  N,  P,  &c.  qui  en  dérivent  par  la 
peuvent  être  repréfentées  de  la  maniéré 

dy  J ’ \dpj 

~ ' fdV\ 

Q-bï) 


différenciation  , 

/d  V v /dV\  / dV' 

fuivante.  M - (—  ) ; N - (— ) 1 P = 

; &c.  donc  fi  Vd  x eft  intégrable , N d x 
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dx,  fera  auffi  intégrable.  Par  la  même  raifon 

cette  formule  (j^r)  d * doit  être  fnté8^ble  ( * ) , 

/ d d dV  \ /d*V\ 

auffi-bien  que  les  formules  d ^ J dx;  \JjT)  dx’> 
Sec. 

11.  Corollaire  II.  Parce  que  le  nombre 
des  lettres  P , Q , R , &c.  dépend  évidemment 
du  degré  des  différentielles  qui  fe  trouvent  dans  la 
formule  Vdx,  & que  toutes  les  lettres  ultérieures 
s’évanouiffent , les  lettrés  A,  8ec.  qui  en  dcri- 

vent  , doivent  à la  fin  s’évanouir  , ou  Te  çnanger  en 
fondions  de  la  feule  quantité  *,  autrement  les  inté- 
grations fuivantes  ne  pourroient  avoir  lieu.  ,, 

• - ? 

„ y(dxz  +dylf  . . 

Suppofons  que S.Vdxeft= x~dxddy~' — * ^^anC 

fait  les  fubllitutions  iy  = pdx,  dp  = qdx , dq  = 
r dx.  Sec.,  l’on  pourra  exprimer  la  fondion  V de  cette 


maniéré  V 


p(  i-^-pp)'  _ J ( i P P ) 1 


i y p V(  i •+•/>/>) 


xq 

yr(  i 


X xq 


+ 


PV  ) 1 


• x 


xqq 


• D’où  l’on 


(à  V\ 

(*)  De  forte  que  C\  ^ J = » x j cette  formule  ne  peut 

/dv\  , (ddvs  wm 

être  intégrable,  à moins  que  dx  — \ jy  *1  dx’ 

ne  le  foit  auffi  ; & celle-ci  ne  peut  être  intégrable  que 
dx  ne  le  foit,  8:  ainfi  de  fuite. 


/dddV\ 


\dy 
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7 

pourra  tirer  , par  la  différenciation,  N 

_ — ( 1 -+-P  P ) 1 

XX  q 

-,  l!*/(l+PPÏ  r(i-+-ppÿ  n (l-+-4PpW(.l-\-PP) 

' ,1  = 
X xqq 

Xq 

lyp  V(l-+-pp)  { 3y(i-t-app) 

$yprV(i+pp) 

XX  q *V(I  ~kPP) 

xqq 

1 l . t 

^ —p(i-hpp)'  , yCi+pp)1  . lyKi-hpp)1 

V — 1 "+■  ; 

xqq 


XXqq 


xqqq 


— y ( i -|-  p p ) 1 

R * Maintenant  N d*  doit  être  in- 

x q (J 

L 

tégrable  , & en  effet  l’on  a SN  = 1 P p-  ^ - • 

xq 

La  formule  (P  — S N dx  ) dx  =»  A dx , devient  =» 
3 P ày  V ( i + PP)  lypdx  V ( i -+-/>/>  ) 

' — f- 

, t x q x x q 

3ydx(i  + zpp\  }ypdq  V(i+pp)  . 

"T  -j  ( — L 7 • oi  1 on  m- 

* V ( i -+-PP  ) , *■  qq 

règre  le  dernier  membre,  en  confidérant  q feul  comme 

„ $ypV(  i~t-pp)  . 

variable  , 1 on  trouvera  Mais  en  dif- 

* 5 

férenciant  cette  quantité  , on  trouve  la  différentielle 


A dpc } ce  qui  fait  voir  que  S.  A dx  = 


3 7 P Vii+PP) 


ï 

\laintenant  fi  dans  la  valeur  de  Q d x on  fubftitue  dq  au  lieu 

' * d p 

de  r dx  & — au  lieu  de  d x = — , on  aura  Bd* 
* ? q 


dp 


— Qdx  — dxS.Adx  = Qdx ■—  S.A  dx,  ou 
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B dx 


— dy  ( i + pp)1  ydx{  i -srpp)\ 

~ 1 *55? 


**55 

J 

îydqU+pp)1  iypdp  V(l -*-PP) 


*55 


* L'intégrale 


du  troifieme  membre,  prife  en  confidérant  q feul  comme 


variable,  donnera 


— y ( i +PP)  " 


55 


= S B dx..La  qua- 


trième formule  donne  C = R — ■ SBdx  = o;  ainfi 
non-feulement  C dx,  mais  encore  toutes  les  formules 
fuivantes  doivent  être  cenfées  intégrables. 

24.  PROBLEME.  Ayant  fait  q ~ S m d x , m étant  une 
fonction  des  deux  variables  x & y & de  leurs  différentielles  , 
d y — p fix  , d p =>  qdXy.dq  — rdx,  &c.  fi  V exprime  une 
fonction  de  ? & de  confiantes  , trouver  ta  variation  de  C inté- 
grale compliquée  S Vdx.  A caufe  de  { = S mdx  il 
eft  vifible  que  SV  dx  eft  une  intégrale  compliquée.  Par 
ce  que  V eft  une  fonction  de  1 & de  conftantes,  fuppofons 
dV  — nÜT'  , 8c  qu’alors  l'on' ait  pour  la  fonction  m 
la  différentielle  dm  = M ‘dx  -J-  -j-  P 'dp  -j- 

Q'dq.Scc.  Cela  pofé  , puifque  la  variation  cherchée 
eft  r 5 V d x = $ v (V  d x ) = S(  v V dx-\-V  vdx  (*); 
& que  par  la  rédu&ion  dont  on  s'eft  fervi  dans  le  corol- 
laire fécond  du  théorème  ci-deiïus  ( 10) , vSVd.v=» 
V v x S.  ( d x v V — riVvx),  & parce  que  de  plus 
l’on  a par  hypothèfe  dV  = n d j , on  aura  donc  aufli 
v V ==  nvq.  Mais  à caufe  de.  ç =»  S m d x , on  aura 
d f = md  x , Sc  par  'conféquent  dV  — n.  m dx  ; & 
alors  v y = v S m d x — mv  x -f-  S {dx  v m — . d mv  x)  , 
& par  conféquent  vV  — n.  mvx-\-  nS  (dxvm 
d m v x ) ; donc  vSV(lx=  Vv*  -f-  S[n.  m d x v x -f- 
ndxS(dxvm  — dmvx ) — n.  m d xv  x]  = V vï  -j- 
S n dx.  S(  d xvm  — dmv  x)  , équation  que  nous  déGgne- 
rons  par  ( B ). 


(*  ) v(Vrf*)  = vV.  d x -f-  V.vd  x , par  la  même 
raifon  que  d ( V p ) ==  p.  d V -f-  V,  dp. 
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Suppofons  que  l'intégrale  S.nd  x ell  =g,  l’équation  B 
donnera  l’cquation  ( D ) v S V dx  = V vx  -f-gS  ( d x v m 

— dmvx ) — Sg(dx  vm  — dmvx).  Maintenant  il  efl  fa- 
cile de  voir  qu’on  peut  repréfcnter  dxv  m ■ — dmvx  par 
cette  équation  d x v m — dmvx=zdx(bA'  v x -y-  N'vy-f- 
V'vp&CC.)  — v x (M'd  x-t-N'rO-f-P'd/?  &c.)  = N'd  x (y  y 

— pvx)-+-  P 'dx  {y  p — q vx)-j-  &c.  à caufe  de  dxM'vx 

— v xM' dx  = O , & de  dy  = p dx,  dp  =*  qdx , 8rc. 
Mais  à caufe  de  dx  confiant  8c  de  vy  — pvx  = t, 

dt 


l’on  aura  ( par  le  n°.  n.  ) vp  — qvx  = 


d x 


i & C.  & 


N 'tdx  + P'dr  + Q' 


dd  t 
dx 


ainfi  d xvm  — dmvx 
dit 

+ R'  - 8rc équation  que  je  défignerai  par  (H).  Si 

l’on  prend  l’intégrale  du  fecontj  membre  de  cetj;e  équa- 

ddt 


tion , en  faifant  SP'  dt 


rP  — SrdP'j  SQ'—  = 


de  dt  ^ dt  tdQ'  ddO’ 

-.Q-S. jj «2'iS. - s , — , 


d x “ ' d x 
&c. , 8c  qu’on  difpofe  convenablement  les  termes  , oft! 
aura  l’équation  S ( d x.vm  — dm.vx)~  f, 

/ d P'  ddO'  \ 

S.d,  (n-  — JJ  + jjf  &c.  ) 

+ ' (p,-dT^d— 

. dt  dR'  ddK"  \ 


+ 


ddt 

dx 


:(r' 


dR" 

dx 


8c  c, 


) 


8c  c. 


En  multipliant  l’équation  H par  g,  on  aura  g(dxvm 

— dmvx  ) = g N' r d * -f-  g p àt  + g Q'  > 

8cc.  Si  1 on  fait  l intégration  du  fécond  membre  de  cette 
dernière  équation  , félon  la.  méthode  de  la  remarque 
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& c 


) 


du  n®.  1 1 , qu’on  faffc  d x confiant , comme  ort  l’a  fup- 
pofé  nJ.  ij,  & qu’on  arrange  les  chofes  félon  la  méthode 
ci-deflus  ( n*.  1 2 ) , on  aufa  S g(dxvm~— dmvx)=* 

ç , ( d-sv  , dd-êQ' 
Stdx^N-7r  + — r- 

f ™ dvQ'  dd.^R'  „ x 
+ r --t-——  &c.  J 

,-d_t_ 

J~x 
•+-  &c. 

Cela  pofé  , il  n’eft  pas  difficile  de  voir  oue  l’équa- 
tion D donne  la  variation  cherchée  vSVdx  = 


d x 

i.g  R' 
d x 


8ic. 


'0) 


/ d\y  ddo;  diR'  \ 
Vvx+gSidx(*V-j1;  + -jp  ^7+&c.) 

d\g  R' 


+ «<  (f- 

-,(SF_^  + 


dx 

dQ'  rfdR/ 
d x dx  1 
d.gQ'  , dd.gK' 


dx 
d 5 R" 


&c. 


d x 
d t 


d R' 


+ 7 -(Q-  ~~7~  t- 


, &c.  ^ 

d t / d.  g R'  d d.  g R"  \ 

“(»«— Î-  + TÏ-  &c  ) 


dx  5 

-c0 

ddR" 

dx 

&c. 


) 


gddt  / </R'  \ 

+ ^(«■'-77  &“) 

rfir  / V d.a  K"  \ 

-ï?-(*R'— h-*“0 


gd't 

d x } 
d î t 

"Jin 

&CC. 


— &c.) 

I 7 

(gR."-&r.) 
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Si  ayant  différencié  les  deux  parties  intégrales  ( * ) on 
fait  les  réductions  convenables , qu’on  réduife  aufli  les 
autres  parties  , qu’on  intègre  de  nouveau  les  parties 
qu’on  aura  différenciées  , on  trouvera  l’équation  fui- 
vante. 

(JIV 

N'  — - f- 

d x 


ddQ' 
dx 1 


— &c.  ^ 


nP 


( n dQ' — d.nQ'  nddR'-\-d.nâR"-{-dd.nR" 


+ SfdxÇi 

— &C.  J 

( _ nàR'—d.nR'  nddR"-hd.ndR"+dd.nR" 

+vs — + — ' 

' * ■ -ic.) 

dt  f - »dR" — d.nR" 

+ Ï7V"R Tx 

ddî 


d x '■ 


dx1 


“0 


ddt  f \ 

— ^.Ro-fcc) 


d x 

+ &c 


(*)  Puifque  g *=  Sa  dx  ; donc  dg*=  n d x.  La  dif- 
férentielle des  deux  parties  intégrales  fera  nd;eS/<f*(N' 
d P'  ddQ'  d P' 

“ TT  **"  ~7x~  ~ kc->  + etdx  ( n'  - — 4- 

ddQ'  s dp 

^~T  — &c.  ) — tdx(gN'~ a P' — 4-&c).  Mais 

alors  g t dx  N'  e(t  détruit  par  — t d x.  g N',  — gt  d xX 

dP  . —edP 

— *=  — gtd P'  cft  détruit  par  — r dx.  — — “ *=  -X. 

/ • ^ x 

tg.  d P , &c.  Dans  les  parties  abfoiues  gtP  détruit  — 

Lorfque 


♦ 
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Lorfque  SV dx  doit  être  un  maximum  ou  un  mini- 
mum , il  faut  égaler  les  parties  intégrales  à o , ce  qui 
fe  fait  en  faifant  attention  à la  limite  , jufques  où 
s'étend  l'intégrale  S V dx , pour  laquelle  limite , fi  on  fup- 
pofe  g — A , on  en  déduira  de  la  première  formule  o =** 


(A-*)N'. 


d.iA—gW  dd.(  A — g )Q' 


d x d x 1 

mais  de  quelle  façon  qu’on  traite  cette  équation,  il 


dgQ 

t g P'.  La  quantité  — - — qui , prife  avec  le  ligne  — , forme 

uX 

le  fécond  terme  de  la  fécondé  partie  abfoluc  , devient 


»Q'4 


gdQ' 

dx 


; ainfi  ce  fécond  terme  , étant  pris  avec  le 


ligne  qu’il  a St  multiplié  par  — t , donnera  + r n Q' 
gtdQ'  gtdQ’ 

■ ; or  — — cft  détruit  par  la  partie  correfpondantc 


gtdQ' 

d x 


de  la  première  partie  abfoluc , Stc.  Il  eft  aifé  de 


voir  comment  on  peut  continuer. 

( * ) Il  faut  confidérer  A comme  confiant  ; car  il 
l'eft  en  effet  , puifque  fi  ndx  repréfente  l’élément  de 
l’aire  d’une  courbe,  Sndx  fera  confiant  aalfi-tôt  que 
l’abfcilfe  x & l’ordonnée  n feront  déterminées.  A la  fin 
de  l'intégration  on  pourra  faire  palfer  A fous  le  ligne 

/ dP'  \ 

d’intégration , & l’on  aura  Se  dx  ^AN'  — A •+■  Sec. J 

— Stdx  Çg  N'  — Scc.'ÿ  = Stdx  Ç (A  — g ) N' 

d.(A—  g)F  \ 

b"  &c*  ) > car  la  différentielle  de  A cft 

= o , & d.  A P'  = A dP\  dd  A Q'  = A ddQ' , &c, } 
donc  en  égalant  cette  quantité  à o,  différenciant  & di- 
vifant  par  tdx  , on  aura  l’équation  dont  il  l’agit. 

Tçme  V.  P 
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faudra  faire  difparoître  g par  la  différenciation  , 
par-là  on  chaifera  A , & l’équation  rdultante  ne  dé- 
pendra plus  de  la  limite  de  l’intégration. 

En  général  en  fuppofant  — À 1 intégrale  S ndx 
correfpondante  à toute  l’intégrale  SV  Jx,  la  variation 
dans  ce  cas  fera  vSV  dx  = V vx  -+• 

/ ...  d.(A~g)V  dd.(A—g)Q!  \ 

Srd*((A— *)N' ~d~ h &c*  ) 

/ ndR'  — d.nR'  . \ 


d.(A^g)F  . dd.(A-g)Q’ 
— 


(«Q*- 7 

■t  / niR"- 
-(.R'- 7 

£(.R*-fcc.) 


— z ; — &c-  ) 

n à R"  — d.n  R*  \ 

— z ; — + &c-) 


■ dx  V ■ / 

&c. 

Dans  cette  formule  A — g exprime  la  valeur  de 
S „ <f  * , depuis  le  terme  extrême  de  l’intégration  jufqu  a 
un  terme  quelconque  pris  en  reculant. 

2f.  PROBLEME,  l étant  = S mdx  & dm  — M 'dx 
NVj  -f-  V dp  -j-  àc.,  tandis  que  V eft  une  fonction 

d y 

qui  contient  non-feulement  les  variables  X , y,  p = gff  s 

0 — — — . &»c.  maA  encore  la  quantité  £ , trouver  la  va- 
* d x 

riation  de  la  formule  intégrale  compliquée  S Vax.  Soit 

dV=  H d?  H-  Md*  -f-  N dy  +P  dp  -f-  Q dq  Scc.y 
l’on  aura  la  variation  de  V exprimée  par  l'équation 
yV  = Hvj'  -j-  Mvx  + N V / + Pv/>  &c.  j mais  a 
caufe  de  d ? = mdx  , dy  = ipd  * , dp  = qdx 
Sec. , l’on  adV  = dxiH«+M  + N + 

Qr  + &rc.  ) >•  Ton  a auflî  *=“  M'v*  -+•  N vy  + 
V'vp  Sec.  Or  il  eft  vifible  ( par  le  n°.  10)  que  v \ 
— S ( m.vd  x -^-dx.vm)  = mvx-hS\dxvm  dm.vx)  \ 
donc  ayant  fait  v y — pv  x = t } on  aura  ( félon  le 

7 Pdf  Q'ddt 

n°.  14)  v\ «=  rnvx  + Sd*  ~ ^ + dxx 
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+ 


R 'ji> 
dx* 


&c.  ) , équation  dans  laquelle  dx  eft  con- 


fiant , 8c  que  je  défignerai  par  ( A ).  Ces  chofes  fuppofées , 
à caufe  devSVd*  = Vvx-|-S(d*t/V  — d V.v  x ) , 
fi  nous  fuppofons  iV  = Hdf  -H  d V' , pour  avoir 
v V = Hv{  4-  v V',  8c  à V>  = M dx  4-  Ndj  + 
V dp  4"  8ec-  > nous  aurons  (B)  vSV  dx  ==  V vx  -+- 
S(Hii*vj' — Hd{vx)4-S(dxvV'  — dV'vx).  Mais 

/ Pdf  Q d d t \ , 

dxvV'  — dV'  v x = dx  (Nt4 7 1 — — — 8c c.  ) 

\ dx  d x 1 / 

Et  à caufe  de  divx  = mdx.vx , fi  l'on  fubftitue 
cette  valeur  dans  l’équation  A multipliée'  par  d x 8>c 
qu’on  tranfpofe on  auradxvp  — mdxvx,  ou  dxvi 

/ P'dt  & dit  \ 

— di  vx  =*=  dxSdx  ( N44-  — 4-  — r~  &c.  ) j 

\ d x ' d xx  / 

donc  en  fubftituant  dans  l’équation  (B),  on  aura  la 
variation  cherchée  : v S V d x =»  V v x 

f P'dt  Q'ddt 

4-  SHdxSdx  ( N'r  -H-—  4-  r-  &c, 
v dx 


dx 5 


•) 


. Pdf  Qddr  Rdîf  \ 

4-Sdx(  N «4-  —J—  H ; — — H ; — T"  &c.  J 


dx 


dx  ' 


dx  3 


Suppofons  maintenant  l’intégrale  SH  dx  = g,  de 
maniéré  que  pour  le  commencement  d’où  l’on  compte 
l’intégrale  SV  dx  , g sévanouifTe  , & que  pour  la  fin 
où  fe  termine  SV  dx,  on  ait  g =>  A , l’on  aura 

S H d x S d x (^N'  f 4-  &c.  ^ = ASda:(^N'f4' 

P' de  \ / P'df  \ 


( * ) Les  commençants  pourront,  peut-être,  être  furpris 
de  ce  que  l’on  exprime  par  A l’intégrale  g , lorfqu’ellc 
peut  fe  trouver  hors  du  ligne,  & non  lorlqu’cllc  le  trouve 
fous  le  ligne  d’intégration  : mais  il  cft  ailé  de  leur  faire 

P z 
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& ainfi  l’on  aura  ySY  dx  = Y vx 


/ Fit  \ 
4-  A S<f*  (^N  i+  &c.  J 

■ / * P'  d t \ 

+ &c.  ) 

/ Vd  t \ 
+ Sd!*^NrH — &c .) 


Mais  en  faifant  N -+•  (A  — g ) N'*=  P -+-  ( A — ■ 
g)  P'-?'iQ  + (A- *)  Q'  — / ; R + ( A — R/ 
es  r } &c.‘  nous  aurons  v 8Y  dx  = Vr*  -+■ 


S d x 


( n't  + 


p d t g'  d d t 

+ -V-r-  &c. 


dx 


dx1 


)• 


Et  en  éliminant 


les  différentielles  de  t qui  fe  trouvent  après  le  ligne 
d’intégration,  nous  trouverons  en  fuivant  la  méthode 
ci-deif us  ( 1 1 ) , & ajoutant  une  confiante , nous  trou- 
verons, dis-je,  l’équation  fuivante  : vSVdx 


fcntir  par  un  exemple  fort  fimple  , que  cela  dort  être  ainfi. 
Soit  la  formule  SH(fxSP<fx:=£SP<f;e  — S g P dx , en 
fuppofant  S H <far  = g-  Soit  de  plus  H = x x , P = 
s x 1 , 5t  fuppofons  que  l’intégrale  g doive  s’évanouir 
lorfque  l'intégrale  SH(fxSP(fA:efli=o,  ou  lorfquc 
x — o , &.  que  g doit  être  = A , au  terme  auquel  finit 
l’intégrale  SHafxSPcfx,  c’eft  à dire  r par  exemple , lors- 
que x ~ a ; alors  nous  aurons  A S P <f  x — S g Y d x =s 
X 5 — {x*  = 4*5.  Il  cfl  donc  évident  que  cette  in- 
tégrale cfl  = y a S , lorfque  x = a.  Mais  fi  dans 
■ — S g P d x , on  faif'oit  g=  A = aü,  on  auroit  A SPrfx 
■ — SgPa  j:  = a1  — (i 1 x i ; ît  en  fuppofant  x = a t 
on  auroit  a S — a*  — o , cc  qui  ne  doit  pas  être.  Et  la 
raifor>  en  cfl  que  A étant  fuppofé  confiant  ou  variable  , 
la  valeur  de  S Prix  dans  hSVdx  ne  change  pa'S  ; mais 
dans  S^Pa.v  la  valeur  n’efl  pas  la  même,  lorfqu’on  fup- 
p fe  g confiant  & =a  a a , ou  iorfqu’on  fuppofe  g variable 
Jfc  = xx. 
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dp'  ddq 

d'r' 

dx  dx1 

dx  i 

do'  d d r 

__  -f- 

&c. 

d x d * 

t ( , d ''  , 

dds‘ 

~ ( Ç 7~  + 

x \ d x 

dx* 

&c 


) 


d d t f d s'  \ 

+d7^V-d7+Scc-J 


àU 

dxT 


•) 

•> 


4-  &C. 

La  conftante  introduite  par  l’intégration  doit  être  telle 
que  pour  le  terme  du  commencement  duquel  on  compte 
l’intégration  S V dx  , les  parties  abfolues  ou  non  af- 
fedées  du  ligne  d'intégration  s’évanouiflent,  en  prenant 
l’intégrale  de  la  première  partie  , de  maniéré  qu’elle 
s’évanouîffe  aufli  dans  le  même  cas  ; alors  pour  la  fin 
de  l’intégration  l’on  doit  avoir  SHdx  = A. 

26.  Corollaire.  Dans  la  partie  affedée  du  ligne 
S d’intégration  la  variabilité  doit  avoir  lieu  pour  toute 
l’étendue  de  l’intégration  ; mais  dans  les  parties  abfo- 
Jues  il  fuffit  d'avoir  égard  au  commencement  & à la 
fin  de  l’intégration.  Or  les  conditions  de  la  queftion  doi- 

d t d d t 

vent  donner  les  valeurs  de  dx.  /,  de,  7 — , -, — -,  &c. 

d x d x * 1 

pour  le  commencement  &r  la  fin. 

Lorfque  par  les  conditions  du  commencement  on 
aura  déterminé  la  valeur  de  la  conftante  qu’on  doit 
ajouter  , conftante  qui  doit  faire  évanouir  les  parties 
abfolues  pour  le  même  commencement , il  ne  reliera 
qu’à  procéder  à l’intégration  finale.  Pour  le  commen- 
cement ou  g — o,  on  aura  n'»=N  A N' } p' = P -f- 
A P'  ; {'  = Q + A Q'  j &c.  Mais  pour  la  fin  de^ 
l'intégration  l’on  doit  avoir  évidemment  g =>  A ; «T 
=>  N i p'  = P 3 = Q j &c. 

P 5 
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27.  Remarque.  Afin  de  mieux  comprendre  l’efprit 
de  la  méthode  des  variations , les  commençans  doivent 
obferver  que  le  rapport  des  variations  de  * 8c  de  y 
eft  donné  pour  le  commencement  & pour  la  fin  de 
l’intégration  , qu’il  fit  donné , dis-je  , par  la  nature  du 
problème  ; mais  pour  le  milieu  ces  variations  ne  font 
afiujerties  à aucune  loi. 

On  confidere  donc  premièrement  une  certaine  rela- 
tion entre  les  deux  variables  x &c  y , que  cette  relation 
foit  connue  > ou  qu'on  doive  la  déterminer  dans  la 
fuite  ; & la  formule  S.  Vd.r  qui  contient  cette  re- 
lation , étant  renfermée  entre  certaines  limites  , c’eft- 
à-dire  , ayant  Jieu  depuis  un  commencement  donné 
jufques  à une  fin  ou  limite  donnée  , doit  avoir  une 
certaine  valeur;  mais  à chaque  x-|-vx  doit  répandre 
y -4-  vj  ; cependant  le  rapport  de  yxàvy,  n’eft 
alïiijetti  à aucune  loi , excepté  pour  les  variations 
extrêmes.  - 

Ayant  pris  la  partie  intégrale  , de  maniéré  qu’elle 
devienne  =opour  le  commencement  de  l'intégration, 
on  doit  enfuite  ajouter  une  confiante  qui  rende  nulles 
les  parties  abfolues  pour  le  même  commencement.  Ce 
qui  étant  fait,  on  pourra  procéder  à l'intégration  finale  , 
afin  d'obtenir  par  ce  moyen  Ja  véritable  variation  de- 
puis le  commencement  jufqu’à  la  fin.  Or  on  peut  em- 
ployer la  doétrine  des  variations  pour  réfoudre  deux 
efpeces  de  queftions,  l’une  dans  laquelle  connoiflant  la 
relation  entre  x & y , on  demande  la  variation  de  la 
formule  SV  d x . prife  depuis  un  certain  terme , juf- 
ques à un  terme  donné  ; l’autre  dans  laquelle  on  cher- 
che la  relation  qu’il’  doit  y avoir  entre  x & y , pour 
que  la  variation  de  la  formule  ait  une  certaine  pro- 
priété, qu’elle  foit,  par  exemple,  un  maximum  ou  un 
minimum  ; & alors  on  fuppofe  cetta  variation  = o. 
Mais  il  y a deux  cas,  l’un  lorfqu’on  fuppofe  que  les 
variations  de  * & de  y ne  font  affujetties  à aucune 
loi , l’autre  II  l’on  demande  qu’elles  fuivent  une  cer- 
taine loi. 

28.  Problème.  Si  la  fonction  V renferme  non-feule- 
ment Us  aeux  variables  x & J avec  leurs  différentielles 
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^ y d p 

: o = &c.  , mais  encore  plufieurs  formules 

dx  5 1 dx 


intégrales  £ = 
que  l’on  ait 


S m d x , f =*=  S m d x}  &c. , de  maniéré 


dm-=  M'dtf  -f-  N'dj'  -f-  P 'dp  Src. 
dm'  = M "dx  H-  Wdy  + V"dp’  &c. 
dV  =(H^î  +Hdf  + &c.)+M  dx 
-j-  N^y  + P^/J  &c.  , 

, . * • -*  tr  ■ 

trouver  la  variation  de  la  formule  intégrale  S V d x.  St 
on  entreprend  de  réfoudre  ce  problème  en  iuivant  la. 
méthode  qu’on  a employée  dans  la  folution  du  précé- 
dent, on  verra  facilement  que  le  calcul  n’eft  pas  troublé 
par  les  deux  formules  intégrales  ^ \ ; il  ne  le 

feroit  pas  même  quand  il  y en  auroit  plufieurs  autres. 
C’ell  pourquoi  toute  la  folution  (en  ne  fuppofant  que 
deux  formules  j & ) fe  réduit,  après  avoir  fixé  les 

limites.de  l’intégration,  à prendre  les  intégrales  SH^* 
= g & S H'  d x — g',  de  maniéré  que  pour  le  commen- 
cement de  l’intégration  on  ait  g =*=  O,  g = o'  ; tandis 
que  pour  la  fin  de  l’intégration  g—  A , g = A'.  Ces 
quantités  étant  trouvées,  on  fera 

N + (A  — g)  N'  -+-  ( A'  — g ) N"  = n'  î 
V + ( A - g) F + ( A'  - g'  ) P"  = fi 
Q +.  ( A - g)  Q'  4-  (A'  — g')  Q«  = fi 
&c.  • 

Et  en  attribuant  à y des  variations  quelconques 

on  aura  félon  la  folt^ron  du  problème  précédent  , 

/ dp'  d d q \ r 

vSVdx=  Stdx{n'—J£+  —-&CC.J 

+ Y vx-ht  (p'—  ~ +&c.) 

d t / d / \ 

+ confiante  + [q'  — &«.j 

P 4 
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&c. 


formule  dans  laquelle  on  fuppofe  dx  confiant. 

Corollaire.  Si  donc  la  fonôionV  renfermoit  un 
plus  grand  nombre  de  formules'  intégrales  de  la  forme 
Sm^dx,  Sm"'dx,  &c. , l’exprelfion  de  la  variation 
cherchée  ne  changeroit  pas  > feulement  la  valeur  das 
quantités  ri , p' , q , &c.  feroit  différente. 

29.  Remarque.  Quoique  les  formules  intégrales 
g — SHd»,  /=  SH  dx  renferment  deux  variables 
x Sr  y , & qu'a  in  fi  elles  paroilTent  ne  pouvoir  être  fufcep- 
ribles  d'une  valeur  déterminée  ; Cependant  on  peut  faire 
attention  que  dans  toutes  ces  queftions  on  fuppofe  une 
certaine  relation  entre  x & y , que  cette  relation  foit 
donnée  abfolument  , ou  qu’elle  doive  être  déterminée 
par  le  calcul  } c’efi  pourquoi , en  faifant  ufage  de  cette 
relation  , on  pourra  regarder  y comme  une  fonélion 
de  x , & les  formules  g & g obtiendront  des  valeurs 
déterminées. 

30.  PROBLEME.  Si  la  fonction  m renferme  non-  feule- 

ment les  variables  x & y 6’  leurs  valeurs  différentielles 
p}  q,  (le.  s mais  encore  la  formule  intégrale  u ~S  rri  dx  3 
de  maniéré  que  fon  ait  . , 

d m =*  h d u -f-  M.'  d x y I1' d p (je. 

dm'  = M 11  dx  -f  N"  rfy  P 

fuppofant  de  plus  que  V efl  un^^mciion  de  x,  y,  p3qf 
(le.  & de  la  formule  intégrais  £ = S m d x , de  forte  que 
l'on  ait  d V = H d?  -f-  -J-  P d p fyc.  déterminer 

la  variation  de  la  formule  intégrale  SV  d x.  Par  la  folu- 
tion  de  l’avant-dernier  problème  , il  fera  aifé  de  trouver 
la  variation  de  Smdx  =3'  ; car  ayant  déterminé  les 
limites  de  l'intégration,  & ayant  fait  Shdx  = g" , de 
maniéré  que  pour  le  commencement  on  ait  g"  = o,  & : 
g'1  = A'  pour  la  fin  de  l’intégration  : fi  alors  on  fait  N' 

. -h  CA' -g)  N*=N'"i  P + (A'-f)  V"  = P"' j 
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R'  4-  (A'  — / ) Q'7  = Q'"  ; &c.  on  aura  par  la  fo- 
lution  du  problème  cité  : v i = mv  x 4-  x (c  N"' 
V"  d r Q""ddt  \ 

H — 1 r — &c.  ) , dx  étant  fuppofe  con- 

fiant & t — v y — pvx.  Maintenant  en  fuppofant  d V = 
H dY'  , 5:  v V = -f-  v\'  ,■  il  viendra 

d V'  = M dx  -f-  N «j'y  4-  P dp  & c.}  & ( comme  il 
fuit  de  l’endroit  cité)  l’on  auta  l’équation  (D)  fuivante  : 
vSVdx=  V vx  + S(Hi*y^  — H divx) 

f P^f  Qddt  \ 

-f-  Sdx  (Nr  + — — &c.), 

/ P t \ 

en  fubftituant  S d x ^ N r 4-  — — &c.  J > au  lieu  de 

S.  ( dx  v V'  — dV'  vx)  dans  l’équation  (B)  du  problème 
dont  on  vient  de  parler.  Mais  <f?  = mdx  > & v{  = 
m vx-}-  Sdx  ( N'"  t + &c.  ) ; üonc  d xv\  — d[vx 

= d.xv{  — mdxvx  — dxSdx  ^N"'  r 4-  H 

Q"'ddt  \ 

— — &c.  ) • Si  l’on  fait  maintenant  S Hdx^="g  , de 

maniéré  que  pour  le  commencement  de  .l’intégration  l’on 
ait  g — o,  & que  pour  la  fin  de  l'intégration  g = A , 
on  trouvera  facilement  l’.équation  SH  ( — 

divx)  = S(A  — g)  dx  ( Nwt  4 — -f-  &c.J* 

Remettant  maintenant,  les  valeurs  de  N'",  P"',  Q"', 
&c. , & fuppofant  pour  abréger  que 

N + (A-*)N'  + ( A-B)(A'-g')W>=:n; 

P +(A^)1>'+(A^)(A'-É')P«  = /; 

&CC. 

11  eft  vifible  que  la  variation  cherchée  fera  vSVd* 
/ p'  d t qddt  \ 

«Vv*  4-Sd*  (^n'r  H — ^ ^ ~dx^  + 


( * ) Car  en  faifanc  les  fubftirations  convenables , 
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formule  d’où  l’on  peut  tirer  la  même  expreffion  que 
nous  avons  trouvée  vers  la  fin  de  la  folution  de  l’avant- 
dernier  problème. 

Remarque.  Si  la  fonction  m renfermoit  une  for- 
mule intégrale  , dans  ce  cas  les  lettres  />',  q , &c.  re- 
cevroient  une  valeur  différente  , dépendante  de  la  ; 
derniere  formule  intégrale  que  l’on  auroit  ; & il  eft 
aifé  de  voir  comment  on  pourroit  trouver  la  variation 
dans  ce  cas.  Enfin  de  quelque  maniéré  que  la  formule 
SVifr  foit  compliquée  , ce  que  nous  avons  dit  juf- 
qu’ici  luffit  pour  faire'  trouver  fa  variation. 

De  la  variation  des  formules  intégrales  à trois  varia- 
bles x j y 3 \ j dont  la  relation  efl  déterminée  par 
deux  équations  , de  maniéré  que  l’on  peut  regarder 
deux  variables  quelconques  prifes  féparément 
comme , une. 

31.  PROBLEME.  V étant  une  formule  qui  renferme  les 
trois  variables  x , y , ^ , avec  leurs  différentielles  quelcon- 
ques , trouver  fa  variation.  Si  l’on  écrit  dans  V au  lieu 
aes  variables  y , jr , j , les  quantités  * -+-  v x , y -\- 
vy , ç -+-  vf;  qu’au  lieu  des  différentielles  de  ces  va- 
riables on  écrive  dx  -+-  vdx  , dy  -4-  vdy  , ddy 
-4-  vddy,  Scc.  8c  que  du  réfultat  V'  on  retranche 
V , on  aura  la  variation  cherchée  v V.  D’où  l’on 
peut  conclure  qu’on  trouvera  cette  variation  par  la 
méthode  de  la  différenciation  , en  fubftituant  le  figne 
de  la  variation  au  lieu  de  celui  de  la  différenciation. 

II  fera  cependant  bon  d’obferver  qu’en  prenant  les 
variations  des  différentielles  , il  elt  indifférent  de 

l’équation  ( D ) donnera  v S Y dx  =*  Y v x 

+ S ( A — g)  dx  (N’r  + (A/^)N"r-t-&c.) 

/ Pdf  \ 

-hSdx  ^Nf  4-  -yj-4-  &c.  J 

d’où  il  cft  aifé  de  tirer  l’équation  que  nous  avons  donnée» 
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placer  le  ligne  de  la  variation  avant  ou  après  le  ligne 
de  la  différenciation  , comme  nous  l’avons  prouvé 
' ci-devant. 

Corollaire.  Puifque  nous  pouvons  regarder  y 
auffi-bien  que  3 comme  une  fonéhon  de  x,  lî  on  fup- 

dy  dp  dvy — pdvx 

pofe  — =p,  — = />',  on  aura  vp  = — — , 

a x 4 x a* 


d v f — p dvx 

& v p = - * Si  l’on  fan  maintenant  vy 

d x 

— p v x = t , t/p  ’ — p'v  x =■  t'  , on  aura  dvy  — 
pdvx  — q dxvx  — dt , & dv  p — p dvx  — q'dx.vx 
dp  dp' 

= dt' } en  faifant  — = q. , ~r~  — q > de  forte  que 


dt 


dt ' 


vp  — qvx  = — — j vp‘  — q’  v x = -r~ , en  fuppofant 
d x d x 


dp 


dq' 


de  plus  - — = r ; — — = r'  j &c.  & faifant  d x confiant. 
d x d x 

dit  ( dd  t\ 

On  aura  aufii  vq  — rvx  = j vj'  — r'vx  = j— p-  » 

& ainli  de  fuite. 


Remarque  I.  Si  l’on  n’avoit  qu’une  feule  équation 
entre  les  trois  variables  x , y , p ; les  lettres  p' , p 
n’auroient  aucune  valeur  déterminée , puifque  cette 
équation  lubliftant , les  rapports  de  dy  : d x , & de  dp  : 
• d x , feroient  indéterminés.  Cependant  on  pourroit 
cUns  ce  cas,  en  employant  la  régie  du  problème,  trouver 
la  variation  de  V,  & cela  en  n’introduifant  ni  les 
lettres  p &c  p' , ni  leurs  différentielles. 

( Remarque  II.  Dans  les  courbes  à double  courbure 
l’on  a deux  équations  entre  trois  co-ordonnées  per- 
pendiculaires ; ainfi  ce  que  nous  dirons  ici  pourra  fervir 
a trouver  ces  fortes  de  courbes  qui  font  fufceptibles 
d’un  maximum  ou  d’un  minimum. 

32.  PROBLEME,  v étant  fuppofée  une  fonBion  des 
variables  x , y , p , & de  leurs  différentielles  d’un  ordre 
quelconque  , trouver  la  variation  de  la  formule  intégrale 
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S.Vdx.  Ayant  fait  -J7~  P>dp  = qdxy  &c. 

p’dx , dp'  — q'dx , &c.  On  pourra  faire  en  forte  que 
V devienne  une  fonftion  de  *,  y , ? . P , 4 » &c.  Ainû 
fa  différentielle  aura  cette  forme  : d V’  = 

Md*  -+■  Ndy  Pd/>  Q dg  -f-  &c. 

■+•  N,dî4-P'dy  + Q'dg'-|-&c. 

L’on  aura  aufiî  « 

vV  = Mii*+  Nvy  + Pv/>  8fc. 

-f-  N'vij  4-  P ’vp  &c. 

Mais , par  ce  que  nous  avons  dit  ci-devant , il  e§t 
vifible  que  vSVdx  =*=S(Vdy*4-dxvV)  =Vv* 
+ S(d*vV  — d \ v x),  mais  en  fubftituant  les  va- 

dxvV  — d V v* 

leurs  de  v V & de  dV,  l’on  a 

Mv*-f-Nvy-+-Pvp  + Qv  q &c. 
-f-N'vï-4-  Fvp  -+-Q'  vg'  &c. 

— Mv*  — Npv#  — Pgv*  &c. 

— N'/v* — lyq'vx  &C. 

Mais  N v y — N />  v * ==Nt,  N'v^  — N'p'v*  =* 
N'  t’  ; &c.  de  forte  que  la  variation  cherchée  pourra 
(on  fuppofe  dx  conilant  ) s’exprimer  ainfi  :•  v S V d x =* 

r P de  Qddt  ■ 

„ \Nr4"  + &c-  / 


+NV 


P'dr'  Q'ddr 

fj  . . _ 


+-  &c- 


équation  à laquelle  on  peut  , par  ce  qui  précédé,, 
donner  la  forme  fuivante:  vSVd# 

/ dp  ddQ  \ 

= Srd#  f N — j H - — — &c.  J 

\ a x dx1  J 

f dF  ddQ  \ 

+S^,(N'-^  + -Tif  **) 
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+ V»*  + '(P“  JJ  &c.  J 

. / dQ'  \ 

-f-conft.  -+•  t‘  {J? JJ  &c.  J 

dt  / dR  N 

+ Jï(<2-Î7&‘:-) 

• 


'On  doit  obferver  à Pëgard  de  la  confiante  les  mêmes 
•chofes  que  ci-devant. 

Corollaire.  Si  l’on  ne  regardoit  une  quelconque 
des  trois  variables  xyÿ,\  , comme  une  fonction  des 
deux  autres,  de  maniéré  que  \ &c  y puffent  être  déter- 
minées en  x par  une  relation  connue , ou  qui  doit  être 
déterminée  par  la  nature  de  la  variation  , la  formule 
SVdx  ne  lauroit  avoir  de  lignification  déterminée. 
Mais  fi  la  formule  V d x eft  intégrable  par  elle-même 
fans  fuppofer  aucune  relation  entre  les  trois  variables, 
dans  ce  cas  la  variation  de  l’intégrale  SVdx  ne  fauroic 
envelopper  aucune  formule  intégrale  ; de  forte  qu’a- 
lors  le  fécond  membre  de  l’équation  précédente  ne  doit 
renfermer  aucune  formule  intégrale } donc  dans  ce  cas 
-on  aura  des  équations  fuivantes  : 


N — 


dd  Q 

77  &c* 

fl* 1 


d\y  ddçy 

N’  — — H — -j — - &c.  = o. 

• fl*  fl*é 

Réciproquement  fi  ces  deur  équations  ont  lieu , ce  fera 
un  figne  certain  que  la  formule  différentielle  Vdx  ell 
intégrable  par  elle-même,  fans  fuppofer  aucune  relation 
entre  les  variables. 

{ d y 

Exemple.  Suppofons  que  l’on  ait  S Vdx  = jrf  - 
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^■(♦j,doncV  = ^Al+  J+îl-lfJL. 

P x XX  p * JC  P X P P 

En  différenciant  cette  valeur  de  V , on  trouvera  faci- 
lement N = o j P < 


-7t.  , 1 _ n ? 

xxp'  * *pp,yl^  xp' 


Mais  N'  = -L  + -L  _ 1*  | P - _ 

*JC/>  xp  xp  P xxp  p 

? ? 2?/’?'  0 ™ — ?P  w . 

—r~,-h — / > oê  Q = — t- r Maintenant  a caufe 

xpp  xp  P P xp  P 

dP 

de  N = o , la  première  équation  donnera  — + 

ddQ  dQ 

•j--  = o & P — 3 — = C,  confiante. 

a x dx 

dP'  ddQ' 

A l'égard  de  la  fécondé  équation  N' — - — • — 

d x d x 

dQ' 

= o , on  en  conclura  S N'  dx  = ly — j ainfi  en 

d x 

fubftituant  la  valeur  de  N',  il  fera  néceflaire  que  la  formule 

p dx 

— — foit  intégrable. 
xxp  xp  xpp 


Kd,=  r^A*  + 


Mais  à caufe  de  dp  — qdx , on  aura  SN'd*  = — 

• xp 

, à(3  r,,  rx„j  P ? Ï*  . 

donc  -, — = P — SN  dtf  — — — — 7~>  "+“ 

dx  xxp  p xpp 

1 £ p q p _ 

• — , —,  j ce  qu’on  trouvera  être  vrai  en  diffc- 

xp  p p xp 

O ~~*p 

renciant  Q = — —•  r- 

xpp 


• d y 

( * ) Car  d y — p dx  & dj  = p dx  ; ainfi 


pd  x 
p'  dx 


r à y 


T , & , 

p * d j 


p r . 

xp' 
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N 

Remarque."  Si  la  formule  SV  dx  doit  avoir  une 
valeur  qui  (oit  un  maximum  ou  un  minimum  , on  égar 
lera  féparément  à o les  deux  parties  intégrales  , ce 
qui  donnera  ces  deux  équations  : 
i P 

N — -, 1-  &c.  = o. 

d x 
d P' 

N'  — j h Scc.  = o. 

d x 

Ces  équations  expriment  une  double  relation  entre 
les  trois  variables  x , y , { , telle  qu'on  peut  enfuite 
regarder  y auflî-bien  que  3 , comme  une  fon&ion  de  x. 
Lorfque  ces  équations  font  différentielles , l’intégration 
introduit  dans  le  calcul  . & cela  pour  chaque  équa- 
tion , autant  de  confiantes  arbitraires  qu'il  eft  déligné 
par  le  plus  haut  degré  différentiel  de  chaque  équation. 
On  doit  enfuite  déterminer  ces  confiantes , de  maniéré 
qu’on  fatisfalfe  aux  conditions  prefcrites  de  l’intégra- 
tion de  la  formule  Vd je,  pour  le  commencement  &c 

fiour  la  fin  de  l’intégration  ; & faifant  de  plus  en  forte  que 
es  parties  abfolues  delà  variation  foient  = o.  i°.  On 
doit  déterminer  la  confiante  dont  on  ^parlé  ci-delfus, 
de  maniéré  qu’elle  fatisfafie  aux  conditions  pour  le 
commencement  de  l’intégration  , où  ces  quantités 

de  d d t ' dt 

t , - — , ~ — -,  t , 3 — , S :c.  ont  ordinairement  des 
dx  dxz  dx 

valeurs  déterminées  par  la  nature  de  la  quefiion.  Or 
comme  cela  arrive  également  à la  fin  de  l’intégration , 
on  détermine  par  toutes  ces  valeurs  les  confiantes  in- 
troduites par  l’intégration. 

Remarque  II.  Les  membres  qui  expriment  la 

variation  de  la  formule  S Vdx,  fe  partagent  comme 
naturellement  en  deux  claffes  , dont  l’une  regarde  la 
variation  de  y , c’eft-à  dire  , fon  rapport  relativement 
à x,  comme  fi  3 étoit  confiant,  & l’autre  regarde  le 
rapport  de  f à x comme  fi  y étoit  confiant.  De  là  on 
doit  conclure  que  s’il  y avoit  une  quatrième  variable 
u,  qu’on  peut  aulii  regarder  comme  nue  fonélion  de  x , 
il  faudroit  ajouter  une  autre  clafle  qui  renfermerait 
des  membres  fcmblables  dépendans  delà  feule  variabilité 
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de  u , & ainfî  de  fuite  s’il  y avoit  encore  d’autres 
variables.  De  forte  que  quelque  nombre  de  variables 
que  contienne  V,  pourvu  qu’on  puilîe  regarder  ces 
variables  comme  toutes  déterminées  par  une  feule’, 
en  trouvera  toujours  la  variation  de  SVdx  par  la 
même  méthode. 

jj.  PROBLEME,  m étant  fuppofée  une  fonBion  des 
variables  x , J , & de  leurs  différentielles  d’un  degré 

quelconque  , trouver  la  variation  de  la  formule  SVdx , 
en  Juppolant  que  V renferme  non-feulement  les  variables 
x , y , ç , & leurs  différentielles  d'un  ordre  quelconque , 
mais  encore  la  formule  intégrale  Sm  dx  = u.  On  aura  d V 
= Hd«-4-Mdx  + Ndy-{-Pdf>  -+-Qdy  + 8cc. 

-f-  N'd{  P dp'  Q'dj'-J-  &c. 

Mais  à caufe  ded«  — mdjr,  on  a dm  = M * d * 

( 

H-  N b dy  + P 4 &c. 

4-  Wdi  P/d/  + &c.  (*) 

Si  au  lieu  du  ligne  d on  fubftitue  par-tout  le  ligne  v, 
on  aura  les  variations  de  V & de  m;  or  vSVé* 
e=  V vx  -4-  Sfli*vV  — dVv*).  Mais  à caufe  que 
la  valeur  de  la  différentielle  de  d V ne  différé  de  la  pré- 
cédente qu'en  ce  qu’elle  contient  la  partie  H d u <=» 
Jrimdx  qu'elle  ne  contenoit  pas  dans  le  dernier  problème, 
& que  la  variation  v V contient  de  plus  la  partie 
Jri  vu  qu’elle  ne  contenoit  pas  dans  le  même  problème, 
la  variation  cherchée  lera  exprimée  par  une  formule 
femblable  à la  précédente  , en  *y  ajoutant  le  membre 
SH  {dxvSmdx  — md  x.v  x ) = Sbidx  ( v Smd  x 
m v x ).  Mais  par  ce  que  S m d x elt  une  formule 
femblable  à celle  du  problème  précédent,  on  aurq,  eu 
fuppofant  d X conftant , l’équation  fui  vante  : v S m d x — 


( * ) I es  lettres  b & / ne  défignent  pas  ici  des  expo- 
fans  ; on  ne  s’en  eft  fervi  que  pour  diftinguer  les 
coefficiens  de  la  dernierc  équation  de  ceux  de  la  pre- 
mière. 

m V .V  =» 

I 


Digitized  by  Google 


Calcul  des  variations.  241 


N^  + 


ivx  — Sd  x ■ 


Vhd  c Qi-ddt 
d x dx1 


& c. 


P fdt’  Qfddt' 

N ft'  H — — 1 TTTi  Sec. 


d x 


dx 1 


Suppofons  l'intégrale  SHdje=e,  de  maniéré  que  pour 
le  commencement  de  l’intégration  on  doive  avoir g = o, 
8e  que  pour  la  fin  de  l'intégration  g foit  = A.  Cela 
pofé  , l’on  aura  pour  toute  l’étendue  de  l’intégration 
SH  d*  ( vSmdx  — mvx) 


\ N>r  + 

S(A—  g)dx  j 

(N  ft'-h 


P b d t 


&c. 


dx 
PA  de' 

7 &C. 


Suppofons  maintenant,  pour  abréger,  que  l’on  fafle 

N -4- (A— £)N*  = N”;  N'  + (A-^)N/=N' 
p _(_  (A — g)  P*  = P»  j P'  -+-  (A— g)  Vf  = P' 

Q -t-  (A — g)  Qi,  = Q”;Q/+(A — g)  Qf  — Q’ 
8cc.  &c. 

Alors  on  aura  vSV  dx  = V vx  -+- 


S dx 


„ Vdt  , Q”ddr 
N”t  + —7—  + — h &c. 

i/x  d a: 

, P ‘ d r'  Q'ddr' 

N't  + — -, 1 — — -4-  &c. 

dx  dxx 


La  partie  intégrale , étant  développée  , il  viendra 


( * ) On  doit  fe  fdfcvenir  que  n 8c  s ne  défignent  pa* 
des  expofans  , de  forte  que  N'  fert  feulement  à diftïn- 
guer  N ' de  N , N , N 6 , NA, 

Tome  V.  Q 
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vS  V d*=»Sr  dx 


(n-  — 


AP' 


dd  Q’ 


&c.  ^ 


dx  dxx 
+ Sc'^(N,-77-+Tje-&c.  ) 

Vvx+r  (P”--77  &c.) 

dQ 


4-  conft.-H'  ^P'  — 

d t 
+ d 


&c.  ^ 


^(Q._&c) 

+ 77  (Q'  -&c0 

+ &c. 


Remarque.  Il  eft  aifé  de  voir  par  la  méthode  que 
nous  venons  de  fuivre  dans  la  folution  du  problème, 
comment  il  faudroit  s’y  prendre  fi  V renfermoit  plu- 
fieurs  formules  intégrales  , ou  fi  m contenoit  auln  des 
formules  intégrales  , quand  même  ces  formules  intégra- 
les contiendroient  plus  de  trois  variables. 


De  la  variation  des  formules  à trois  variables  j 
dont  la  relation  ejl  donnée  par  une  feule 
équation. 

34.  PROBLEME.  Trouver  les  variations  des  formules 

' - (£)  • <■'  “ (£>  Vùn  “rl  f + " = 
( d(i  + vi)\  ^ ( dj  , dvr  _ à\dvx ^ 

\Tx  Jx  A*'  J 


s 


I 

I 


(*)  Dans  cette  exprçffion  y eft  cenft  conftant , & l’on 
confidcre  ^ comme  une  fonftion  des  variables  x Zl  y ; de 
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# Dont  à caufe  de  p = ~ , on  aura  vp  =. 

,i  j • , V l / 

__  ld*.d''X\  _ (dvi\  (âvx, 

\dx  dx  ) \ dx  ) - P On  aura 

auffi  Vp'  = -p'  (ilL\  Dans  la  yaIeur  dg 

vp,  y eft  regardé  comme  .conftant  ; mais  * eft  regardé 
..comme  conftant  dans  la  valeur  de  vp'. 

Remarque  I.  On  peut  regarder  également  chacune 
aes  variables  x , y , f comme  une  fonction  des  deux 
jl‘i-r,es  5 .n??is  J|  de  fe  fervir  des  deux  formules 
différentielles  du  premier  degré  , dont  on  vient  de 
rouver  les  variations  j parce  qu’on  peut  réduire  les 

autres  à celles-là.  En  effet  (^-  ) = l - ( d-JL \ = l . 

p>  \dl)  p'> 

(iz\  _ ZZL  o (dx\  —p' 

\dx  J p'  5 & ^ J ~ > or  p 8c  p'  font 

des  fondions  de  x 8c  y.  Maintenant  il  eft  aifé  de 

voir  qu’on  aura 

/à  v x 


v (~)  = ZLZL  _ _ _L  (d_H\ 

\diJ  pp  pp  \ dx  ) 

Ci 

dvy\  fd  y \ —vp 

) ’ v LJ 


P VP 


P ' V dy 
’d  V £ 


I 

7* 


Remarque  II.  Les  formules  différentielles  ne  fau- 
roient  avoir  une  valeur  certaine  , fi  l’on  ne  compare 


meme  on  peut  confidérer  vx,  vy , comme  des  fonc- 
tions infiniment  petites  de  x & de  y ; car  quand  même 
elles  dependroient  de  £,  celle-ci  eft  une  fonaion  de 
x Sc  y ; on  voit  donc  que  V x difparoîc  devant  x 5c  que  vz 
s’évanouit  devant  £.  ’ v 

Q * 
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enfemble  deux  différentielles,  en  regardant  la  troifieme 
variable  , s’il  y en  a trois,  ou  même  toutes  les  autres < 
s’il  y en  a un  plus  grand  nombre , «comme  confiantes. 
Ainu  dans  le  cas  préfent  où  l'on  fuppofô  trois  varia- 
bles x,  y,  i & une  feule  équation,  la  formule 

né  peut  avoir  aucune  fignific$tion  déterminée  fi  on  ne 
regarde  y comme  confiant.  En  effet  en  regardant  £ 
comme  une  fonéfion  de  * & de  y , telle  que  d \ = 

d ç dy 

p à x -f-  p'dy,  on  aura  = p •+■  P'  Or  cette 

équation  peut  avoir  lieu  d’une  infinité  de  maniérés 
quel  que  foit  le  rapport  de  dy  à dx.  On  peut  remar- 
quer encore  que  quoique  dç  = pdx  + p'dy  , il  ne 
s’enfuit  pas  que  vj  =^v*+  p vy  ; parce  que,  quoi- 
que i foit  une  fonôion  de  x & y,  nous  pouvons  lui 
attribuer  une  variation  qui  lui  foit  propre  & qui  foit 
indépendante  de  celles  de  x & de  y. 

3 y.  PROBLEME.  Trouver  Us  variations  des  formules 

* fic°ni  d'1'1  q ~ (ï£)  i î = (J~^)  > «"  - 

Dans  le  problème  précédent  nous  avons  fait 

P = (j£)  & P'  ~ (fy)  i «M  O"  aur.  , - 

tenant  en  cherchant  les  variations  de  q , q , q" , par 
la  même  méthode  qui  nous  a fait  trouver  cfilles  de 
p & de  p'  dans  le  problème  précédent , nous  aurons 

» q - (77)  - 5 (77)  • oû  r°” trouve  (77) 

en  différenciant  la  valeur  de  vp,  dans  la  fuppofition  dey 
confiant,  & divifant  le  réfultat  par  dx,  ce  qui  donne 
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(dvp\  (ddv^\ 

• 

V dx  J P \ dx'  )^  }* 

\ dx  ) \d  X±  y 

) —9 

à caufe  de  3 = ( 

'dp  N 
<dx  ) 

5 d’où.  l’on  conclut  vq  •= 

( d dv  r \ (dv  x\  (d  dv  x \ 

VTT^J  . 

De  même  à caufe  de  q = otl  aura  au®  v $,==a 

(77)  ~q‘  (17)' Mais  (77) = (7777) 

fî*±H\  ,(dvJ\  (ddvx\ 

“*A77;-*  I77J  -/  WÏ7> Ll  ,ro,6c'”e 


!y . 

formule  3"  — donne  V3"  = (yyr)  —itfX 

Remarque.  L’autre  valeur  de  3'  = donne 

/ddvr\  (dvx\  (dv  y\ 

- (,-df)  - *\Ur)  - <* 

(dd  v y \ . ' A c 

—-y  } , valeur  qui  paroîc  entièrement  différente  de  la 

première.  Mais  on  peut  ramener  l’une  à l’autre , en 
rendant  la  variation  de  * indépendante  de  y , &c  la  , 
variation  de  y indépendante  de  x ; de  forte  que 
/ d v x\  ( dv y \ 

\7ï)  fi,‘  alo,s-°  & (77)  =0> 


ce  qm 


( * ) Avant  de  différencier  on  doit  fubfticuer  la  valeur 
de  v p prife  du  problème  précédent» 

Q j 
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Æk  (d  d v x \ (d  d v y \ 

donnera  auü  = o , & = o ; & 

alors  les  deux  valeurs  feront  égales. 

Mais  pour  aller  audevant  de  tous  les  doutes',  nous 
n’ïvons  qu'à  fuppofer  ( comme  on  le  fuppofera  toujours 
dans  la  fuite  ) , que  la  feule  variable  £ fubit  des  va- 
riations , les  variations  de  * 8e  de  y étant  chacune 
= o >"  de  forte  que*  l’on  ait  vx  = o & vy  = o , & 

/ dvj\  / \ 

alors  nous  aurons  vp  — J 8c  vp'  = J* 

On  aur»  anffi  (^f)  i i - (77J7)  I «'  = 


(£-) 


comtpe  ci-devant  > mais  alors  v q 


_ (--A\ 

\ dx1  )> 


, fddv7\  /ddV7\ 

7,6.  PROBLEME.  Trouver  les  variations  des  différen- 
tielles de  tous  les  genres  , en  Juppofant  que  £ efi  une  fonc- 
tion de  x & y , t&  que  vx  — O & vy  = o.  On  aftra 

r = (—l\  ■ r = ( di*  ) ■ r"  = (—  *—')  • 
f"  = Et  il  eft  évident  qu’on  aura  vr  => 

\Tx~t)  5 v''  = (t^)  5 =*  {-ïfïp)  5 

/ d î v £ \ 

v/7'  = —J.  En  général  il  eft  aifé  de  voir  que  pour 

fdm  + n £\ 

une  différentielle  d’un  ordre  quelconque  > on 

/dm+nvj\ 

aura  toujours  fa  variation  = y rfy^d'7*"/* 

Remarque.  Puifque  les  variables  x , y font 
indépendantes  l'une  de  l’autre  , & que  l’une  peut 
varier  par  tous  les  degrés  poflibles , l’autre  reliant 
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fd  x \ 

invariable,  il  eft  vifible  que  la  formule  J nefauroit 

avoir  une  lignification  déterminée  : ainfi  cette  formule 
né  doit  jamais  fe  rencontrer  dans  le  calcul  ; & il  en  eft 

de  même  de  celle-ci  • Mais  parce  que  j eft  une 

fon&ion  de  a?  & y , les  formules  i 

ont  des  lignifications  déterminées.  # 

37.  PROBLEME.  En  regardant  toujours  I comme  une 
fonàion  de  x & de  y & V comme  une  fonBion  des  trois 
variailes  x , y , g & de  leurs  différentielles  d un  ordre 
quelconque  , trouver  la  variation  de  V.  Pour  ôter  l’ap- 
parence des  différentielles , fuppofons  p — i P' 

(dTdjrO } r"' = (27*) 5 &c* Si  nous  faifons  à 

préfent  v^=z  t ( * ) , il  viendra  vp  ==  ^ ; vp  »= 

(dt\  /<fdr\ 

\ — ) ; vq  = > Sec*  Maintenant  à caufe  que 

V peut  être  regardé  comme  une  fon&ion  des  quan- 
tités x,  y,  p } /,  ç,  q0  &c.,  on  aura 

d V=  H dr-f-M  dy-f-  Ndï+Pd/^-f-Qd  g-f-R-dr&c* 

+ P 'd  p-EQ'd  q'+R'dV  & C. 
•+■  Qffd  &c* 

■+-  R.wd  r'"  8c  Cm 
&c. 


(*)  On  doit  regarder  r comme  une  fonction  de  a;  & dey» 

Q 4 
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& parce  que  v x = o & v y = o , on  a 
rV  = Nv{+Pv;  -4-  Q v g &c. 

+ P'v/4-  Q'vj'&c. 

-+-  Q"  V q" &C. 

, ' &C. 


OU 


Remarque.  Nous  fuppofons  que  ç doit  être 
regardé  comme  une  fon&ion  de  * & de  y , & nous 
attribuons  des  variations  à f fans  en  donner  à x & à 
y , ce  qui  paroîc  contradiéloire.  En  effet,  fi  on  fubfli- 
tuoic  la  valeur  de  f en  * & y dans  V , la  quantité  V 
deviendroit  une  fonction  de  x Ht  de  y & n’auroit  par 
conféquent  aucune  variation.  Pour  faire  évanouir  cette 
difficulté  , il  n’y  a qu’à  regarder  f comme  une  fonc- 
tion inconnue  de  x (quand  même  on  la  connoî- 
troit)  > & ne  fubftituer  fa  valeur  en  x & y , qu’après 
qu  on  aura  entièrement  trouvé  la  variation  qui  dépend 
uniquement  de  f. 

Avant  de  paffer  au  problème  fuivantj^ious  remar- 
querons que  fi  V exprime  une  fonction  des  variables 
x > y * î & Que  £ foit  regardé  comme  une  fonéïion  de 
x & y > on  aura , par  une  conféquence  des  principes  établis 
au  commencement  de  ce  calcul,  v.S$Vdxdy  = 
SSvV  dxd  y,  où^  v V défigne  la  variation  de  V ; 8c 
Ion  aura  befoin  d’une  double  intégration  pour  l’une  & 

1 autre  formule.  Maintenant  fi  nous  fuppofons  S SV  d xdy 
= S dxS  V dj  «=  V'  j en  différenciant  dans  la  fuppofi- 

tion  de  x feul  variable , on  trouvera  SVdj  = t & 
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en  différenciant  cette  derniere  équation,  en  conlïdérant 

/ diV'  \ 

y feul  comme  variable  , il  viendra  V = ( - — ; — ) ; 

\dxdy  J 

de  forte  que  l’intégrale  V'  doit  être  telle  que  V = 

/ ddV'\ 

— 2 — )’  ^aIS  Parce  qu’il  faut  faire  deux  intégrations, 

l’une  en  regardant  x comme  confiant,  l’autre  en  regar- 
dant y comme  confiant , il  eft  vifible  que  l’on  doit 
ajouter  à l’intégrale , au  lieu  d^ieux  confiantes  arbi- 

ferons  = X,  & 
ous  repréfenterons 


d^ieu: 

quPnno 


traires , une  fonélion  de  x qui 
une  fonélion  arbitraire  de  y q 
par  Y j par  conféquent  l'on  aura  l’intégrale  complette 
SSVdxdy  = V'-f-  X + Y. 

58.  PROBLEME.  V étant  une  formule  quelconque  com- 
pofée  des  trois  variables  X , y , f & de  leurs  différentielles  , 
îi  j étant  regardé  comme  une  fonélion  de  x & de  y , trouver 
la  variation  de  la  formule  intégrale  SSV  d xdy,  Il  eft 
vifible  par  le  problème  précédent  que  dV  = H d x 

-h  M dy  + N dj  -f-  Pd p + Q dq  -f-'K-  dr  - f-  &c. 

+ P 'dp'  + Q'df-h  R'dr  + &c. 

+ Q"d  q'1  -+-  K"  d r"  -j-  &C. 

- -HW'-f&c. 

H-  &c. 

Mais  à caufe  de  vx  = o & de  vy  =0  ,*  on  trouve 
v V = N Vf  -f  PVP  + &c. 

-f-  P'  v p'  Sec.  > = 

+ &c.  j 

/ de  \ f ddt \ 

Nf  + pfe)^Q(^)&C- 


+ P/(j7)+Q,GJrdj)&: 

,Vt.Q'0)&C 


t 


9 
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Remarque.  Si  la  nature  de  la  fon&ion  ? & de' 
v £ = t , étoit  donnée  en  x & y,  on  pourroit  facile- 
ment , en  multipliant  chaque  terme  de  la  valeur  de 
vV  par  dxdy  & intégrant  enfuite  deux  fois  (à  caufe 
du  double  ligne  SS),  trouver  la  variation  de  la  for- 
mule propoféfc.  Mais  lorfque  7 ell  fuppofé  inconnu 
& qu’on  doit  le  trouver  par  la  nature  du  problème  , 
alors  t n’a  aucune  lignification  déterminée:  comme, 
par  exemple , fi  on  demande  que  la  formule  S S V d xd  y 
l'oit  un  maximum  ou  un  minimum.  Dans  ce  cas  il  efl; 
néceflair^  de  réduire  la  variation  de  cette  formule 
de  maniéré  qu’après  le  ligne  SS  on  trouve  t & non 
les  différentielles  de  t.  Or  avant  d’entreprendre  cette 
réfolution , nous  obferverons  que  lorfqu’on  parvient  à 
des  formules  intégrales  dans  lefquelles  l’une  des  deux 
variables  *,  y eft  regardée  comme  confiante,  on  peut 
indiquer  facilement  laquelle  des  variables  eft  regardée 
comme  confiante.  La  formule  S.  T dx  indiquera  dans 
la  fuite  l’intégrale  de  Tdx  en  fuppofant_y  confiant,  & 
la  formule  S Tdy  indiquera  l'intégrale  de  T à y , en 
regardant  x comme  confiant.  Pour  ce  qui  regarde  les 
formules  doubles  S S V à g iy , on  doit  les  intégrer  deux 
fois,  de  manière  qu’une'aes  intégrations  ait  rapport 
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à la  variabilité  de  x,  & l'autre  à la  variabilité  de  y. 

39.  PROBLEME.  Transformer  la  variation  de  la  for- 
mule S S V d x dy  trouvée  dans  le  problème  précédent  , 
de  maniéré  qu  après  le  double  ftgne  SS  on  trouve  par- 
tout t , mais  non  pas  fes  différentielles.  vPopr  que  cette 
transformation  foit  plus  étendue  , foient  T & u des 
fondions  des  variables  x & y , & confidérons  cette 

formule  SST ixdy  = SdySTdx  (^)* 

* f d u \ 

Or  dans  ST  ff*  - — ) on  doit  regarder  x feul  comme 

'■d  x / 

variable  , & alors  on  aura  dx.  = du  , parce 

que  y eft  regardé  confine  confiant  ; c’eft  pourquoi  on 
doit  avoir  S T d u = Tu  — Su  d T.  Mais  parce  que 
dans  on  regarde-  x feul  comme  variable  , il  con- 
viendra de  faire  d T = dx  Ç- — ^ , pour  avoir 

ST  dx  ( ^ — Tu  — S udx  Cela  pofé, 

il  eft  vifible  que  notre,  formule  réduite  donnera 

'd  u\  fdT\ 


SSTix<fy 


d x 


= ST  u dy  — SSudx  d y 


d x 


. si 


/dus 

l’on  change  les  variables,  on  aura  SSTafxrfy  \d~y) 

= STudx  — SSudx  dy  Ce  principe  établi, 

la  réduâion  de  la  variation  trouvée  dans  le  problème 
précédent  pourra  Ce  faire  ainfi: 

SSVdxdy  ^ ^ = SV  t dy  — SS  t dxdy  5 


S$PVx<éy  = SFtdx  — SStdxdy  i 

& fi  pour  les  membres  fuivans,  on  fait  ^ — ^ = « 


* ’ 
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, / d d t \ / d u \ 

& par  conféquent  ^77  ) = ^ — ) , il  viendra 


(du 


SSQdxdy  (~t)  ==  S Q dy  — SSdxdy, 


(de 


^ (\~if~)'  Mais  en  rêduifant  le  dernier  membre 

/dits 

de  la  même  maniéré,  on  trouve  S SQdxdj  \j~ï J 

“SQ^  (ït) -s,iy  (ï?)  +ss,'i'i5'(jf?)- 

| . . f ddt  \ 

Par  la  même  fubftitution,  nous  aurons  J ~ 

(£)  • d°“ssQ  ■***>  G Hi;)  =s^‘  (k) 

- SSixi,  (^)  (^2  ) = SQix  (jj)  — 

àeSQ'dx  ^ = Q'f — Srdx  On  aura  aufli 

SSQ’ixir  ^•)-SQ'J«(^)-S,4»(^)+ 
SSidxdj  —^-j.Maisparccq'ie  (^ } ~(  J^r).  °»» 

SSRiiJ,  (££)  = SKdy  (£)  ~s.it  (|£) 

+ ss.dxi,  (3^).  & ss.dxir  (j-r)  — 

_ /d  d R\  /a  3 R\ 

Sr^  \dJï)  s$tdxdy  {jxTj  i <*e  forte  que 


4 
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l’on  aura  SSR dxdy  °=  S R dy 


/£f*\ 

dx'J 


(£)**<£)-**  •“'><£)■ 

/ à 3 [ \ 

Si  ^on  fait  maintenant  attention  que  \~d  xi  d J ~ 

( d du  \ , cc„,,  J f dd 

\YxYy  ) * on  verra  alRment  <îue  jSKdxdy 


; /*R'\  r-  <7^  R'  \ 

S “ ^ V-^-  y * Et  par^quici  SSudxdy  ^dxdy  ) 


% 


dxd  y, 

dd  R' 


■) 


eft 


/rfR'\  , '/dd  R'  \ 

-K'u-Sudx  (-j^A+SSuixiy  (77J— ) — 


R' 


„ /<i  <JR'\  , / 

\djdï)-SStdxdy  ( 

conclure  que  S S R'  d x dy  ^ 


rf3R' 


d x'1-  d y. 


)■ 


on  peut 


dU 

d x 1 d y 


:) 


l'(£) 


\ /<^R'\ 

J ~t  $>tdy  -> 


d x d y ) 
d 3R'^ 


<iy  / J \d  x1  dy)' 

Si  nous  changeons  x en  y , nous  aurons 

SSR"*^  (jTTjr)  = R"  (£) 

f dt\  /rfR*\  / <*</Rff  \ 

-s  (77)  ^ (-77)  + s“,‘  \~77j7) 

EtSSR'"J.iy  (4^)  = SR - 
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(£) 


dt 

7~y 

SStdxdy 


/ dR'"  \ . 

dx  \ dj~)  Stdx 

d îR"\ 

j i & ainfi  de  fuite. 


*“Rr)  - 


d y 3 


d y 3 


En  fubftituant  ces  valeurs, nous  trouverons v S SVdxdy 

?)  - (è) 

_ . (ddQ'\  _ / £_»  R^\ 

Wy/  \dxdy)  \dx1dy) 

WMàdQ''\  _ / d ? R/  \ 
y 1 / \dxdyl) 


= SSt  dxd.y. 


\d  xd  y ' 

/di  R'"\ 

V *y3  J 


+ S P,  J,  + S Qi,  (£j)  - S , Z,  (^)  +QV 
-l-SV'Ux  —Si*x  (~) 


+SR‘,'-V(ï^)+R' 


7j)  --VO 

(£)-*<£W£ 


-*(£>(£  W£) 


Digitized  by  Google 


• Calcul  des  variations. 


„ fàd 
H-  S t dx  (-j- 
\a  x 

Sec. 

Remarque  I.«  La  prëmiere  partie  de  cette  expref- 
fion  eft  aflez  évidente , & l’on  peut  arrange!-  commo^ 
dément  les  autres  parties  de  la  maniéré  fuivante  : ™ 


Il  eft  aifé  de  voir  commenj  on  pourroit  continuer. 

40.  Remarque  IL  Parmi  ces  formules  intégrales  il 
y en  a qui  contiennent  dy  , & d’autres  qui  contien- 
nent dx  i dans  les  premières  on  doit  fuppofer  * confiant 
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& égal  à la  valeur  qu’il  doit  avoir  à la  fin  de  l'in- 
tégration ; mais  on  doit  regarder  y comme  confiant 
& égal  à la  valeur  qu’il  doit  recevoir  à la  fin  de 
l’intégration,  lorfqu'il  s’agit  des  formules  qui  contien- 
nent d x.  ■ . • # 

^ Maintenant  pour  favoir  fi  la  quantité  défignée  par  la 
Parmule  SS  V dx  dy  eft  un  maximum  ou\m  minimum , il 
faut,  avant  toutes  chofes , égaler  à zéro  la  partie  de  la  va- 
riation qui  efi  affeûée  du  double  ligne  d'intégration  , 
de  quelle  maniéré  que  l’on  prenne  = t , de  forte  que 
► (d  P,  / ddQ x 

l’on  aura  o = N — (— ) + [—J  &c. 


&c. 


Cette  équation  exprimer*  la  nature  de  la  quantité  cher- 
chée. À l’égard  des  quantités  qui  doivent  être  intro- 
duites par  la  double  intégration  , on  les  déterminera 
de  maniéré  à fatisfaire  aux  autres  parties  de  la  variation. 

Ufagcs  du  Calcul  des  variations  dans  la 
Géométrie. 

* • * * 

41.  Avant  d’entrer  en  matière  , nous  obfervcrons 
que  fi  V eft  une  fonétion  de  x & de  y fans  différen- 
tielles, on  aura  dV  = M dx  -+-  N d y &c  vV  = N vy, 
en  fuppofant  (ce  qui  eft  très-permis)  v*  = o;  donc 
rViir  = N vy.dx.  Or  fi  V défigne  "l’ordonnée  B N 
d’une  courbe  AM  ( fig.  1),  dont  la  courbe  variée 
foit  am  , l’on  aura  vV  =N  n ; & il.  eft  clair  que  l’aire 
infiniment  petite  N nfr  fera  la  variation  de  l’aire 
B N r b , & que  AdnN  ( yariation  de  l’aire  D A N B ) 
fera  la  fomme  des  élémens  de  la  variation  de  l’aire 
correfpondante  à l’abfcifle  D B ; ainfi  cette  aire  A an  N 
fera  f=  S vVdx  : car  l’élément  N nfr  = vVdx. 
Mais  en  fuppofant  que  toutes  les  variations  qui  répon- 
dent 
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dentaux  ordonnées  de  la  courbe  font  nulles,  excepté 
celles  qui  répondent  à Bi  = à,  alors  toute  la  variation 
fe  réduit  à l’élément  vV  dx  — Nr/n;  & lorfque  S V dx 
devra  être  un  maximum  ou  un  minimum , v V d x = N r/n 
fera=o,&il  faudra , félon  ce  qu’on  a dit  ci-defïus  (i  y), 
faire  N —o.  Lorfau'on  cherche  une  courbe  qui  jouit  de 
quelque  propriété  au  maximum  ou  du  minimum  , comme 
par  exemple  , fi  on  demande  quelle  cft  la  courbe  qui 
fous  même  longueur  renferme  un  plus  grand  efpace 
entre  deux  ordonnées,  la  partie  correfpondante  de 
l'axe  & la  courbe , cette  propriété  affedle  toute  la  courbe 
& non  un  de  fes  points  en  particulier  ; de  forte  que 
les  mJScima  & les  minima , dont  il  elt  ici  queftion , font 
fore  différens  de  ceux  dont  on  a parlé  dans  le  calcul 
différentiel. 


q2r.  Probieme.  Trouver  la  courbe  dans  laquelle  S V d x 
= Sd  x (y 3' — na  xy)eft  un  maximum  ou  un  minimum  (*). 
On  aura  d V = M d x -f-  N d y = — un y d x — 
anxdy-ï-  5y1^&N=  - «»*+  donc  en 

failant  N ■=  o , on  aura  }jz  — anx,yz~  x 

* 3 * 

équation  à une  parabole  dont  le  fommet  feroit  A 

( fis-  f ) , l’axe  A P &:  le  paramètre  = — -•  Pour  dé- 
terminer fi  cette  valeur  eft  un  maximum  ou  un  mini- 
mum, au  lieu  d’une  parabole  je  fuppofe  une  ligne  droite 
qui  fe  confonde  avec  l'axe  A P ; mais  alors  y = o, 
& Sdx  (yï—  naxy)  = o;  donc  nous  avons  trouvé 
un  maximum  &c  non  un  minimum. 


Remarque.  Puifque  le  terme  repréfenté  par  Md* 
eft  = o , on  pourra  diffétencier  V en  fuppofant  x 
confiant  , & égaler  le  réfultat  à zéro. 


( * ) U cft  vifible  que  le  problème  feroit  le  même  fi 
on  dcmandûit  de  trouver  quelle  doit  être  la  relation  entre 
les  jr  & les  y , pour  que  la  formule  propoféc  foit  uu 
maximum  ou  un  minimum. 

Tome  V.  R 
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43.  Problème.  Trouver  la  courbe  dans  laquelle  la 
formule  SV  dx  = S.  ( 1 J aux  xy  — I J a J je  y — t—  J a *y  î 
• — 3 yî)dx  cft  un  maximum  ou  un  minimum.  On  aura 
IQ  = I J a a * x — 1 j a 3 x -f-  1 f a *y  1 — • ïjy  4 = o ; 
donc  a 1 x1  — a ! x -j-  a1  y 1 — y 4 = ( ax  — y y ) ( ax 
-3-  y y — aa)  = o,  équation  de  la  courbe  cherchée. 
A caufe  des  deux  fadeurs  l'on  a deux  courbes  , favoir, 
ax  *=  y1 , 8c  (a  — x ) a = y 1 , toutes  les  deux  à 
la  parabole.  Pour  favoir  fi  ces  courbes  font  pour 
le  maximum  ou  pour  le  minimum  , fubllituons  la  valeur 
dey  prife  des  équations  que  nous  venons  de  trouver, 
dans  la  formule  SVdx,  fuppofons  x infiniment 
petit , 8c  effaçons  les  termes  qui  s’évanouiflent  refpec- 
tivement  aux  autres  ; alors  la  première  courbe  don- 
nera S.  — 10 a 5 x dx  y/  u r,  la  fécondé  donnant 
S.  2 a i dx  ( * ).  Et  fi  l’on  fuppofe  y — o , la  formule 
deviendra  S.oi/x*=o.  Ainfi  la  fécondé  courbe  donne 
un  maximum , & la  première  utl  minimum  , c’eft-à-dire, 
un  maximum  négatif. 

44.  PROBLÈME.  Entre  toutes  les  courbes  qui  ont 
la  même  abfcife  x , trouver  celle  dans  laquelle  , en  fuppo- 


M J 

fant  p — — — , ou  d y — pdx , S dx 
d x J 

. . ^ „ Vd  -‘e-VP 

minimum.  Un  aura  V = ; 


V'Ci  + PP) 


, 8c  a V =MA 


«Miimiuui,  v/11  umu  v , ) wv  •*  » *-» ■»  - •» 

■VT  TT  dXV(l-4-PP)  P4P 

*+-  N dy+-V  dp — - ) — — — - — * 

Donc  dans  l’équation  ci-deflus  (12),  on  aura  M = 

— - y/  ( 1 -4-  p p ) p 

- ■ - T.  , N = O,  P = —r — — , Q = 

zx  y/x  ^ V^C^r.Ci -+-«>)] 

„ , d P 

o,  R = o , &c.  & dans  l’équation  N — h 


( * ) Car  à caufe  de  x 
a a ~ y 1 & y =*  a. 


— j on  a (a  — x ).  a — 
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ddQ  , . .... 

&c.  =*  o,  qui  ( if)  doit  avoir  lieu  dans  ce  cas. 


d P 


on  aura  N — = o & d P = o , à caufe  de  N —=  o , 

♦ dx 


& P = 

Ferons  = 

dx  v'.v 


v'O-Ci+P/’)] 

i 


fëra  une  confiante  (*)  que  nous 


d y \/  x 

. j donc  p = 3 — = , d y = 

y'a  dx  vju — *)  ' 


d x ^ x 

> & 7 = S.  — : = S. 


d x.  x 


\/{a—x)-  ' \/ {u  x) 

tion  à une  cycloïde  ( **  ). 


— xx ) 


, équa- 


4f.  Problème,  f défgnant  la  furface  et un  folide  en- 
gendré par  la  courte  A M { jig.  i ) autour  de  l’axe  DP  , 
laquelle  en  exprimant  par  c la  circonférence  d’un  cercle 
dont  le  rayon  efl  - = r , e/2  = S.  c \ d x l/(  I -f-  pp)  (***), 
& V étant  une  fonction  quelconque  de  cette  fat face  , trouver 


( * ) Car  puifquc  la  difféienticlle  de  P efl  = o , P 
efl  confiant  ou  = o ; mais  il  efl  évident  qu'il  n'cft  pas 
égal  à zéro. 


( **  ) Ayant  mené  A P perpendiculaire  fur  la  bafe  A D 
de  la  demi  - cycloïde  AB  ( fig.  <•),  & les  autres  lignes 
que  reptéfente  la  figure,  faifons  AP  = Du  = *,  P p 
= NM  = (ft,  PN  = y , Mm==»N/j  = d y.  A caufe 
de  la  corde  B b parallèle  a la  tangente  N t de  la  cycloïde, 
les  triangles  N mn,  B a b font  femblables.  Mais  ce  dernier 
efl  femblablc  au  triangle  b a D : car  le  triangle  B b D 
reélangle  en  b , efl  divifé  pat  la  perpendiculaire  fur  fon 
liypothénufe  B D en  deux  triangles  femblables  entr’eux 
(voyez  la  Géométrie  ) j donc  dy  i dx  je  : b a ,•  & 


dy 


dx.  x 
b a 


dx.  x 

\/(a  je — je  x)  ’ 


en  faifant  le  diamètre  B D 


— a , ce  qui  donne  la  — y/  ( a x — x x). 


(***)  Car dy  = 
+ PP)- 


p'dxk\/(dxl-+~dyl)*~‘dx\/(i 

R a 
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la  nature  de  la  courbe  dans  laquelle  SV  dx  eft  un  maxi- 
mum ou  un  minimum.  Soit  fait  <fVt=  ndçt  n fera 
Une  fonction  de  Or  en  faifant  ç = S.mdx,  on  aura 
TH  — y en  négligeant  la  confiante  qui  ne 

peut  changer  la  nature  de  la  courbe  , & dm  = iy  y'  ( x 

+ PP)  +777^7)  =9M'dx  +N'dy+P'd/>  &c. 
( 24  ) > donc  M'  = o , N'  = V ( 1 -+-PP)  , P'  = 
y P 

— - — - -,  Q'  = o,  R'  = o,  &c.  Ainfi  en  fuppo- 

V ( i-t-pp) 

fant  que  A & g ayent  lés  mêmes  fignifications  que 
ci-deffus  (24)  > nous  aurons  (A  —g).  V ( 1 +pp ) 

d(  A — g)  P'  , c.r 

— — = 0 ; donc  en  fanant  A — g = ut 

u x 

multipliant  par  dx  & tranfpofant  , on  aura  udx : V ( 1 
y pu  u p1 d x 

H-  P P ) — d- 


uy  dp 


V(  1 -• -PP) 

y p d u 


V ( i 4 -pp) 

n ,t  • m+ppyicmüic  *’-***■ 

(1  +-pp) 

Multipliant  par  V(l+PP)>  tranfpofant  enfuite  up 1 d x 

• . uy  dp 

bc  rédui fant , il  vient  udx  = — ; i - yp  du.  Mais 

1 -f-pp 

à caufe  de  a = A — #,  & de  A qu’on  doit  traiter 
comme  confiant  , ainfi  qu’on  l’a  dit  ci  - devant  , 
on  a du  = — dg  = — n d x (24)}  donc  udx  — 
u y dp 

— : — ypndx.  Suppofons  que  V foit  = ? , de  ma- 

T -+-  p p 

niêre  que  la  formule  SdxSydx^(i-^-pp)  doive 
être  un  maximum , on  aura  n = x.  S-  n dx  — g = x. 
Mais  parce  que  A défigne  S.ndx  prife  depuis  le  point 
où  commence  l’intégrale  , jufques  au  terme  où  elle 
finit,  en  fuppofant  qualors  x = a,  on  aura  A *=  a. 
èc  u = A — — * ( * )•  Ainfi  l’équation  de  la 

'» 

(■Ie)  Si  DB  = r & DP  = a,  A — g exprimera  la 
valeur  de  S.ndx  correfpondancc  à BP. 
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courbe  fera  a 


— (a  x) y dp 

X.  d x — ; y p dx  . 

! +pp  7?  » 


* T r r 

équation  que, je  ne  fâche  pas  qu’on  puifie  ramener  à 
une  intégrale  finie  par  aucune  méthode  connue. 

4 6.  Problème.  Dans  quille  courte  S.  - 

eft  un  minimum  ? Comparant  cette  formule  avec  la 
formule  S V dx,  &c  faifant  attention  que  + l) 

V ( 1 + P P ) 

= + on  a V = -r & d V 


M d x N à y P dp 


y/ y 

— <fy  yf ( I -hpp) 


iyVy 

PdP  , ,,  ^ — V(i  + PP') 

"77 — ; — ; r~  ; donc  M = o,  W = , 

v [y-(  i+pp )]  • y-y  y y 

Q = o,  R = o , &c.  Pour 


& P 


Vly-(.  ’ 


dP 


trouver  la  nature  de  la  courbe  , on  fera  N — - — =*  o. 

Pour 
j’ai  ei 
Ndy 


U 

Pour  Intégrer  cette  équation  je  multiplie  par  d*  & 
j’ai  en  tranfpofant , Ndx=dP;N^d*  — n ** 


1 ai  eu  iriuiipoi.uu: , = u r j i = p d P f & 

N dy  = p dp,  3 caufe  de  pdx  — dj„  Or  puifque  M. 
= o , & que  d V = Mir  -f  N dy  -+*  P d p , on 
aura  dV  = N dy  -f-  \>  iP  = />dP  -4-  P dp, Mc  en  in- 
tégrant , V — P p -|-  C , C étant  une  confiante.  Donc 


puifque  V = 


V C 1 -\-pp) 


v'  y 


en  aura 


t/(i  -\-PP) 


& P = 
P P 


Vy 


V (1  -f-pp) 

V y 

Si  on  fuppofe  C 


V t y • ( ï-+7>  p ) ] 

pp 


v'Lj'-  ( i+pp)V 

-i-  C,  & C = 

1 


V[y-  (i-H,/>)3  V y-  V(.i-*-pp> 

» _ 1 L 

pp ) * 


-7—,  on  aura  — = 

V«  . a 


y-  ( 1 h 

R 5 
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y.  ( i-t-pp)  = * 
V(gy— y y) 
y 


a— y a y y y 


pp  = — — = 


y y 


il. 

dx 


y°y 


8c  dx  = —y (*) , équa- 

V(«y  — yy) v 1 

tion  différentielle  du  premier  ordre  qui  renferme  une 
confiante  arbitraire  a.  Pour  intégrer  cette  équation,  ou 
ydy  \ady 

remarquera  que  —y, : = — 7- — 

v {<>y  — y y)  \(ay  — yy) 

f ad  y 

d.  y/  ( ay — yy),  8c  que  —j—. eft  la  diffé- 

V(4.r—  yy) 

rentielle  d’un  arc  de  cercle,  dont  le  rayon  — fa  & 
le  finus  — y'  (a  y — yy  ) 5 de  forte  qu’en  défîgnant 
cet  arc  par  r , on  a x=  ^ — y'  ( a y — y y ) -+-  b , A eft  une 
confiante.  Âinfi  cette  intégrale  renferme  deux  confiantes 
arbitraires  a & b , introduites  par  les  deux  intégrations 
qu’on  a faites. 

On  voit  par-là  que  cette  équation  qui  fait  que  la 
formule  propofée  devient  un  maximum  ou  un  minimum , 
n’ell  point  entièrement  déterminée,  puifqu’elle  ren- 
ferme deux  confiantes  arbitraires  ; on  peut  donc  ajou- 
ter au  problème  pi^opofé  deux  nouvelles  conditions , 
qu’on  remplira  au  moyen  de  ces  deux  confiantes. 

Si  l'on  veut,  par  exemple  , que  x étant  = c,  P foit 
— o,  th  aura  -y— -y' — : = ° ( **  ) , P =- 

y/ y.  V ( I -+-PP) 


( * ) Si  l’on  change y en  x on  aura  dy  — 


x d x 

\/  ( a x — xx  ) 


,qui  eft  (par  le  n®-44.)  une  équation  à la  cydoïdc.  Il  eft 
bon  d’obfcrver  qu’en  faifant  P N =»  * ( fîg  6),  on  a 
P N =>  l’arc  DA  — le  finus  de  cet  arc  : car  P a =*■  A D 
■s=  BiD  & Parc  B A = A N ; donc  P N ■+•  A a — l’arc 
DA,  donc  P N = Parc  DA  — b a. 


( **  ) C’eft  la  même  chofc  que  fi  dans  la  deuxieme 
formule  du  n°.  i j , on  faifoit  le  membre  abfolu  = o. 


Digitized  by  Google 


Calcul  des  variations.  2 6$ 


{ 


V ( ay  — y y) 
y 


o,  &:  a — y ; par  conséquent  l'arc 


^ fera  la  demi-circonférence  d’un  cercle  dont  1^  dia- 
mètre = a ; ain(î  no(fe  intégrale , en  fubftituant  c pour 
x &c  o pour  V ( a y — r y ) , deviendra  c = ^ b , 
& l’on  aura  b = c — D , D étant  la  demi-circonfé- 
rence du  diamètre  a , par  conféquent  notre  équation 
fera  x = j — V ( ay  — y y ) -f - c — D. 


Si  l’on  veut  de  plus  que  lorfque  x = o , y foit  auflt 
= o , dans  ce  cas  on  a o — o — o-f-c  — D 8c 
c — D ; donc  on  aura  x = j — V ( ay  — y y ).  Main- 
tenant fi  l’on  fait  D : g : : f a : i , g fera  la  demi-circon- 
férence d’un  cercle  dont  le  rayon  = i , & l’on  aura  D=* 


g a 

— • Si  l’on  fait  de  même  z : 
z 1 


on  aura  ç 


a u 

= —£• , u étant  un  arc  femblable  à l’arc  ^ , mais  pris 

dans  un  cercle  dont  le  rayon  = i.  Mais  f équation 

g a ‘ t z c 

c =*=  D devient  alors  c — — , d’où  l’on  tire  a — — j 

* g 

C U ' eu 

donc  i = — , & notre  équation  fera  x 

ë ë 


\/\Yy-yy)' 


47.  Problème.  Etant  donnée  une  furface  courbe,  dé- 
terminer la  ligne  la, plus  courte  qu'on  peut  mener  entre 
deux  points  pris  fur  cette  furface.  Sur  un  plan  quelcon- 
que A M P ( fig.  f ) , auquel  on  rapporte  la  furface  , 
on  prendra  A P pour  l'axe  de  la  projection, de  la  ligne 
cherchée.  De  chaque  point  m de  cette  ligne  on  abaif- 
fera  des  perpendiculaires  m M fur  le  plan  des  y 
& des  x;  ces  perpendiculaires  traceront  la  ligne  AM 
qui  fera  la  projection  de  la  ligne  cherchée  , 8c  celle-ci 
étant  connue  , la  plus  courte  ligne  demandée  le  fera 
aufii.  Soit  AP  = x,  PM  = y , M m = ^ •,  puifque 
la  nature  de  la  furface  eft  donnée  , ç fera  donné  en 
je  & y.  Suppofons  d^  = edx-\-udy,  d t = edx  -\- 

R 4 


I 
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f d y , du  — fdx,  -)-  g d y.  La  quantité  /doit  être  fa 
même  dans  l’une  & l’autre  formule  ( * ) ; mais  l’élé- 
ment de  la  ligne  cherchée  ( qu’on  doit  confidérer 
comme  une  courbe  à double  courbure  ) eft  = 
y '[dx1-i-dyz-rcli1)  [ d r 1 •+•  dy1  -f- 

(rd*  _|_  udy)z  ) =■=  dx  y'  (i  p p -}-  rr  -+-  itup 
-4-  uupp) , en  faifant  dj  ==  pdx;  l’intégrale  de  cette 
quantité  doit  donc  être  un  minimum.  Faifons  = V le 
multiplicateur  de  dx  pour  avoir 


dV 


-4-  1 1 d x -4-  t f d y -f-  p dp 
■4-  ue  pdx  -f-  uf p dy  -f-  tudp 
1 f p d x -t-  tgpdy-\~  uup  dp 
-\-ufp^dx  -4-  ugppdy 

^(i+pp-\-tt-+-itup-*-uupp) 

. . . . XT  dV 

Mais  parce  que  l’on  doit  avoir  ici  N — = o,  o u 

* tfix  + ufpdx+t  gpdx-\-uSppdx 

JNI  dx=d  r.  on  aura  — y, ; ; r 

V(  l-hpp  + ct-hltup-^-uupp) 

p t U U u p 


0(  1 


4 -pp  + tt  + itup-h 


r J * Mais/dj 

uupp)J 


(*  ) Pour  ne  lai  fier  aucun  doute  là-deflus  , foit  S ( V dx 
-4-y  ; de  maniéré  que  l’on  ait  d P = mdx  + 

/d  V\ 

n dy  , d Q = M d x -4-  N dy  ; donc  P dx  = ^ - — J dx , 

■ (d  V\ 

& Qd_y  = — j dy.  Dans  P & Q ( fonélions  de  a:  & de 

y)  , faifons  varier  fucccffivcmcnt  x Si  y } pour  avoir  d P =» 

ddV  \ f dd V \ / ddV 

' d 

( 

dy  d x J x dx d y 


( ddV  \ / dd  V \ J / ddV  \ , 

\n.TÙix  + \TPry.  )*'•  = 

ddy 


y-ay 
ddy 


, / ddy  \ / dd V \ / ddy  \ 

+ \7Jjï)  ix-  Mais  ici  \iyrx)  =N=!ïïrf7) 

= n ; donc  puifquc  dans  nos  équations,/ repréfente  n & N; 
il  cfl  clair  que/ a la  même  valeur  dans  l’une  Si  dans  l’autre. 
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-t -gpix  — du  — 
t à u -f-  u p d u 


fdx-hgdy;  donc 

f p+tu-huup  ^ 

V [ I f -+-«/>) l]  ‘ ' 

donc  , en  différenciant  le  fécond  membre , multipliant  en- 

± y 

fuite  par  1 , réduifant , tranfpofanc 

(tp—  a),  (dt-hpdu) 
oc  di vlfant , on  aura  dp  = 

d y d d 


Maisp  = 3 — , & dp  = 
dx 


dx 


I -f-  tt  -j-  au 
; donc  (en  multipliant  tout 


par  d x 1 ) dxddy 


( t iy  — uix).  (dtàx-\-  dy  du) 
i -f- 1 1 -t-  uu 


équation  de  la  courbe  de  projeétion  fur  le  plan  des  y 
8 : des  x}  laquelle  étant  trouvée,  on  déterminera  fa- 
cilement fur  la  furface  donnée  , la  plus  courte  ligne 
entre  deux  points  donnés  de  cette  furface. 


Nous  avons  traité  des  maxima  8c  des  minima  , re- 
lativement aux  courbes  qui  ont  la  meme  abfciffe  , 
cette  méthode  peut  s’appeller  la  méthode  ahfolue  des 
maxima  & des  minima.  Nous  appelions  méthode  relative 
des  maxima  &’  des  minima  , celle  qui  nous  apprend  à 
déterminer  les  courbes  qui  jouiflent  de  la  propriété  du 
maximum  ou  du  minimum , non  pas  parmi  toutes  les 
courbes  qui  ont  une  même  abfciffe  , mais  feulement 
entre  celles  qui  ont  une  ou  plufieurs  propriétés  com- 
munes : le  fameux  problème  des  ifopérimetres  , propofé 
au  commencement  de  ce  fiecle , par  lequel  on  deman- 
doit  de  déterminer  entre  toutes  les  courbes  de  même 
longueur  8c  correfpondantes  à la  même  abfciffe,  celle 
qui  jouit  de  quelque  propriété  du  maximum  ou  du 
minimum  , appartient  à cette  fécondé  méthode.  Il  faut 
bien  remarquer  que  la  propriété  ou  les  propriétés  com- 
munes, dont  il  s'agit  ici,  doivent  affréter  toute  la 
courbe,  8c  non  un  ou  plufieurs  de  fes  élémens.  Il  ell 
bon  auflï  d'obferver  que  les  maxima  8c  les  minima  font 
de  telle  nature  , que  fi  on  fait  un  changement  infini- 
ment petit  dans  la  courbe  , la  courbe  variée  aura  le 
même  maximum , ou  le  même  minimum. 
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48.  PROBLEME.  Encre  toutes  les  courbes  rapportées  à 
la  même  abjcijje  A B ( fig.  7 ) , dans  lejquelles  iexprejfion 
V'  a la  même  valeur  , déterminer  celle  dans  laquelle  V 
e(l  un  maximum  ou  un  minimum.  Suppofons  que  a q foie 
la  courbe  cherchée  & que  dans  cetre  courbe  on  ait  V' 
= B } quantité  déterminée  , que  l’on  ait  aufli  V «=  A qui 
doit  être  un  maximum  ou  un  minimum  ; ayant  fait 
A P = x , P M = y y p n = y , P p = d x y je  fais 
varier  y & y , & prenant  la  variation  de  B & de  A 

Far  la  méthode  ordinaire , & égalant  à o l’une  & 
autre  variation , j'aurai  facilement  l’équation  de  la 
courbe. 

Suppofons  qu’en  prenant  la  variation  par  rapport  à 
l’ordonnée  y , j’aie  vyd  A,  & que  j’aie  vy'  d A! , tn 
prenant  la  même  variation  par  rapport  à y =_y-*-  dy , 
& prenant  d A &c  dA'  conformément  aux  régies  qu’on  a 
fuivies  dans  les  variations , & que  la  valeur  variée  de 
V foit  — vyd  A -f-  vy  d A' , & celle  de  V7  = vy  dB 
+ vy'  d B' , on  aura  vyd  A -t-  vy  d A'  = 0,  vyd  B 
~\~vy'dB'  — o.  Multipliant  la  première  équation  par 
/ & la  fécondé  par  g , il  vient  vy.f  d A -f-  vy'.f  d A' 
= o,  & vy.  gd  B vy\ g d B'  = o.  Ajoutant  enfuite 

ces  équations  , j’aurai  vy  {fd  A g d B ) -f-  vy'  {f  d A' 
-f-  gdB')  — o,  équation  qui  ne  peut  Avoir  lieu  dans 
toutes  les  fuppofïtions  des  valeurs  de  vy  & v y' , à 
moins  que  l’on  n’ait  à la  fois  fd  A gdB  — 0, 
fd  A'  -f-  g d B'  = o ; mais  en  prenant  la  variation  qui 
arrive  à/dA+gdB,  lorfque  y devient  y',  on  a 
f dJ{'-\-  g' d B'  = o,  & comparant  cette  derniere  avec' 
fd  A'  g d B'  =0,  il  vient/'  = /,g'=g  ; de  forte  que 
/ & g font  des  confiantes  quelconques.  Pour  réfou- 
dre le  problème  propofé  , on  fera  fd  A -f-  gdB 
= o (*),  d’où  l’on  tirera  l’équation  de  la  courbe. 


(*)  Si  l’on  chafie  v y St.  v y'  des  équaiions_ci-de(Tus  , 

Vy  —d  A'  — d.  B'  d A'  d B' 

on  aura  =»  — — — = — — - ; donc  ~~~  = —T  > 

v y d A d B d A d B 

mais  d A'  = d A + dd  A,  St  dB'=  d B + ddB  j donc 


1 + 


dd  A 
dA 


1 ■+* 


dd  B dd  A 

~dïf  ’ 0U  dA 


dd  B 

, & en  întc- 
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Remarque  I.  Il  eft  vifible  que  la  folution  fera 
la  même  , foit  qu’on  demande  la  courbe  qui  parmi 
toutes  celles  qui  ayant  une  propriété  commune  V'  ren- 
dent V un  maximum  ou  un  minimum , foit  qu’on  de- 
mande la  courbe  qui  parmi  toutes  celles  qui  jouiffant 
de  la  propriété  commune  V rendent  V'  maximum  ou  mi- 
nimum. L'on  peut  auflï  propofer  le  problème  , de  ma- 
niéré qu’il  appartienne  à la  méthode  abfolue  des  maxime 
& des  minime  ; car  il  revient  au  même  que  fi  on  de- 
mandoit  de  déterminer  entre  toutes  les  courbes  rap- 
portées à la  même  abfcifle  celle  dans  laquelle /V  -f- 
f V'  eft  un  maximum  ou  un  minimum  ; de  forte  que 
l'on  n’a  befoin  que  de  la  variation  d’une  feule  ordon- 
née y,  & nullement  de  la  variation  de  y‘.  S'il  s'agif- 
foit  de  la  formule  /SV  dx  -f-  g S V'dx,  il  elt  vifible 
que  le  problème  ne  feroit  pas  différent. 

Remarque  II.  Si  la  variation  de  SV  dx  eft  fup- 
* pofée  = S vy  d x N — &-'c.  ^ 

vy  (p~  17&'c*) 

(voyez  ci-defïus  le  n°.  13)  & vSV'dx  = 

/ dF  \ 

Svydx  {N'  — jJ  Sec.  J 
■+■  Sec. , 

pour  trouver  la  courbe  dans  laquelle  fSVdx  -f- 
^S  V'  dx  eft  un  maximum  ou  un  minimum  , on  égalera 
à o la  fomme  des  quantités  qui  font  fous  le  ligne 
d’intégration , après  avoir  multiplié  la  première  par /Sc  la 

/ dP  \ 

fécondé  par  g,  pour  avoir  /S  vy  dx  — 7^-  Scc.  ] 


grant , L.  cîA  = L.dB-t-e,oudA  — cdli , quantité  qui  en 


faifant  c* 


— g 
/ 


, devient  f d A = — g d B ; donc  f à A 


~1-  gdü  — o.  On  comprendra  facilement  par  les  exem- 
ples fuivans  ce  qu'on  dort  entendre  par  d A Sc  par  dB. 
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T 


* / t P'  \ 

+ gSvydx  y N'  — &cc.)  = o.  Donc  en  diffé- 

renciant & divifant  par  v y , on  aura  fdx  (n — • 


âV  \ (à  P'  \ 

— &c.  J -f  gdx  ^N'  — &c.  J = o , ou  fd  A 

4-£(?B  = o , équation  d’où  l’on  titera  aifément  celle 
de  la  courbe,  ainfi  qu’on  va  le  voir  dans  les  problè- 
mes fuivans. 

49.  PROBLEME.  Entre  toutes  les- courbes  de  même  lon- 
gueur qui  paient  par  les  points  a & ç ( fig.  7)  , déter- 
mine' celle  dmt  l'aire  A a?  B ejl  la  plus  grande.  La  lon- 
gueur de  l’arc  a j eft  = S d*  y'  (1  -+-  />p  ) , ce  qui  eft  la 
propriété  commune.  La  variation  de  cette  longueur  eft 
donc  nulle.  C’eft  pourquoi  en  fuppofant  S V d x =» 
Sdx\/(i-\-pp) , on  aura  d V 

t1  àp  i & M-=o,N  =0,  P=  V{l'+ppj  . Q 

= o , &c.  La  formule  SV'dx  du  maximum  eft  ici 
= S.ydx  , d’où  l’on  tire  dV‘  = M'd*  -f-  N'dy 
\y  dp  - f-  &c.  = dard  y.  Car  d*  eft  confiant,  M' = 0, 
N'  = dx , P'  = o,  Q'  = o,  &c. , ainfi  yV'—vydx 
= vyd B ; donc  dB  = dx.  Si  on  multiplie  dV  par 
1 & d V par  A,  on  aura  / = A , g = 1 , & l’équation 

P 

f d A + gd  B = o,  deviendra  dx  — bd.  ^ +FP) 


= o j ainfi  d x = bd. 


l/O  +PP) 


, & en  intégrant. 


x + c = 


bp 

V ( 1 +PP) 


-,  donc  x c *(i+PP) 


Z 


b 1 p 1 } x -+-  c = [ A 1 — - ( * + c ) 1 ] p1  , & 

? = Ï7  ! Jonc  en  m“ltiPlia"t 

pardar,  intégrant  & ajoutant  une  confiante  a,  on  aura 
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a — ^ bb 


D’où  l’on  tire  b b 


( x c)  1 = y — a , on  b b — x'  x = y' y'  ( en  fai- 
fant  x c =*  x' , y — a = y’  ) , équation  au  cercle. 
Ainfi  la  courbe  cherchée  eft  un  cercle  ; mais  un  arc 
de  cercle  d’une  longueur  donnée  peut  paffer  par  les 
points  a 8c  7 , en  tournant  fa  concavité  on  fa  convexité 
vers  l'axe  AB;  dans  le  premier  cas  l’aire  AB?a  fera 
un  maximum,  mais  cette  aire  fera  un  minimum  dans  le 
fécond  cas. 

50.  PROBLÈME.  Entre  toutes  les  courbes  de  mime  lon- 
gueur pajjant  par  les  points  A 6“  M,  trouver  celle  qui  avec 
les  droites  AC,  MC,  menées  au  point  fixe  C , contient 
une  aire  ACM,  qui  /oit  un  maximum  ou  un  minimum 
( fig . 8 ).  Ayant  mené  C m infiniment  proche  de  C M, 
avec  le  rayon  CB  =>  1 , décrivez  l’arc  B/,  & avec 
le  rayon  Cm  l’arc  M».  Faifons  B b = x,  bf=dxi 
CM  s=  y , nm  = d y , les  feéteurs  femblables  Cf  b, 
CM»  donneront  1 :dx  : ; y : M n —ydx  ; donc  l'élé- 
ment de  la  courbe  M m fera  = \/(dy1-hy1dxi) 

— dx  V ( pp  -f-  y y ) , & l'élément  de  l’aire  fera  = 
r.y  \ d x.  Si  dans  la  formule  qui  ( 15  ) exprime  la  va- 
riation de  SV  dx  en  fuppofant  v.r  = o , o»  fait  V 
—=  (.  p p — |—  y y ) , Si  enfuite  V = {y  1 (*),  on  trouvera  , 
félon  la  fécondé  remarque  de  l’avant-dernier  problème  , 
on  trouvera  , dis-je , en  faifant  / — b , 8c  g — — 1 , que 

b v d x 

l’équation  /dA-f-edB=>o,  deviendra  — — 

V (pp-\-y y) 

p 

— bd.  777 — • y dx  =»  o ; donc  en  multi- 

YKPP-t-yj) 

d y 

pliant  par  p , faifant  attention  que-/»  = — & tranf- 
b y d y p 

pofant , —j- 7 — — bp  d.  —r~. - r =»  y d y,. 

v(pp-*-yy)  V(pp-i-yy)  9 

b p dp 

OU  b d.  \/  ( pp  -J-  y y ) — — — — — — • 

V C pp-+-y y ) 


(*  ) Dans  notre  problème  4 y y eft  repréfenté  par  V'. 
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bpd‘  V ( pp  -t-yy  ) 

donne  b\/  ( p p + y y ) 


y ày  , dont  l’intégrale  ( * ) 
1>PP  

V ( pp  + y y)~*~  c ^ 


byl  y 1 

— — — (-  b c = — , bc  étant  une  confiante 

V(  PP  + yy)  i 

arbitraire.  Ayant  mené  C P = y perpendiculaire  à la 
tangente  M P , les  triangles  femblables  & rectangles 
C P M , Mmn  donnent  M m = d x V (p P ~\~yy  • M n 


t=  y i * : : C M = y : C P ==■  p 
donc  i é p + 2 b c *=  y1  $c  i = 


y 1 

~ V (pp  -4-yy  ) 

y y — ibe 

1b 


Voici  comme  on  peut  prouver  que  cette  équation 
eft  au  cercle  j je' tire  les  lignes  CM,  Cm  (fig.  9), 
infiniment  proches  avec  les  tangentes  PM  & pm } cette 
derniere  coupe  en  t le  prolongement  de  P M , je  mene 
auffi  les  lignes  CPT,  C gp  , la  première  perpendicu- 
laire fur  MP  , & la  fécondé  perpendiculaire  fur  mp 
& fuppofant  que  Mc,  me  font  aufii  perpendiculaires 
aux  tangentes  dont  on  vient  de  parler  5 il  eft  vifible 
que  M c fera  le  rayon  ofculateur  de  la  courbe.  Enfin 
du  centre  C ayant  décrit  l’arc  M n , je  fais  C M=y , n m 


<=*  dy  î donc  CP  = { 


y y — 1 b c 
ib 


Mais  g p eft  la 


(*)  Si  l’on  avoft  quelque  peine  à trouver  cette  inté- 

— P P . 

craie  , on  n’auroic  qu’à  différencier  —7— ; 7 , aum 

1 V(pp  + yy) 

P 

bien  que  —77 ; . 5c  l’on  verroit  facilement  que 

n V(pp  + yy) 

■ — bpdp 

la  différentielle  de  la  première  quantité  eft  = — T, i î 

^ V(?p+yy) 


— bp  d 


V (pp  + ry  ) 
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différentielle  de  C P ; donc  g p 


vent  différer 


de  plus  M m 


->  n y dy 

- P > donc  g p — — - — • Faifant  M P 

li  m p = t ( car  ces  tangentes  ne  peu- 
d une  quantité  inaffîgnable  ) 5 faifons 
à s » 8c  M c — R . rayon  ofculateur 


~ y i uiLuiaicui 

de  la  courbe.  Cela  pofé , je  remarque  que  les  tangen- 
tes M r , mt } font  néceflairement  égales  , parce  que 
l'arc  infiniment  petit  M m peut  être  regardé  comme 
circulaire  ; donc  l'angle  P tp  extérieur  au  triangle  Mmr 
vaut  le  double  de  l'angle  Mmr  : or  celui-ci  a pour 
mefure  la  moitié  de  M « , dont  l’angle  P t p a pour 
mefure  Mm;  donc  les  triangles  tgp,  M cm  font  fem- 

blables  , & donnent : Mm:  : tp:  Mc,  ou  ■ - : ds 


î : t : R = 


Mais  à caufç.  des  triangles  fembla- 


bles  Mm»,  CMP,  on  a dj  : dy  : : y : t ; donc 

• b t ds  # 

ydy  — tds  ; donc  R = —rj  = b.  Ainfi  notre  courbe 

a le  rayon  ofculateur  conftant , propriété  qui  convient 
uniquement  au  cercle  ; la  courbe  cherchée  eil  donc 
un  cercle.  Pour  le  déterminer  je  tire  une  ligne  C JD 
y/  2.  k c . 8c  menant  a celle-ci  une  perpendiculaire 
D C = b , du  point  c pris  pour  centre  avec  le  rayon 
l , je  décris  un  cercle  MrD,  qui  fatisfera  au  pro- 
blème. 

yi.  PROBLEME.  Trouver  la  courbe  qui  parmi  toutes 
selles  de  même  longueur  qui  pajfent  par  les  points  a 6’  7 . 
engendrera  en  tournant  autour  de  l'axe  AB  (fig.  7)  un 
folide  donc  la  furface  foie  w^^naximum  ou  un  minimum.  La 
propriété  commune  eft  S d x \/(  i+PP)  i donc  la  valeur  de 

la  différentielle  d A eft  = — d.  — r ; la  formule 

du  maximum  ou  du  minimum  eft  comme  Sydx^li 
PP  ) , la  valeur  de  B eft  = é*  V(t  — 

d yp 

' y'  ( ! > & l’équation  de  la  courbe  fera 
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bd.  — — — -=dx  V(l  +PP)—6  J7.  , ' _ . f'B)  > 

\/(‘-^Pp)  VU  ’TPPl 

^ b 

multipliant  par  p & intégrant,  on  aur^|- 

VriHh/’P)  V(H-PP)  VCH-fiO* 

VC?1  — «*) 

en  faifant  b y = i ; donc  p = ~ =* 

à y ad%  , 

U—  5 donc  d a:  — -77 T > ( parce  que  a caufe 

d*  V ( î?  — ^ ) 

de  é-f  y = ? , Ion  a d y j=  <*î  )•  Or  l’équation  d*  =» 

appartient  à la  ligne  des  cofinus  h y- 

V ( ?!  — aaï 

perboliques  , j étant  le  cofinus  hyperbolique  ; ainfi 
cette  courbe  , en  tournant  autour  de  l’axe  A B , en- 
gendrera une  furface  qui  fera  un  maximum'  lorfque  la 
1 courbe  tournera  fa  concavité  vers  A B , mais  la  fur- 
face  fera  un  minimum  , fi  la  courbe  tourne  fa  convexité 
à l’axe  A B ( **  ). 

51.  PROBLÈME.  Entre  toutes  les  courbes  de  même  lon- 
gueur c , & qui  pajjent  par  les  points  A & B de  la  ligne  ho- 
rizontale A B , trouver  celle  dont  le  centre  p de  grandeur  ou  de 
gravité  ejl  le  plus  bas  pcjftble  , l'eft-i-dire  , le  plus  éloigné  de 
la  ligne  A B (fig  1 o).  Selon  ce  qu’on  a dit  dans  la  feûion 

Ïirécédente , en  faifant  l’élément  de  la  courbe  — d s , 
'ordonnée  P M — y , y d s fera  le  moment  de  l'élé- 
S.  y (J  s 

mentmMn,  & exprimera  la  diftance  du  centre 


( *)  On  trouvera  facilement  que  cette  intégrale  cft  vraie  , 
en  faifant  attention  que  pdx  — dy  , Si  en  effe&uaait  les 
différenciations  indiquées  dans  l'équation  (B). 

( ) Selon  ce  qu’on  dira  dans  la  quatrième  fcétion  , 

la  chaîneté  ou  la  caténaire  , cft  la  même  que  la  ligne  des 
cofinus  hyperboliques. 

de 
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de  gravité  de  toute  la  courbe  A D B par  rapport 

r y d s 

à l’axe  A,B.  11  eit  donc  néceflaire  que  S.  - foit 


un  maximum  ; d’où  il  fuit  que  S.yds  fera  aufli  un  maxi- 
mum. Mais ds  -dx\/(,i-+-pp;i  ainfi  S.y d x y/  ( i-\-pp) 
doit  être  un  maximum,  ce  qui  a lieu  dans  la  ligne  des 
cofinus  hyperboliques.  Par  conféquent  la  courbe  cher- 
chée eft  la  ligne  des  cofinus  hyperboliques. 

yj.  Remarque.  Si  l'expreÆon  «'A  + i'B  + c'C 
(A,  B,  G,  délignant  des  formules  intégrales  quelcon- 
<Jues  a , b' , c'  des  confiantes)  a une  valeur  de  maxi- 
mum dans  une  courbe  P , & que  dans  la  courbe  R, 
A & B aient  la  même  valeur  que  dans  la  courbe  Pj 
il  eft  vifible  qu’à  caufe  de  la  partie  a A b'  B qui 
doit  avoir  la  même  valeur  dans  les  deux  courbes,  l’ex- 
preffion  totale  ci  A -f-  b‘  B <4-  PG  aura  une  plus  grande 
valeur  dans  la  courbe  P que  dans  la  courbe  R ; puif- 
que  cette  expreflïon  eft  un  maximum  dans  la  première  , 
& non  dans  la  fécondé  , ainfi  que  nous  le  fuppo- 
fons.  Ce  que  nous  venons  de  dire  du  maximum  doit 
également  s’entendre  pour  le  minimum  : de  forte  que 
fi  l’on  cherche  une  courbe  qui  parmi  toutes  celles 
qui  ont  les  propriétés  A & B communes,  doive  avoir 
pour  C un  maximum  ou  un  minimum  , on  multipliera 
A , B , C par  des  confiantes  arbitraires , &:  l’on  pren- 
dra la  différentielle  de  leur  fomme  , -qu’on  égalera  à o, 
en  prenant  toujours  cette  différentielle  par  la  méthode 
des  variations.  On  fera  bien  de  comparer  ceci  avec  ce 
que  nous  avons  dit  lur  les  maxima  & les  minima  dans  le 
caleul  différenciel. 

$■4.  PROBLEME.  Entre  toutes  les  courbes  de  même  lon- 
gueur Ci  de  mime  aire  qui  pafftnt  par  les  pçints  a & f 
( fig.  7 ) , trouver  celle  qui  , en  tournant  autour  de  f<rxe  AB, 
engendrera  un  folide  dont  la  valeur  foit  un  maximum  ou 
un  minimum.  Les  propriétés  communes  font  S d x y ( 1 
-f -pp),  S.y  d x , & l’expreflion  du  maximum  ou  du 
minimum  eft  comme  Sjydx.  Leurs  valeurs  différen- 

p 

tielles  font  — d.  —— ■ é*  d x.  1 y,  d’où  en 

t/(i  -hpp)  * J 

fuppoCant  une  des  confiantes,  dont  on  a parlé  ci-devant 
Tome  V,  S 
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( j$)  = i , & les  deux  autres  égales  l’une  à c 8c  l’autre 
v • P 

à b on  tire  c d.  —7-; r =*=bix-\-iydx. 

\ U-*-pp) 

c d p 

- = b dx  4-  2.jdx.  Multipliant  par  p , 


ou 


( I -f-p p ) 1 t 

écrivant  dy  au  lieu  de  pdx  & intégrant  , on  a 

C 

= <1  -j-  £ y* -f- y y > d’où  l’on  tire  c 1 => 


' V(H-PP) 


(a-f-iy+yy)1.  ( I -H  P P ) , P — ~ « 


d x 


\/[cc—  (g+èy+yy)1]  ^ dy  ( a + 6y -f-yy  ) 

a -M7  H"  vy  * VIe* — (rf-4-^y  -1- y 

A caufe  que  le  radical  doit  avoir  le  ligne  ± , l’un 
de  ces  lignes  indique  le  maximum  & l’autre  le  mini- 
pium\  & parce  que  aucune  abfcifle  déterminée  ne  s’y 
trouve  , c’elt  une  marque  que  toute  portion  de  la 
courbe  a la  même  propriété.  Il  y a trois  confiantes  a,  b tc 
dans  l’équation,  & l'on  doit  en  ajouter  une  quatrième  dans 
l’intégration.  Par  la  Héterminaifon  de  ces  confiantes  , 
nous  pouvons  obtenir  non -feulement  que  la  courbe 
palfe  par  deux  points  donnés  a & ç , mais  encore  rem- 
plir deux  autres  conditions  , comme  , par  exemple, 
qu’elle  pafle  par  deux  autres  points  Q Se  T. 


Application  du  Calcul  des  variations  à la 
Méchanique. 

Parmi  tous  les  problèmes  de  Méchanique  qu'on  peut 
réfoudre  par  le  Calcul  des  variations , nous  nous  bor- 
nerons'aux  deux  fuivans  5 ce  qui  fuffira  pour  donner 
une  idée%de  la  maniéré  dont  on  peut  appliquer  ce 
Calcul  aux  fciences  Phylico-Mathématiques. 

<j  J.  PROBLEME  I.  Déterminer  la  nature  de  la  brachy~ 
flochronc  ou  la  courbe  de  la  plus  vite  defeente.  Soit  A M 
(lig.  11)  la  brachyftochrone,  AP  =*,  PM  = v, 
y (*d*1-f~rfy1)=dx  y'  (1  -ppp).  On 
fait  par  la  Méchanique  élémentaire  qu’un  corps  mis 
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en  mouvement  par  l'aétion  de  la  gravité  , acquiert  en 
parcourant  l'arc  A M , une  vîteffe  délignée  par  la  racine 
de  la  hauteur  verticale  MP  de  cet;  arc  j de  plus  cette 
vîteffe  ne  pouvant  que  varier  infiniment  peu  le  long 
de  Tare  infiniment  petit  Mot,  on  pourra  la  fuppofer 
uniforme  Je  long  de  cet  arc.  Mais  dans  le  mouvement 
uniforme  le  teins  eil  comme  le  quotient  de  l'efpace 
divifé  par  la  vîteffe  > ainfi  en  defignant  par  t le  tems 

le  long  de  A M , [on  aura  dt  = — =»  f 

, * V y Vy  •• 

dx\/{  1 +PP)  . , . , . . 

ce  t = b.  S/~ÿ * <3irantlte  <ÎU1  doit  etre  un 

minimum.  Or  en  s’y  prenant  comme  ci-deffus  ( 46  ) , on 
verra  que  la  courbe  cherchée  eil  une  cycloide  5 ainfi 
la  brachyllochrone  eft  une  cycloïde.  • 

Si  1 on  veut  que  la  courbe  A M foit  terminée  à un  plan 
vertical  B D perpendiculaire  à la  ligne  des  abfciffes,  l’ab- 
feiffe  correfpondante  A B n'aura  aucune  variation.  En 
faifant  la  partie  abfolue  =»  O ( voyez  le  n°.  15  ) , ou 

d y 

P = 


= o 


l’on 


aura 


= 0, 


Vy.V(i  + PP)  r~dx 

c’eft-à-dire  , que  l’angle  de  la  courbe  avec  l’axe  des 
abfciffes,  ou  plutôt  avec  une  parallèle  à cet  axe,  doit 
être  nul , & la  courbe  doit  être  parallèle  à l’axe  des 
abfciffes  , & par  conféquent  perpendiculaire  au  plan 
vertical  dont  on  vient  de  parler.  Comme  la  variation 
entière  doit  = o , l’on  peut  faire  la  partie  ablolue 
= o i de -là  il  fuit  que  A étant  l’origine  de  la 
brachyftochrone  , A B fera  Ja  demi  circonférence  du 
cercle  générateur.  A l’égard  du  point  A que  nous 
fuppofo  ns  donné  , l’ordonnée  correfpondante  ne  doit 
Tubir  aucune  variation  , & ce  n’eil  qu’au  point  cor- 

refpondant  à l’abfciffe  A B qu’on  a l’équation  — — = o. 

a X 

Remarque.  On  a fuppofé  dans  la  réfolution  du 
problème  précédent  que  la  courbe  de  la  plus  vîte'def- 
cente  étoit  à ûmple  courbure  j m-ais  on  n’en  doutera 

S z 
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nullement  quand  on  aura  lû  la  folution  du  problème 
fuivant. 

PROBLEME  II.  Déterminer  la  courbe  de  la  plus  vite 
defcence  ,fans  fuppojer  cette  courbe  à /impie  courbure.  Comme 
on  eft  cenfé  ne  pas  cortnoitre  cette  courbe  , nous  la 
fuppoferons  à double  courbure , x étant  l’abfcifle  ver- 
ticale , y &c  ç les  co-ordonnées  horifontales.  Donc 

= ds , fera  l'élément  de  l’arc 

■ d s ' , 

de  cefte  courbe-,  -7-  l’élément  du  tetns , & t /era  ==» 

Y* 

d s . d y 

S.  — T-*  Mais  en  faifant  p •=  T — , ou  dy  = pdx  & 
y x a x 

c , V ( i ■+■  p p -+-  p'p) 

& di  = p'  d x,  on  a t = S.  d* — — — i 

...  „ V(i  + PP-*-PP')  ,ir 

donc  en  faifant  V = ^ » on  aura  dV- 

- VC+pp+p'p')  + v»+pf+7F> 

P dp 


+ • 


TTT  5 or  ( jz  ) d V eft  •= 


V*.  V(i  ■+■  p p p p' ) 

M dx  -H  N dy  -f-  Pdp  •+-  &c. 
-j-  N'dç  -t-  P 'dp'  -+-  &c 

p 

Donc  ici  N ==■•  o ; P 


dy 


V *■  V (i  +pp-*-p  p) 
dy 


— j 0 ■==  o 5 & c. 

t/x.dx.  É(I  -+-pp-hp  p)  yx.ds 

dz  - 

Onaaufr.N'  = o}  P'— Q'=?o;  8fc.  mais 

( par  l’endroit  cité  ) on  doit  avoir  les  deux  équations 

dP  dP'  , , 

N _ h &c.  = o;  N'  — -j—  -p&c.  =o  ; donc  a caufe 

de  N = o,N/.-»oïQ  = o,Q'  = o,&c.  on  aura  (en 
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multipliant  par  dx  ) — à P = o,  & — d P'=o  , ou  — 

d y d % 

"■  A — o.  En  intégrant 


d. 


= o , & — d. 


y x.d  s w 3 ~ V x.  d s 

ces  équations  , après  avoir  changé  leurs  lignes  , il  vient 

dy  I di;  I 

—7 7-  = “7“  J “7 — T~  ^ 777  > a &c  h font  des 

y x.  d s \a  yx.ds  \ b 

confiantes  arbitraires. 

Si  l’on  divife  la  première  intégrale  par  la  fécondé, 
le  premier  membre  de  la  première  par  le  premier  de 

dy 

la  fécondé  , le  fécond  par  le  fécond  , - Ton  aura  - — 

dl 

y b 

= —p  , équation  à ligne  droite  ( * ) qui  fait  connoi- 
V u 

tre  que  la  courbe  de  projeétion  fur  le  plan  de  la  bafe 
( c’eft  ici  le  plan  des  ç & desjy),  efi  une  ligne  droite, 
& qu’ainfi  la  courbe  cherchée  A N D ( fig.  ia.)  eft 
à fimple  courbure.  Pour  déterminer  fa  nature  , rappor- 
tons - là  à deux  co  - ordonnées , dont  l'une  foit  x & 
l’autre,  u } en  fuppofant  A P=j,  P M ( perpendiculaire 
à A P ) = y AM  = «,  nous  aurons  ( A ) u =» 

^ . - d?  va 

V (y  -H  7 ).  Mais  — = 777 ou  dy  — 


donc  y = 


r V a 


dt  v-’«  J ~ V*  •* 

. En  fubftituant  cette  valeur  de  y 
y a 

dans  l’équation  ( A ) , on  trouvera  aifément  ç =— 


( * ) Soit  ( fig.  11  ) rabfcifTe  A P = £ , l’ordonnée  P M 
r=  y, -ayant  mené  pm  infiniment  proche  de  P M , & la 
ligne  M « parallèle  à AP,  fi  l'on  fait  Aa=>  y a,  a b 
= V A » Sc  que  l'on  ait  toujours  A,  à*  : b a : : d ^ : d,y  : : 
M n : m n — P p , il  eft  vifible  que  l’on  aura  j : y : : 
y a y b , & y.  v a — ■{■  y A , équation  à une  ligne 
droite.  Ainfi  les  MN  ( x«)  qui  doivent  être  perpendicu- 
laires au  plan  des  y & des  ç ( comme  nous  le  fuppo- 
fons  ici  ) , feront  dans  un  même  plan. 

Si 

■\ 
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u a 


V ( « -t- 6 ) ’ y V(  a -H  é)  * 


u y b 


d v — 


d u y b 

V(a  + T) 


L’on 


a encore  l’élément  de  l'arc  — ds  = y(du1-\-dxl)i 
dy  du  y1' b 

& enfin  g x y/  ( a-j-i  J.  y'x.  y^da^-f-du1) 

= -7-  ; donc  ( en  quarrant  & ôtant  les  fraôions  ) 

y a 

a 0 du1  = { a x ■+■  b x ) d#  * -■(-  (ax-i-bx)du1;(ax 
-J-  b x ) d — d u1  ( a b — a x — b x ) ,■  xdxx  — 

du  1 ( - *)  } d’où  (en  faifant  s = ~^~b  ) 


il  eft  aifé  de  tirer  d u = 


d x y x 


dx.x 


V (.g—x)  V(gx—x  x)  ’ equa* 

tion  à une  cycloïde , dont  le  diamètre  du  cercle  gé- 
nérateur eft  ==■  g. 

Si  le  premier  point  A de  la  brachyftochrone  ( fig.  1 1 ) 
eft  fuppofé  donné  , & que  le  mobile  doive  arriver  dans 
le  moindre  rems  poftible  à un  plan  horifontal  Ci», 
on  fera  les  parties  abfolues  égales  à o , ce  qui  don- 

dy 


nera  P = 0 & P'=»o,  c’eft-à-dire. 


V x-d  s 


= o 


1 df 

y a 1 ^ y x.  d s 

a b 


—77  = 0 ; donc  a — 00  & b = 00  ; 

y b 


donc  g = — | - j — 00  ; c’eft-à  dire  , que  le  diamètre 

du  cercle  générateur  doit  être  infini.  Donc  l’arc  fini 
A M de  la  brachyftochrone  devient  une  ligne  verticale 
AC  ; ainfi  le  corps  A arrivera  au  plan  Cn  dans  le 
moindre  tems  poftible  , en  fuivant  une  ligne  verticale 
AC  , ce  qui  eft  évident. 
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SECTION  QUATRIEME. 

PROBLEMES 

PHYS  ICO- MATHÉ  MAT  IQ_  UES. 

N o'us  nous  propofons  ici  principalement  de 
faire  des  applications,  du  Calcul  différenciel 
Sc  du  Calcul  intégral  aux  problèmes  Phyfico- 
Mathématiques  ; ce  qui  ne  nous  empêchera  pas 
d’en  réfoudre  plufieurs  fans  employer  ces  Calculs. 
Mais  quoique  nous  fuppofions  nos  Leéteurs  in- 
ftruits  des  principes  généraux  rie  la  Méchanique, 
nous  croyons  devoir  rapporter  le  fameux  principe 
de  M.  d’Alembert. 

i.  Principe  général  du  mouvement.  De  quelque 
maniéré  que  plufieurs  corps  viennent  à changer  leurs 
mouvemens  actuel I j fi  P on  conçoit  que  le  mouvement 
que  chaque  corps  auroit  dans  l'inftant  fuivant  y s’il 
devenoit  libre  foie  décompofé  en  deux  autres  , dont 
l’un  fit  celui  qu’il  aura  réellement  après  le  changc- 
’ ment  ; le  fécond  doit  être  tel  que  fi  chacun  des  corps 
n’eût  eu  et  autre  mouvement  que  ce  fécond  j tous  les 
corps  fuffent  demeurés  en  équilibre.  Ce  principe 
eft  évident  j car  li  en  vertu  des  féconds  mouve- 
mens les  corps  ne  reftoient  pas  en  repos , les 
premiers  mouvemens  ne  feroient  pas  ceux  que 
les  ^>rps  auroient  après  le  changement , puifqu’ils 
feroient  néceflairement  altérés  par  les  féconds.  ’ 
Toute  la  doélrine  du  mouvement  eft  appuyée 
fur  les  équations  dont  nous  allons  parler.  £i  x 
repréfente  l’efpace  décrit  d’un  mouvement  varia- 
ble pendant  le  tems  t , dx  repréfentera  l’efpace 
infiniment  petit  décrit  pendant  le  rems  infini- 
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ment  petit  dt  , pendant  lequel  la  vîtelTe  v du 
mobile  eft  cenfée  uniforme.  Mais  alors  dx  = 

vdt ; donc  v ==  — ■ , première  équation  fonda- 
mentale. Dans  un  mouvement  uniformément 
accéléré  la  vîrefle  acquife  à la  fin  du  tems  t doit 
évidemment  être  égale  au  produit  de  la  force 
accélératrice  confiante  p par  le  tems  t ■ donc  v = 

pc,  & p ==— • Mais  fi  cette  force  eft  variable, 

on  peut  néanmoins  la  confidérer  comme  con- 
fiante pendant  le  tems  dt  , pendant  lequel  elle 

* • d x 

produit  la  vîtefie  dv ; donc  p = — , ou  dv  — 

d t • 

pdt , fécondé  équation  fondamentale  des  mouve- 
mens  variés.  De  l’équation  dx  = vdt , on  tire 

dt  — — • Subftituant  cette  valeur  dans  l’équation 

dv  — pdt  , on  a p dx  = v dv.  Il  eft  évident 
que  lorfque  le  mouvement  eft  retardé  on 
doit  donner  le  ligne  — à dv.  L’équation  v =. 

, donne  dv  = d • Subftituant  cette  va- 

dt  \dt / 

leur  dans  l’équation  pdt  = ib  dv  (on  met  le 
ligne  — pour  le  mouvement  retardé) , on  a pdt 

= + d Si  on  fuppofe  dt  confiant , il  vient 

P d t = Hh  ou  p dtx  = dt  dd  x. 

d t 1 

%.  Lorsque  deux  corps  qu’on  fuppofe  fans 
aucun  reffort  viennent  à fe  rencontrer  en  allant 
du  même  côté  , la  quantité  de  mouvement  qui 
fe  trouve  dans  les  deux  corps  , fe  diftribue 
de  maniéré  qu’il  en  réfulce  la  meme  vîtefle 
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pour  tous  les  deux.  Car  celui  qui  va  plus  vite 
agit  fur  l’autre  , feulement  jufqu’à  ce  que  celui-ci, 
ayant  acquis  autant  de  vîtefle  qu’il  en  refte  au 
premifer , ne  fait  plus  obftacle  à fon  .rqouvement. 

Mais  fi  des  corps  élaftiques  fe  rencontrent, 
pendant  qu’ils  fe  choquent  le  choc  efi:  employé 
à plier  leurs  parties,  à tendre  leur  reflort,  & ces 
corps  ne  demeurent  appliques  l’un  contre  l’autre 
que  jufqu’à  ce  que  leur  reflort  les  fépare  en  fe 
débandant,  8c  les  fafle  éloigner  avec  autant  de 
vîtefle  qu’ils  s’approchoient  : car  la  vîtefle  ref- 
peétive  étant  4a  feule  caufe  qui  air  bandé  leur 
reflort  , le  débandement  de  ce  reflort  doit  re- 

firoduite  la  même  vîtefle  refpective  qui  avoir 
ieu  auparavant.  M.  de  Mauperruis  entend  par 
quantité  d’ action  , le  produit  de  la  mafle  d’un 
corps  par  fa  vîtefle  8c  l’efpace  parcouru , & félon  ce 
Savant  , on  doit  admettre  dans  la  nature  le. 
principe  fuivant. 

Principe.  Lorfquihprrive  quelque  changement 
dans  la  nature  3 la  quantité  d’action  qui  le  produit 
ejl  la  plus  petite  pojfiblé. 

j.  Problème.  Soient  A & B deux  corps  fans 
rejfort  qui  vont  du  même  côté , la  vltejje  du  corps 
A étant  V j celle  du  corps  B étant  = u < V, 
de  maniéré  que  le  corps  A aille  choquer  le  corps 
B j on  demande  leur  vitejfe  commune  x après  le  choc . 
La  vîtefle  perdue  par  le  corps  A fera  V — x la 
vîtefle  gagnée  par  le  corps  B étant  x — u.  Les 
efpaces  parcourus  en  tems  égaux  par  ces  vîtefles , 
étant  entr’eux  comme  ces  vîtefles  , la  quantité 
d’aftion  employée  par  le  corps  A fera  comme 
A.  (V  — x)  1 , & la  quantité  d’a&ion  gagnée 
par  le  corps  B fera  comme  B.  (*  — u)1  : la  quan- 
tité totale  d’aétion  fera  comme  A.  (V1  — x V -v 
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-+-.r  x)  -{-B.  ( JC  AT  — 1 UX  -\-uu)..Si  l’on  fuppofe 
que  cette  quantité  eft  un  minimum  , on  différen- 
ciera cette  fomme  , Sc  l’on  fuppofera  la  diffé- 
rence = o y donc  on  aura  A.  ( — i V d x -4— 
i x dx,)  -f-  B.  ( z x d x — i u d x ) = o , d’où  l’on 
tire  2 A * -j-  i B ï = i A V + i B ü , ou  x = 

A V u , c’eft-à-dire,  que  la  vîteffe  commune 

après  le  choc  , fera  égale  à la  fomme  des  mou* 
vemens  divifée  par  la  fomme  des  maffes. 

Corollaire.  Si  le  corps  B alloit  dans  un 

fens  oppofé  au  corps  A , il  fuffitoit  de  confidé- 

rer  u comme  une  quantité  négative  , 8c  dans 

,,  . AV  — B U , a 

ce  cas  1 on  auroit  x — — - — — — — , c elt-a-dire  , 

A B 

que  la  vîteffe  commune  après  le  choc  , feroic 
•égale  à la  différence  des  mouvemens  divifee  par 
la  fomme  des  maffes.  Si dans  ce  dernier  cas  , 
A V-  = B u , on  aura  * = o , c’eft-àdire  , que 
fi  deux  corps  fuppofés  fans  reffort  vont  fe  cho- 
quer directement  avec  des  mouvemens  oppofes 
& égaux  , ils  relieront  en  repos  après  le  choc. 

Si  u = o , on  aura  x = — , c’eft-à-dire  , ft 

A -f-  B 

le  corps  B eft  fuppofé  en  repos  avant  le  choc , 
la  vîteffe  commune  après  le  choc,  fera  égale  au 
mouvement  du  corps  choquant  divifé  par  la 
fomme  des  maffes. 

4.  Problème.  Si  le  corps  A élafiquc  va  choquer 
le  corps  B aufî  élaftique  & qui  fe  meut  dans  le 
même  fens  j de  maniéré  que  la  vîteffe  de  A foit  — 
V & la  vîteffe  de  B=u  , on  demande  la  vîteffe 
de  chaque  corps  après  le  choc  ? Soit  x la  YÎcelfe 
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cîe  A & y la  vîteffe  de  B après  le  choc , la  vîtefle 
perdue  par  A fera  V — x , tk  la  vîreffe  gagnée 
par  B fera  y — u.  La-  quantité  d’aébion  employée 
dans  le  changement  qui  arrive  dans  la  nature  à 
l’occafion  du  choc,  fera  comme  A.  ( V 1 — îV.ï  + 
xx  ) + B.  (y1  — zy  u -j-ua).  En  fuppofanc 
que  cetre  quantité  eft  un  minimum  , on  aura 

A.  ( — zWdx  2^dx)4~B.  (ly  d y — i udy) 
=3  o (C).  Mais  dans  les  corps  à relTort  parfait 
tels  que  nous  les  fuppofons  ici  , la  vîtelTe  ref- 
peélive  après  le  choc  étant  îa  même  qu’avant  le 
choc  , on  a V — u =y  — x , ou  y — V — 
u -f-  x , dy  = d x. 

Si  on  fubftirue  ces  valeurs  dej  &r  de  dy  dans 
l’équation  C , on  aura  en  tranfpofant  &c  divi- 


fant  , x 
• * 


tion  V — u = y — a*,  on  z x = y u — V, 
& d x = dy  ; en  fubftituant  ces  valeurs  de  x 
& de  d x dans  l’équation  C,  on  trouve  facile- 


ment y = 


iA  V — A tf-f-Bu 
A-t-  B 


Si  on  fuppofoit  u 


„ . - AV—  BV  . ... 

= o , Ion  auroit  x—  — - — qui  deviendroit 

A+B  n 

= o , en  fuppofanc  A — B , c’eft-à-dire , qu’alors 
le  corps  A refteroit  en  repos  après  le  choc  ; mais 


on  auroit  y = 


ï A V 
A B 


, qui  deviendroit  y 


= V,  en  faifant  A = B ; donc  dans  ce  cas 

le  corps  B fe  mouveroit  avec  la  vîteffe  V du  corps 
A avant  le  choc.  Si,  l’on  a voit  A<B,  le  corps 


Digilized  by  Google 


Cours  de  Mathématiques. 


A feroit  repou  (Té  5c  rebrou(Teroit  chemin,.  Si  B 
alloit  au-devant  du  corps  A , on  feroit  u néga- 
tif, 5c  l’on  auroit  par  - là  Ja  valeur  de  x 5c  de' 
y pour  ce  cas. 

Remarque.  Si  on  multiplie  A par  x 1 &c  B 
par  y1,  on  aura  en  fubflituant  les  valeurs  de  .v 
&c  de  y trouvées  ci-deflus,  on  aura,  dis -je, 
A.  x - —1—  B.^'î  = A.V1-l-Ba1;  c’eft:  ce  qu’on 
appelle,  la  confervation  des  forces  vives  (*). 


5.  Problème.  «Si  'un  rayon  de  lumière  doit 
pajfcr  de  a en  b {fig-  1 ) en  travcrfant  les  milieux 
m & n fiparés  V un  de  l'autre  par  la  furface  cg  3 
on  demande  dans  quel  rapport  feront  les  finus  d’in- 
cidence & de  réfraclion  , en  fuppofant  que  cet  effet 
doive  être  produit  par  la  moindre  quantité  d’aclion  ? 
Soit  défignée  par  m la  vîtefle  de  la  lumière  dans  le 
milieu  m , & par  n la  vîtefle  de  la  meme  lumière 
dans  le  milieu  n , foit  fait  de  plus  a p = x , p b = 
y » Pc  — x y P g = s,  a c = /,  b g — h;  m x 
-4-  ny  fera  un  minimum , aufli-bien  que  twVYtt 
ff)  + nV  (ss  -4-  h h ).  Donc  puifque  f 
ôc  h font  conftans  «à  caufe  que  la  pofition  des 
points  a 5c  b eft  déterminée  par  rapport  à la 


furface  c p , on  aura  — w — - 

b vc  u+ff) 


n sds. 

{s  s-\-hh) 


• ( * ) Il  y a des  Philofophcs  qui  prétendent  que  la  fore» 
vive,  c’eft  à-dire,  la  force  d’un  corps  en  mouvement,  doit 
s’eftimer  par  le  produit  de  la  marte  multipliée  pnj  le 
quarre  de  la  vîtefle  , tandis  que  la  force  d’un  corps  qui 
prefle  un  autre  corps,  on  un  plan  immobile  fans  lui  com- 
muniquer de  mouvement»,  & qu’on  nomme  foret  morte, 
doit  s’eftimer  par  le  produit  de  la  marte  & de  la  Ample 
vîtefle  ; mais  les  François  & les  Anglois  foutiennent  que 
les  forces  vives  doivent  fc  mefurer  par  le  produit  de  la  mafle 
Si  de  la  vîtefle. 
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= o.  Mais  à caufe  de  cg  conftant , on  a d^==. 

— ds  ; donc  en  remettant  les  valeurs  des  radi- 

...  m j ns  mr 

eaux  Sc  divilant  , = o , ou  — = 

x y x 


ns  ,,  , ,,  • ? 

— ; d ou  1 on  tire  -- 

y . x 

pofant  le  rayon  = r 


r -y:\n\m.  Mais  en  fup- 
, on  a x : £ : : i : fin.  p ac 


» $ 

— ~ , Se  y : s : : r : fin.  pbg  = — • De  plus  en 

tiranc  la  ligne  M/>N  perpendiculaire  fur  cg> 
l’angle  puceft  = ap  M angle  d’incidence  j ôc 
l’angle  pbg  eft  — b pN  angle  de  réfraélion  ; 
donc  le  finus  de  l’angle  d’incidence  eft  au  finus  de 
l’angle  de  réfraction  en  raifon  inverfe  de  la 
vîtefte  qu’a  la  lumière  dans  chaque  milieu. 

6.  Corollaire.  Si  on  fuppole  que  la  vîtefte 
de  la  lumière  dans  differens  milieux  fuive  la 
raifon  de  leur  denfité,  le  finus  d’incidence  fera 
à celui  de  réfraétion  en  raifon  inverfe  des  denfi- 
tés  des  milieux.  Se  par  conféquent  en  raifon  con- 
fiance. 


* 


7.  ProëleMe.  Etant  donnée  la  pofiition  d'un 
plan  horifiontcl  BD,  & du  plan  vertical  B A {fi g-  a ) 
mener  par  un  point  donné  D , le  plan  D M par 
lequel  un  corps  M puifle  parvenir  du  plan  vertical 
B A , au  point  donné  D dans  le  moindre  tems 
pojfiible.  Il  eft  évident  que  le  tems  de  la  def- 
cente  dépend  de  l’efpace  à parcourir  St  de  la 
vîtefte  du  mobile.  Si  l’efpace  DN  efi  plus  petit, 
la  vîtefte  fera  plus  petire  ; fi  le  plan  DA  eft 
plus  long  , la  vîtefte  fera  plus  grande , mais 
aufli  l’efpace  fera  plus  grand.  11  eft  donc  évi- 
dent qu’il  y un  plan  moyen  D M , le  long  du- 
quel le  tems  doit  être  le  plus  petit  poliibie. 


« 
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Soit  B D = a , B M = x.  On  aura  D M ==s 
\/  ( a a x x)  ; la  vîtefTe  acquife  par  le  corps 
M en  venant  de  M en  D’  fera  comme  la  racine 
de  la  hauteur  du  plan  M D,  ainfi  qu’on  le  dé- 
montre en  méchanique  , c’eft  à-dire  , fera  expri- 
mée par  \/x  , &:  cette  vîrelfe  fuffiroit  pour  faire 
décrire  d’un  mouvement  uniforme  au  corps  M 
un  efpace  double  de  MD  dans  le  tems  employé 
à parcourir  MD,&  de  plus  les  efpaces  parcourus 
par  un  mouvement  uniforme  font  comme  le  pro- 
duit de  la  vîtefTe  & du  teins;  c’eft  pourquoi  le 
quotient  de  l’efpace , divifé  par  la  vîtefTe  , re- 
préfente le  tems  : donc  le  toms  employé  à par- 

. if  («  + **)  r , 

couru-  DM  lera  = ; • Ce  tems  de- 


vant eue  un  minimum 


V x 

fou 


quarre 


4aa-t-4xx 


le  fera  aiufli  ; donc  en  différenciant  on  aura 

— 4 au  dx  — 4 XX  dx 


o , ou 


4ca  , ou  x = a , ouBM  = B D ; donc  le  plan 
MD  doit  faire  un  angle  de  45  0 avec  le  plan  hori- 
fontal  BD. 

Mais  fi  ont  demandoit  de  mener  le  plan  M D par 
lequel  un  corps  puilfe  parvenir  du  point  donné  M 
au  plan  horifontal  B D dans  le  moindre  tems 
poffible.  Enfaifant  BM=  a & B D = * > le  tems 

• ✓(«•+»«_)_  fon  quart<  fal  = 


cherché  fera 
4 a 1 -f-  4 xx 


qui 


V'tf 

doit 


eue  un  minimum 


donc 


on  aura  8 axdx  ==o,  &*=BD=o;  donc 
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le  point  D tombera  fur  le  point  B , & le  plan 
de  la  plus  prompte  defcenté  fera  le  plan  verti- 
cal MB,  ce  qui  d’ailleurs  eft  évident.  , 

8.  Problème.  Si  un  globe  parfaitement 
élaflique  ( on  doit  dire  la  même  chofe  de  la  lumière  ) 
doit  arriver  de  m en  n par  le  chemin  le  plus  court  3 
après  avoir  été  réfléchi  quelque  pan  par  le  plan 
horifontal  p L , déterminer  l'angle*  de  réflexion 
(fig.  3 ).  Suppofons  que  le  point  de  réflexion  efl: 
mué  en  D , & qu’on  a tiré  les  lignes  que  l’on 
voit  dans  la  figure , faifons  de  plus  n h = b , 
g p = m L = a , DL  = x , hL  = c.  On  aura 
DÆ  = c — x ; on  aura  encore  m D -+-  n Ü = 
\l  ( a a -4-  xx  ) -+-  \/  (b  b cc  — icar-f-vx), 
îqui  dêit  être  un  minimum  ; donc  en  différenciant, 
divifanr  par  dx , égalant  le  réfultat  à zéro  , ôcanc 
les  fraéfions  Sc  tranfpolant , on  trouvera.  ( A ) 

x \l  (b  b -j-  c.c  — z ex  ■+■  xx)  = c — x.  {a  a 
-+-  a:  x ) , ou  D L x n D = D h x m D ; donc  D L : 
m D : : D h : n D.  Mais  D/i  : « D f : Dp  : gD  ; 
donc  les  triangles  md  L,  Dp  g font  femblables, 
ils  font  de  plus  égaux  à caule  de  m L — g p ; 
ainfi  gp  &c  m L font  finus  d’angles  égaux  , en  pre- 
nant Dm  de  Dg  pour  rayons  ; donc  mDfScgDf 
compléments  d’angles  égaux,  font  égaux  j donc 
pour  qu’un  corps  élaflique  (on  doit  dire  la  même 
chofe  de  la  lumière  ) parvienne  de  m en  ’n  par 
'le  chemin  le  plus  court,  après  avoir  été  réfléchi 
par  le  plan  horifontal  h L , l’angle  de  réflexion 
gDf  doit  être  égal  à l’angle  d’incidence  mDfl 
Pour  déterminer  le  point  D,  on  qr.arrera  l’équa- 
tion ( A ),  & efFeétuant  les  multiplications , rédui- 
fant  & ttanfpofanC  3 on  aura  a1  x1  — b1  x1  — 
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i a1  c x =3=  — a a et , 8c  par  conféquent  x 1 — • 

3.  a a ex  — a a ce'  , <.  , ,r 

— = — • Cette  équation  , étant  relo- 

a * — bb  au  — DD  , 1 # 

lue*,par  la  méthode  du  fécond  degrc  , donne 

{a±.b)ac  ac  _ • r 

x = — - = —•  Prolongez  m L îul- 

aa—bb  a b b ' 

ques  à ce  que  HL  ==  mL-fsA  , & ayant  tiré 
\lh  , menez-lui  par  le  point  m la  parallèle  m D, 
le  point  D fera  le  point  de  réflexion  ; car  on 
aura  HL:  A L : : /«  L : L D , ou  a-\-b  : c ::  a : x 


= D L.  Si  on  fuppofe  a = i,on  aura  x — 


9.  Problème.  Étant  donnée  la pofition  d’une piece 
d’argent  D fur  le  plan  horifontal  BI)j  trouver  fur. 
la  verticale  B m la  ft nation  d’un  fiambeau  de 
maniéré  que  la  piece  D fuit  le  plus  éclairée  qu’il 
efl  pâffible  ( fig . 4).  Du  point  D comme  centre 
avec  le  rayon  DB  décrivez  l’arc  BM  ; 3c  fup- 
pofanc  que  le  point  A eft  le  point  cherché,  on 
tirera  la  ligne  A D , & par  le  point  M , où 
cette  ligne  rencontre  l’arc  BM,  on  mènera  MN 
perpendiculaire  fur  BD}  cette  ligne  fera  le  finus 
de  l’angle  BD  A.  Soit  maintenant  B D ===  æ,  BA 
e=.v,  on  aura  A D=  \/(ûa+  xx).  Mais  à caufe 
des  triangles  femblables  BAD3c  NMD,\/(tf<î 


xx  ):r::a:MN 


a x 


y/(aa  + xx) 


Suppofons 


maintenant,  que  la  vivacité  de  la  lumière  du 
flambeau  , lorfque  cette  lumière  éclairé  la  piece 
'D'perpendiculairement  fort  = 1 } cette  force 
fera  à la  force  de  la  lumière  qui  éclaire  la  piece 
dans  une  firuation  oblique  & à la  même  dif- 
rance , comme  le  Anus  total  eft'  au  finus  de  l’angle 

d’obliquité 


1 
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<1  obliquité  A D B (*)  ou  comme  D M : 
MN  = 


= BD: 


a x 


- a : 


De 


V(aa+xx)  ’V(aa  + xx) 
plus  fous  le  meme  angle  d’obliquité  A DB  !a 
force  de  la  lumière  qui  viendrou  de  M eft  d la 
orce  de  la  lumière  qui  parriroir  de  A en  raifon 
mverfe  des  quarrcs  des  diflances  , ou  comme 


MD 


A D 


i 

aa 


a ax 


( 1 ■+■  x 1 ) yf  ( a a-h  jc  x ) 

tecedent  & le  conféquent  par 

a a x 

tenant 


a ,-P x + **  j 

, en  multipliant  l’an- 


a a x 


doit  être  un  mini- 


(a*  +*x)  V(aa-+-xx) 

mum  ; donc  en  faifanr  V {*a-hxx)  = v 
aa\/(yl—da)  r J J > 

y 3 lera  un  minimum . Si  .on  égale  à o 

la  différentielle  de  cette  quantité  , „„  aura  fen 

’ & faifam  Ies  °P™™*  ordi- 

âw  t1: rr  L'ir, ; 2&r„r 1 + ■ 

ri:  ADPB'd'°n  odu' ZEîtiZ 

tirer  Mm  perpendiculaire  fur  AB:  le  point  m 
era  le  point  cherché  : car  on  aura  m B IL  M N 

(*)  Car  ayant  mené  DF  perpendiculaire  fur  A P 
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&MD  =MN  + ND  = î.M  N = i x x j 
donc  B m = x. 

10.  Problème.  Etant  donné  l'angle  d’élévation 
F A M d’un  mortier  fitué  en  A , avec  la  force  de  la. 
poudre  , déterminer  la  plus  grande  hauteur  D H 
à laquelle  une  bombe  puijfe  parvenir  ( fig . j ).  L’in- 
clinaifon  du  mortier  par  rapport  à l’horifon  A M 
étant  connue  avec  la  force  de  la  poudre  , on 
connoît  la  portée  horifontale  AM(*);  donc  dans 
le  triangle  F AM  reétangle  en  M on  connoît-  un 
côté  M A , l’angle  A & l’angle  M , & par  confé- 
quent  aufli  l’angle  F ; ainlî  on  connoîtra  aifément 
la  ligne  de  chute  M F.  Soit  maintenant  A M = 
a , MF  = i,  AD  = x , les  triangles  ferribla- 
bles  AD«,  AMF  donnent  a : b : : x : D/z  = 


bx  . ~T~  . bbxx 

— : donc  An—xx-\ : 

a aa 


aax  x bbxx 


a a 


a a _ * V-(ca- 
Sc  An 


bb ) 


Ayant  mené  les  lignes  PH,  m M parallèles 
à AF,  tangente  de  la  parabole  A-M  , ces  lignes 
feront  des  ordonnées  au  diamètre  A m , & par 

— • X — » 

la  nature  de  cetre  courbe  on  aura  m M ==s  A F 

xx(aa+-bb ) 

■ : : A m 


\aa-Jrbb)-.VH 
= FM  = é:  AP: 


■An: 


a a 


«H;  donc  en  multipliant 
les  termes  de  la  première  raifon  par  a 1 & les 
divifant  par  a a b h , on  aura  a a : xx  : : b : 
bx «• 


n H 


donc  HD  = D/z 


Un  = — 
a 


I i*f  Voyei  Ce  que  nous  avons  dit  fur  le  jet  des  bombes 
dans  la  fecoade-  édition  de  nos  Inftitutions  Mathémati- 


ques, 
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ib  X — b 


mum  ; donc 


a a 

a bd  x — 1 Bx  d x 
a a 


, qui  doit  être  un  maxi- 


- = o ; donc  ( en 
multipliant  par  aa  , divïfant  par  b dx  & tranf- 

, r°fan0  « = ix,  & x =j-.  Ceft  pourquoi  fi 
on  prend  AD  = , & qu’on  mène  la  per- 

pendiculaire D H jufqu’à  la  rencontre  de  la  pa- 
rabole ^ cette  ligne  déterminera  le  point  H de 
-plu*  grande ^élévation.  On  ne  fait  pas  attention 
ici  a la  reliltance  de  l’air. 

Corollaire.  Puifqu’on  vient  de  trouver  HD 

a b-x  — bx1  r , a 

— “ >.  en  fubfhtuant  — au  lieu  de  x, 

on  aura  HD  = -« 

4 

11.  Problème.  Soit  un  vafe  CBD  ( fig.  <S)  tel 
qu  ayant  pratiqué  un  orifice  B d’un  très- petit  dia- 
mètre j la  liqueur  parcourt  dans  ce  vaje  des  cfpaces 
égaux  en  te  ms  égaux  j on  demande  la  nature  de  la. 
courue  DM  B qui  par  fa  révolution  autour  de  l'axe 
AB,  a produit  le  vafe  D B C.  Soit  BA=efl, 
Al  — - x,Pp~dx,  Ç\  l’on  conçoit  la  liqueur 
en.  une  de  tranches  telles  que 

M/tzN/z,  <iont  1 epailTeur  foit  la  même  , chaque 
tranche  parcourra  , en  defcendant  l’efpace  dx 
dans  le  meme-tems  infiniment  petit  de  : ainfi 
en.  appellent  u la  vîtelTè  de  la  defcente  pendant 
le^rems  dt , 011  aura  l’efpace  dx  — udt  ou  u — 

dt  f P^us  k*s  viteiïes  d’une  liqueur  qui 
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s’écoule  par  l’orifice  B font  proportionnelles  aux 
racines  des  hauteurs  de  cette  liqueur  au-deflus 
de  l’orifice  B ; donc  en  fuppofant  que  la  liqueur 
foit  defcûndue  de  A en  P , la  vîtefTe  d’écoule- 
ment fera  comme  y/  ( a — x ) î donc  on  aura 

— = c : y/  (û  — x)  ::  b b : y1 , en  faifanc  A D 

d l 

—b  & P M=jy.  En  effet  les  tranches  de  même  épaif- 
feur  fituées  en  A & P font  entre  elles  comme  les 
quarrés*  des  ordonnées  correfpondantes , & Jes 
vîtelfes  font  en  raifon  inverfe  de  ces  quarrés. 
En  faifant  y/  (a  — x)  = y/  % 8c  quarrant , la 
proportion  trouvée  devient  c1  : £ : : b+  ’y*’> 
t. A* 


donc  y 4 = 
i.  J4 


l «=  p 5 \ , en  faifant 


— --  — p Mais  l’équation  y 4 = p}%  défigne 

une  courbe  parabolique  dont  l’ordonnée  P M eft  = 
y , l’abfcifie  BP  8c  le  paramètre  —pi  ainfi 
la  courbe  cherchée  eft  la  première  parabole  du 
troifieme  genre.  On  peut  remarquer  que  les  vî- 
teftès  des  écoitlemens  font  d’autant  plus  grandes 
que  les  tranches  correfpondantes  font  plus  grandes, 
8c  que  les  vîceffes  aveclefquelles  la  liqueur  s’écoule 

peuvent  varier  , quoique  — qui  repréfente  la 

Vîreffe  uniforme  avec  laquelle  la  liqueur  s’abaifte 
aufli-bien  que  la  vîteffe  d’écoulement  qui  répond 
à la  première  tranche  foit  confiante. 

i z.  Corollaire.  Suppofant  que  la  liqueur 
parvienne  de  A en  f dans  l’efpace  de  vingr- 
qnatre  heures  , ayant  tiré  C F , parallèle  8c 
égale  à A/,  divifez  - là  ' en  douze  *parties 
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égales  -y  ces  divifions  indiqueront  les  heures, 
& l’on  aura  ainfi  une  efpece  d’horloge. 

11  faut  prendre  A / un  peu  plus  grande  que 
AB,  afin  d’éviter  l’irrégularité  qui  a ordinairement 
lieu  vers  la  fin  de  l’écoulement  , & qui  vient 
principalement  d’une  efpece  d’entonnoir  qui  fe 
forme  à la  furface  de  la  liqueur  j ainfi  il  faut  pren- 
dre B/,  de  maniéré  que  le  point / foit  au-delïus 
du  point  de  l’axe  A B auquel  fe  forme  cet  enton- 
noir , ce  que  l’expérience  indiquera  facilement. 

i j.  Problème.  \ Etant  donnée  la  gravité  fipéci - 
fique  d'un  liquide  de  l'eau  3 par  exemple  3 trouver 
la  gravité  Spécifique  d’un  folide  plus  léger  3 tel 
qu’étant  plongé  dans  le  liquide  & dans  une  fitua- 
tion non  naturelle  3 la  force  qui  le  retient  dans  cette 
fituation  foit  la  plus  grande  pqffible.  Soit  un  cy- 
lindre homogène  A 6 ( fig.  7 ) plongé  oblique- 
ment par  fa  partie  MB  dans  l’eau  DC gf;  la 
force  qui  retient  le  cylindre  dans  cette  fituation 
doit  vaincre  le  poids  de  la  partie  fupérieure  MA 
& la  force  avec  laquelle  l’eau  fait  effort  pour 
repouffer  la  partie  plongée  BM. 

Soit  la  gravité  fpécifique  de  l’eau  =fi=  a , la 
gravité  fpécifique  du  folide  = x , fon  volume 
= b 3 fon  poids  fera  b x.  Or  le  poids  du  folide 
eft  égal  à celui  du  volume  d’eau  qui  répond  à 
la  partie  plongée,  & lorique  les  poids  font  égaux  , 
les  gravités  fpécifiques  lont  en  raifon  inverfe 

! & X 

des  volumes  : donc  on  aura  a i x : : b : — , vo- 

a 

lume  d’eau  égal  au  volume  de  la  partie  plongée. 
Donc  le  volume  de  la  partie  M À fera  = b — 
b x a b — b x r . r ah  x — b x x 

— = , & ion  poids  fera  = — « 

T l 
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Mais  la  force  de  l’eau  qui  fait  effort  pour  élever  la 
partie  plongée  B M , eft  égale  à la  différence  entre 
le  poids  du  volume  d’eau  déplacé  & celui  de  la 

partie  BM  , c’eft-à-dire  , eft  = = 


al  x — ■ l xx 


donc  la  Tomme  de  l’effort  de  l’eau 


pour  déplacer  la  partie  plongée  6c  du  poids  de 
la  partie  M A hors  de  l’eau , ou  la  force  qui  retient 

le  folide  dans  fa  fituation  eft  = ra^,x — — — x 


. a l dx ■ 


l xdx 


qui  doit  ctre  un  maximum  ± donc 

* U 

= o.  Donc  en  ôtant  la  fra&ion , divifarit  pâr  t bdx 

9t  tranfpofant , a = i x ; .ainfi  x = — , c’eft-à- 

dire,  que  la  gravité  fpécifique  du  folide  doit  être 
fous-double  de  celle  du  liquide. 


14.  Problème.  Soit  A B la  feclion  d'un  canal 
fghn  dans  lequel  on  veut  bâtir  une  éclufe  ADB , 
on  demande  l’angle  A D B que  doivent  faire  les 
portes  AD,  BD  de  l’ éclufe  pour  que  leur  réfijlance 
à la  prejfion  de  l’eau  foit  la  plus  grande  poffible 
(. fig • 8 )•  Sur  A B prife  pour  diamètre  je  décris 
la  demi- circonférence  AMB  , 6c  je  tire  AM  per- 
pendiculaire au  prolongement  de  la  ports  BD. 
Cela  pofé  , la  prellion  contre  la  porte  DB  eft 
comme  la  longueur  DB  , la  hauteur  de  l’eau 
étant  la  même,  de  plus  la  force  du  bois  de  la 
même  épaifTeur  eft  d’autant  moindre  que  la  lon- 
gueur de  la  piece  eft  grande;  donc  la  force  de 
la  porte  B D eft  en  raifon  inverfe  du  quatre  de. 
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la  longueur  BD.  Mais  ayant  tiré  le  rayon  CDm 
perpendiculaire  à A B les  triangles  reélangles 
femblables  BCD,  BMA  donnent  BD:  BC:: 


& parce  que 


A B : M B ; donc  B D = — ^ 

MB 

BC  & AB  font  confiantes  , la  force  de  la  porte 

• % 

BD  fera  en  raifon  diredle  de  B M . Or  en  pre- 
nant AB  pour  rayon,  BM  fera  le  finus  de  l’angle 
MAC;  donc  la  force  de  la  porte  B D croît  comme 
le  quarré  du  finus  de  cet  angle.  Il  faut  de  plus 
avoir  égard  à la  grandeur  de  l’angle  ADB  qui 

rend  la  réfiftance  d’autant  plus  forte  que  ion 

• — 2 

finus  augmenté  Donc  A M 
plus  grandtSi  l 


^ Donc  AM.  B M doit  etre  un 
1 = a , A M = x , on  aura  ( par 

la  propriété  du  triangle  redlangle  BMA)  BM  , 

= a a — xx,  ScAM.BM=aax — donc 

aadx  — $ xl  dx  — o y donc  x = — • Mais 

x ( finus  de  l’angle  M D A , en  prenant  D A pour 
rayon)  eft  le  finus  de  l’angle  MBÀ,a  étant  le  rayon  ; 
donc  fi  on  fait  a = i , on  aura  x=  Ainfi 
l’angle  MBA  = DAB  doit  être  de  $6° , 1 6' , 
dont  le  double  7 z°  , 3 1' , étant  retranché  de 
l8o°,  donne  109°  , z8'  pour  la  valeur  de  l’angle 
ADB. 

1 s . Problème.  Etant  donnée  la  vîteffe  d’un 
fluide  parfait  M m (fig.  9 ) qui  fait  mouvoir  une 
roue  j on  demande  le  plus  grand  effet  que  cette 
machine  puiffe  produire  dans  un  tems  donné.  Soit 
p le  poids  à élever  par  la  machine  , f,  g , &c.  les 
palettes  de  la  machine , « la  vîteffe  du  fluide , a 

T 4 


S y' 
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le  bras  CD  du  poids  p,  qui  .eft  attachée  à une 
corde  qui  paffe  lut  la  poulie  n , en  mêm£-tems 
qu’elle,  eft  roulée  fur  un  cylindre  dont  CD  eft 
le  rayon.  Soit  g le  point  où  le  réuniflent  les  forces 
impulfives  qui  agilfent  fur  la  palette  £ , & fai- 
fons  le  bras  de  lévier  C^  ( fur  lequel  agit  le 
fluide)  = £.  Cela  pofé,  par  les  régies  de  la  Mé- 
chanique  , dans  ie  cas  de  L’équilibre  le  produit 
du  poids  p par  le  bras  de  levier  a , doit  être 
égal  au  produit  de  l’impulfion  du  fluide  par  le 
bras  de  levier  b.  Mais  l’impulfion  du  fluide  eft 
comme  le  quarré  de  fa  vîtefle  j donc  on  aura 
a.  p = b.  u u.  Lorfque  la  machine  eft  en  mouve- 
ment , Sc  que  le  point  g a acquis  la  vîtefle  x, 
la  force  du  fluide  fur  la  paletrjfc  eft  comme  le 
quarré  de  fa  vîtefle  refpeftive^pat  rapport  à la 

’ ■ . i 

palette  ) ou  eft  comme  u — x . Donc  cette  forcé 
fera  b.  ( u — x)1.  Pour  avoir  le  moment  de  cette 
force  , on  la  multipliera  par  la  vîtefle  x ; ainfl 
bx.  ( u — x)1  fera  le  moment  de  cette  force, 
ou  l’expofant  de  l’effet  de  la  machine  : mais 
ce  moment  doit  être  un  maximum  y donc  b dx  ( u 
— x ) 1 — z b x dx  ( u — x ) = o.  D’où  l’on 
tire  uu  — 4axH-jxx  = o,ou  ( u — 3 x ) X 
( u — x ) = o , c’eft-à-dire , u = 3 x , ou  x === 


H » li 

— , 5c  x = u.  L’équation  x = — donne  un  plus 

grand,  &c  x = u donne  un  moindre.  En  effet,  fl 
l’on  fait  £ = b x ( u — x)  *,  ^ &x  peuvent  croître 

depuis  o jufqu’à  ce  que  x = -j-,  & alors  \ = 


~buu  ; enfuire  £ diminue  jufques  à ce  que  x 
foit  — u y 5c  alors  \ = o , fi  on  fuppofe  enfuire  x 
négatif,  la  valeur  de  ira  en  augmentant  néga- 
tivement jufqu’à  l’infini. 


( 


Digitized  by  Google 


Problèmes  Physico-Mathe'mat.  197 


Remarque  I.  On  voit  donc  que  la  machine 
produira  le  plus  grand  effet  poflible,  lorfque  la 
vîteffe  du  centre  des  palettes  fera  égale  au  tiers 
de  celle  du  fluide.  De  plus  ft  dans  l’équation 
a p—b  u u , on  met  q au  lieu  de/?  & y u au  lieu 
de  a (*)  , on  aura  f buu  = aq.  Si  l’on  mul- 
tiplie enfuire  ces  équations  l’une  par  l’autre,  on 
dura  4 a.  pb.uu  = a b q u u,  ou  q = j p J c’eft- 
à-dire  , que  le  plus  grand  poids  que  la  machine 

f>uiffe  élever  dans  fa  plus  grande  perfeélion  efl: 
es  | de  celui  qui  peut  arrêter  la  machine.  Main- 
tenant le  bras  de  levier  b de  la  force  motrice 
efl:  au  bras  de  levier  du  poids  q ( on  peut  con- 
cevoir q à la  place  de  p ) , comme  la  vîteffe 


■—  eft  à la  vîtefle  du  poids  q ; donc  , ou 


fon  égal 


4 ““P 
n b 


fera  l’expofant  de  l’effet  de  la  ma- 


chine. Cependant  par  une  autre  méthode  dont 
nous  parlerons  dans  la  fuite , on  trouve  un  ré- 
fultat  différent. 


Remarque  1 1.  Un  fluide  parfait , tel  que  celui 
que  nous  avons  fuppofé  dans  le  problème  , efl: 
celui  dont  les  molécules  frapperoient  un  plan  donné 
fans  s’empêcher  les  unes  les  autres.  Pour  cela  il 
faudroit  , qu’après  qu’une  molécule  a donné  fon 
coup , elle  fût  anéantie  pour  permettre  à la  fui- 
vanre  de  donner  auflî  le  lien.  Dans  un  tel  fluide 
les  impulfions  perpendiculaires  feroient  comme 


(*)  7 u eft  la  vîteffe  refpe&ive  du  fluide  par  rapport 
au  point  g , lorfque  la  machine  produit  le  plus  grand 
effet  poflible. 


1 
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les  quarrés  des  vîteffes  multipliés  par  les  furfa- 
ces, & les  impulsions  perpendiculaires  feroient 
aux  obliques  fous  même  vîteffe,  comme  le  quarré 
du  Sinus  total  , au  quarré  du  Sinus  de  l’angle 
d’incidence  (*)  j & Si  les  furfaces  étoient  diffé- 
rentes, les  impulfions  feroient  encore  en  raifon 
des  furfaces.  Si  les  denSités  étoient  différentes , 
les  impulsions  fuivroient  encore  la  raifon  des 
denSités.  De  forte  que  les  impulsions  feroient  en 
raifon  compofée  des  denSités  , des  furfaces  cho- 
quées, & des  quarrés  des  Sinus  d’incidence. 

Cependant  l'expérience  apprend  que  pour  le 
même  fluide  la  théorie  dont  on  vient  de  parler 
eft  d’autant  plus  erronnée  que  l’angle  d’inci- 
dence eft  plus  petit  , & que  les  impulfions  ne 
fuivent  pas  la  raifon  des  furfaces.  Au  refte  , 
nous  reprendrons  ailleurs  la  théorie  .du  choc 
des  fluides. 

Lorfqu’un  fluide  choque  un  plan  dans  une 
direétion  perpendiculaire , l’adhérence  dç  fes  par- 
ties entre-elles  & par  rapport  au  plan,  fait  qu’une 
plus  grande  maSTe  agit  fur  le  plan,  d’où  réfulte 
un  plus  grand  effort. 

i5.  Problème.  Si  un  poids  m ( fig . t o ) fait 
effort  pour  élever  un  poids  x par  le  moyen  des 
poulies  mouflées  , les  cordons  1,2,  J , 4 , étant 
fuppofés  parallèles  , la  machine  fans  frottement 
& les  cordes  parfaitement  flexibles  , déterminer 
le  rapport  de  m à x pour  que  la  machine  pro - • 

duife  le  plus  grand  effet  pojflble.  Nous  fuppo- 
ferons  les  cordons  fans  pefanreur  , aufli  - bien 


( * ) On  entend  ici  par  angle  d'incidence  celui  que  fait 
la  direction  du  fluide  avec  le  plan  choqué. 
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que  les  poulies/ Sc  g avec  leur  chappe,  ou  fi  l’on 
veut  avoir  égard  au  poids  des  poulies  inferieures 
&c  de  leur  chappe , nous  le  fuppoferons  renfermé 
dans  le  poids  m , nous  négligerons  de  plus  le 
frottement , la  roideur  des  cordes  &c  la  réfiftance 
de  l’air.  Cela  pofé , il  elt  aifé  de  voir,  que  par 
la  nature  de  la  machine,  le  poids  x prendra  quatre 
•fois  plus  de  vîtefTe  en  montant  que  le  poids  m 
en  defeendant.  D’un  autre  côté  le  poids  m eft 
fbutenu  par  quatre  cordons,  tandis  que  le  poids 
x n’eft  lourenu  que  par  un  feul  \ donc  la  réfif- 
tance  du  poids  x , eu  égard  aux  cordons , fera 
égale  à 4*  , & ayant  de  plus  égard  à fa  vîtefTe , 
elle  fera  = 16  x\  ainfi  la  force  qui  doit  faire 
defeendre  le  poids  m , doit  être  la  même  que 
celle  qui  mettroit  en  mouvement  une  ma(Te  = 
m-\-  16 x.  Or  la  force  qui  doit  faire  defeendre 
m eft  l’excès  de  la  pé lanceur  de  m fur  4%,  c’eft- 
à-dire  , eft  = m — 4„r.  Et  fi  l’on  fait  = g l’ef- 
pace  que  fait  parcourir  la  gravité  dans  un  rems 
déterminé  , en  faifant  m -f-  1 6 x : g : : m — 

4-v:  ( — j on  aura  la  chute  du  poids 

m.  Multipliant  cette  quantité  par  4 , on  aura  pour 


l’élcyarion  du  poids  x , la  quantité  4 ^ 


Maintenant  fi  on  veut  que  l’effet  de  la  ma- 
chine foie  le  plus  grand  pofiïble,  il  faudra  qu’eu 
multipliant  la  vîtefTe  trouvée  par  le  poids  x qu’on 


veut  clever , le  produit 


4 mx — 16  xx 


:•  g 


foi 


ît  un 


m -+-  16  x 

maximum.  Donc  en  différenciant  égalant  à o , 


« 


/ 
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— a 

divifant  par  4 gdx  8c  multipliant  par  m-+-  16  x , 
on  aura  m z — 8 m x — 6 4#  1 = o ; donc  en  ré- 
folvant  cette  équation  par  la  méthode  du  fécond 

degré, x — m x ^tre  à m 

à peu-près  comme  1:13,  s’il  y avoir  2/  pou- 
lies 8c  1/  cordons  parallèles  , en  faifanc  1/  = 
n , dans  le  cas  du  maximum  , on  auroit  x = mx 

— Le  cordon  B*  n’eft  pas  compris 

dans  le  nombre  n. 

17.  Problème.  Si  deux  corps  fans  rejfort  a 
& p viennent  à fe  choquer  avec  des  direclions  dia- 
métralement oppofées  & des  vltejfes  données  , on 
'demande  le  rapport  qu  il  doit  y avoir  entre  ces  corps 
pour  que  le  plus  fort  a communique  au  plus  foible 
p le  plus  grand  mouvement  pojfble.  Soit  V la  vi- 
te (Te  du  corps  a , u celle  du  corps  p , félon  ce 
que  nous  avons  dit  ci-delïus  ( j ) , la  vîtefTe  com- 
mune après  le  choc  fera  = — — -•  Multipliant 

cette  vîtefTe  par  p,  on  aura  la  quantité  de  mou- 

vement  cherchée  = — * , qui  doit  etre  un 

• a -+ -P 

maximum  j donc  [ (a  a V dp  -\-  a V p dp  — 2 ajipdp 

- 2 

— 2 u pp  dp  — aV  p d p u p p d p.)~\:  a-+-p 

= o(*)j  donczzaV — laup — zup1~\-upp 
= 0,  ou  .■ — 2 aup  — up*  = o , ou  1 + 


( * ) Les  deux  points  indiquent  une  diviûon. 
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1 aP~  — > donc p-+-a  — -\-\  / — — \ f 

8c  p = — a a y/  (~^~y  Si  V=  $ 8c  u=  i, 

on  aura  p = — a- H a.  i — ia — a = a,  c’eft-à- 
dire  , que  fi  la  vîteffe  du  corps  le  plus  fort , ou 
de  celui  qui  a le  plus  de  mouvement  eft  triple 
de  celle  du  plus  foible , les  malfes  des  deux 
corps  doivent  être  égales  pour  que  le  corps  <z  com- 
munique au  corps  p le  plus  grand  mouvement 
poftible.  Si  V = 1 6 8c  u ==  i , on  aura  p=  i a, 
c’eft-à-dire  , que  dans  ce  cas  p doit  être  double 
de  a , 8cc. 

18.  Problème.  Etant  donnée  une  pièce  de  bots 
A B Jupportée  par  une  autre  piece  verticale  A C , 
on  demande  la  pofiuon  d’un  arc-boutant  mn  d’une 
longueur  donnée  > pour  que  la  piece  AB  foit  la 
mieux  foutenue  qu’il  ejl  pojftble  ( fig . u),  Repré- 
fentons  la  force  abfolue  de  l'arc-boutant  par  la 
ligne  m n ; comme  cette  force  eft  oblique  à la 
piece  AB,  on  la  décompofera  en  n A 8c  n D. 
Cette  derniere  force  foutiendra  la  piece  AB,  8c 
fi  l’on  conçoit  que  cette  piece  fait  effort  pour 
tourner  fur  le  point  d’appui  A,  An=mD  fera 
le  bras  de  levier  par  le  moyen  duquel  a<nr  la 
force  D/2,-  donc  le  produit  Dn.An  doit  êçre  un 
plus  grand.  Soit  maintenant  m n = a , D n = 
m A = x , on  aura  A n = \é  (a  a - — x x)  , 8c 
D«.  An  = x \/[aa  — donc  d x \/  [a  a — 

^ x xd  x 1 

XX  — xx)  ~ ° 1 °°nC  Cn  °tant  *a  ^rac' 

tion,  divifant  par  Va;  & réduifant , a a — ixx 

* — ~ ° ou  a a ==  A m -j—  A n ==  i x x y donc  A m 

4 

y 
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= An ; ainfi  l’angle  A rr.n  que  dmt  faire  l’arc- 
bourant  avec'  la  piece  verticale  AC  doit  erre 
demi-droit.  Ce  problème  peut  avoir  fon  appli- 
cation dans  l’Architeéhire. 


19.  Problème.  Déterminer  l'angle  ABC  que 
les  bras  d'une  ancre  doivent  faire  avec  la  verge 
A B pour  qu  ils  puiffent  s'enfoncer  dans  le  fond 
de  la  mer  le  plus  quil  ejl  pojfble  ( fig . j z ).  Soit 
fait  = a la  force  qui  traîne  l’ancre  félon  la  di- 
rection AB,  cette  force  agit  obliquement  fur  le 
bras  BC  qui  doit  s’enfoncer.  C’eft  pourquoi  je 
la  décompote  en  deux  autres  forces  B « & n p , n p 
étant  perpendiculaire  à BC  , & Bp  étant  = a; 
donc  la  leule- force  B/2  fait  effort  pour  enfoncer 
le  bras  BC  : or  cette  force  B n agit  obliquement 
fur  le  fond  de  la  mer  M h , Sc  fî.  l’on  fait  C m 
= 8/2  , en  décompofant  C//2  dans  les  deux  forces 
Ch  (k  m h , cette  derniere  fera  la  feule  qui  pro- 
duira l’enfoncement.  Soir  maintenant  np  = x y 
on  aura  B n = Cm  = \/  ( a a — .va:  ).  Mais  les 
triangles  femblables  Bpn  , Ch  m donnent  a : x :: 


Cm  — \/  ( a a - 
qui  doit  être  un 


. , >V(aü  — xx) 

■ x x)  : m h = , 

a . 

plus  grand  j donc  en  différen- 


ciant & égalant  le  ré  fui  rat  à o , — ‘ ~ * 


ir> 

X 1 d X 


, . - = o.  Otant  les  fra&ions,  ré- 

. a y (a  a — x X) 

duilant  divifanc  par  dx,  a a — ixx  = o. 


ou  ji/  a = 1 x x = B n -j-  n p y donc  B n = n p ; • 
donc  l’angle  n II  A doit  être  demi  droit.  Ce  pro- 
blème peut  avoir  fon  application  dans  la  marine. 


1 
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20.  Problème.  On  veut  élever  un  poids  P par 
le  moyen  d’une  corde  m M qui  pajfe  fur  une  poulie 
de  renvoi  Cj  &'va  fe  rouler  fur  un  cabeftan  AB  m 
(fg.  1 j ) 3 & l’on  demande  la  plus  grande  vîteffe 
pojjible  avec  laquelle  des  hommes  appliqués  aux 
barres  ou  leviers  N du  cabejlan  peuvent  élever  le 
poids  P.  Soit  — f l'effort  dont  un  homme  eft 
capable  lorfqu’il  ne  perd  aucune  partie  de  fa 
force  par  la  promptitude  de  fa  marche,  a la  vî- 
teffe  qui  lui  fait  perdre  tout  l’exercice  de  fa 
force  , u la  vîteffe  aftuelle  avec  laquelle  mar- 
chent les  hommes  appliqués  aux  leviers  N , Sc 
fuppofons  (ce  qui  eft  peut-être  bien  éloigné  de 
la  vérité  ) que  lorfque  la  marche  de  l'homme 
devient  double  , triple  , &c.  fon  effort  devient 
fous-double,  fous-triple, &c.(*).  En  faifant  la  vîteffe 
a , eft  à l’effort/  quelle  détruit , comme  la  vîteffe 
u , à l’effort  que  détruit  cette  vîteffe  , on  aura 

pour  cet  effort  détruit  ; donc  f — fera 

a a 

l’eftort  que  feront  les  hommes  pour  élever  le 
poids  P.  Multipliant  cet  effort  par  le  bras  de 
levier  auquel  il  eft  appliqué  , & que  nous  défi- 

r f u x . 

gnons  par  xy  on  aura  jx —pour  le  mo- 

• ^ 

ment  de  cet  effort  ; & faifant  le  rayon  du  ca- 
beftan = b y nous  aurons  P.  b —fx  — — w — lorf- 
que  le  mouvement  du  poids  P fera  parvenu  à 


( * ) Comme  la  fulution  du  problème  eft  fondée  fur  ' 
cette  fiippofition  , on  ne  doit  pas  la  regarder  comme 
bien  rigoureufe. 
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l’uniformrté.  Suppofons  maintenant  que  les  hom- 
mes, étant  en  repos,  ils  puiflTent  foutenir  la  pe- 
fanteur  <lu  poids  P au  moyen  d’un  bras  de  levier 
c plus  court , nous  aurons  donc  b.  P = c.f =fx 

Faifant  maintenant 


fux  , 

; donc  u — a — 


c a 


le  bras'  de  levier  x eft  à la  vîtefle  a 


— des 


hommes , comme  le  rayon  b du  cabeftan  eft  à la 
vîtefte  du  poids  P , on  aura  — k-UL  qui 

X XX  * • 

doit  être  un  plus  grand  ; donc ~ad* 

= o ; donc  z c = x , c’cft-à-dire,  qu’afin 

x » 1 

que  le  mouvement  du  poids  devienne  le  plus 
grand  poflible,  fuppofant  cependant  qu’il  eft  uni- 
forme , il  faut  que  le  levier  x foit  double  de 
celui  avec  lequel  les  hommes  en  repos  peuvent 
foutenir  ce  poids  , & par  conféquent  que  la 
force  effective  employée  à élever  le  poids  P foit 
la  moitié  de  celle  qui  eft  néceflaire  pour  le 
foutenir  avec  le  meme  levier  x.  Si  on  fub- 
ftirue  i c au  lieu  de  x dans  l’équation  u = a 

ca  ' a a „ 

4 , on  aura  u — a = — , viteffe  uni- 

X » Z 

forme  des  hommes  } ainfi  leur  vîreffe  doit  être 
la  moitié  de  celle  qui  épuiferoit  leur  force. 
Nçus  négligerons  le  poids  de  la  corde , le  frot- 
tement , &c.  Dans  les  vaifleaux  on  a fouvent 
befoin  de  lever  des  ancres  d’un  très-grand  poids, 
ce  qu’on  fait  pat  le  moyen  d’un  cabeftan  j ainft 

notre 
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notre  problème  peut  avoir  fon  application  dans 
la  Marine. 


il.  Problème.  Suppofons  que  le  corps  P puijje 
enlever  le  corps  x par  le  moyen  d’une  corde  par- 
faitement flexible  & fans  pefanteur  qui  paffe  fur 
une  poulie  A ( fig.  14  ) j déterminer  le  rapport 
des  poids  x & P pour  que  celui-ci  communique  au 
corps  x la  plus  grande  quantité  de  mouvement  pof- 
Jible  , on  fuppofe  que  la  poulie  & l’air  ne  dé- 
rangent nullement  l’ aflion  du  poids  P fur  x. 
Soit  c la  vîcefle  que  la  caufe  de  la  gravité  , 
agilfant  librement , communique  à un  corps  dans 
un  tems  déterminé,  par  exemple,  dans  une  fé- 
condé, cdt  exprimera  Ml  vîtelTe  communiquée 
au  corps  P pendant  l’inftant  dt.  Suppofons  que 
du  exprime  la  vîtelTe  effective  avec  laquelle  P 
defcend  pendant  le  tems  de  , — du  fera  la  vîtelTe 
(*en  fens  contraire  ) du  poids  x.  Maintenant  par 
le  principe  dont  nous  avons  parlé  ci-delTus  ( 1 ) , 
en  concevant  que  la  vîtelTe  du  corps  P eft  c«m- 
pofée  de  la  vîtelTe  du  qu’il  conferve  & de  la 
vîtelTe  cdt — du  qu’il  doit  perdre,  P cdt  — P du 
fera  le  mouvement  que  perd  le  corps  P.  De 
même  en  concevant  que  la  vîtelTe  du  corps  x 
eft  compofée  de  la  vîtelTe  —-du  qu’il  conferve, 
& de  la  vîtelTe  c dt-\-du  qu’il  perd , il  eft  évident 
que  le  mouvement  perdu  par  ce  corps  fera  c xdt 
-h  xdu  ; or  en  vertu  des  mouVemens  perdus, 
ces  corps  doivent  refter  en  repos  ou  en  équilibre, 
par  le  principe  cité  ; donc  P cdt — ï*  d u — c x di 
■+-  xdu  ;ou{Vc  — ex)  dt  = ( P -J-*),  du  , ou 


, (P —x).cdt  ......  . , 

“ u p— - — * Multipliant  cette  quantité  par 

Tome  V.  V 


x 


; 
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( p x — xx) cdc  . 

x , on  aura  — , qui  doit  etre  uq 

P -)-x  1 

, plus  grtmd — Différenciant  cette  quantité  en  re- 
gardant x feul  comme  variable , égalant  le  réfultat 
à o,  ôtant  la  fra&ion , divifant  par  cdt.dx , ôc 
réduifant  , on  aura  P P — z P x — x x = o j 
donc  x x —4—  i P x = -f-  P P , ou  x x — f—  xPx 
-f-  PP  = iPP  , ou  x -f-  P = y'  z-PP  , ou 
x = — P -H  P V Z = P.-(  V(  1 ) — *)•  Mais  yf  z 
s=s  1.4,  en  s’en  tenant  aux  dixièmes  ; donc  x 

= P(o. 4)  — — , c’eft-à-dire , que  x doit  être 

* 0 ' 

à peu-près  égal  aux  -j^de  P;  de  manière  que  Ci 

P=  10  livres,  x fera  à peu-près  de  quatre  li- 
vres. Le  principe  duquel  nous  avons  rire  la  fo- 
lution  de  cette  queftion  , peut  être  d’un  grand 
fecoufs  dans  beaucoup  d’autres. 

^ 21.  Problème.  Etant  donné  un  vajfeau  B A 

quPfait  voile  dans  la  direction  B A de  la  quille , 
on  demande  l’angle  M B C que  doit  faire  le  gou- 
vernail M B avec  le  prolongement  de  la  quille  pour 
que  fa  force  j pour  faire  tourner  le  vaijfeau  , foit  la 
plus  grande  pojfble  ( fg . 1 5 ).  Soit  = 2 b la  lar- 
geur M B du  gouvernail , nB  — b y le  centre 
d’effort  de  l’eau  fe  réunira  fur  le  point  n.  Soit 
g le  point;  fur  lequel  le  vaiffeau  doit  tourner  , 
ayant  tiré  les  lignes  B m , pn  perpendiculaires 
à BM,  & gp  perpendiculaire  fur  pn , nous 
aurons  m p = n M = b.  De  plus  en  fuppofant 
que  D/zC  eft  la  direction  félon  laquelle  l’eau 
frappe  le  gouvernail , & faifant  l’angle  A C D=zz, 
C BM  =!  , l’angle  DnB  extérieur  au  triangle 

• ! T ' ' 

» 
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C Bn  fera  — % a,  8c  fi  l’on  fait  le  rayon  = 

' 1 , la  longueur  B g (qu’on  peut  connoître  par  l’ex- 
périence) = c,  le  triangle  reéVângfe'B^/n  donnera 
1 : c : : cof.  £ \ g m — c.  cof.  ç ; parce  que  les 
angles  CBM,  ni  B g font  complémens  l’un  de 
l’autre.  Donc  gp  = c.  cof.  z-\~b  fera  le  bras  de 
levier  par  le  moyen  duquel  l’eau  fait  effort  pour 
faire  tourner  le  vaiffeau.  Maintenant  par  la  théo- 
rie ordinaire  l’impulfion  du  fluide  eft  comme  le 
quarré  du  Anus  de  l’angle  d’incidence  D«B  ; donc 
l’adion  de  l’eau  pour  faire  tourner  le  vaiffeau 

fera  = fin.  BnD.gp  = fin.  -{-a)  X ( c . cof.  ^ 

-4- A.  ).  Si  nous  regardons  b comme  nul  par  rap- 
port à c;  car  en  effet  la  demi-largeur  du  gouvernail 
eft  très-petite  en  comparaifon  dç  c,  nous  durons 

fin.  ( c.cof.% ) , qui  doit  être  un  plus 

grand  ; donc  i d % fin.  ( ^ -4-  a ) ( cof.  % —4—  a ) x 


( c.  cof.%)  — c di'.  fin. \.  fin.  a ) = o j donc 

en  divifant  par  cd-[  (in.  ( £ -4-  a ) , on  aura 
z.  cof.  cof.  -4-  a ) — fin.  \>fin.  ( £-4—  a)  = o> 
ou  cof.  ( 1 1 -4-  a ) -4-  cof.  a -4-  ~ cof.  ( z % -f-  a ) 

• — ■ -j  cof.  a.  — o ( ) ; donc = - — • 


/ m-ha  \ 

(*)  Si  dans  la  formule  cof. n-b-cof.  m = x.cof.  I - — - — IX 

cof.  ^ —J  (Géométr.  170  ) , on  fuppofe  m = % ^ --f.  a , 

n — a , on  aura  en  tranfpofant  les  termes,  x.  cof.  ( £ -4-  a ) X 
cof.  ^ — cof.  ( 1 \-\-o  ) -f -cof.  a Si  dans  la  formule  fuivante 
du  numéro  cité  , on  fait  la  même  fuppofition  , on  aura  , 
en  tranfpofant  les  termes  , changeant  les  lignes  8c  divi- 
fant par  x y — fin.  ( { -+-  a ).  fin.  ^ î.  «/.(*?  + a) 
— 4.  cof.  a. 

V 1 
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, ou  cof  ( z I -+-  a ) ==  — J.  cof.  a.  Le  figue 

— indique  qu’il  faut  prendre  non  l’angle  a,  mais 
fou  fupplément. 


a- 

on 


15.  Si  la  direéHon  de  l’eau  eft  fuppofce  p; 
rallele  à la  quille  , l’angle  a fera  = o , 8c  le 
cofinus  fera  = 1 ; donc  on  aura  alors  2 1 ==  — • 
j.  Mais  fi  on  faifoic  le  rayon  = 100000  , on 
auroit  cof.  2 $ = ? 3 J } 3 , en  négligeant  la  fraétion  , 
& par  le  moyen  des  tables , on  trouveroit  3 3 3 3 3 — 
fin.  J 90.  *8'.,  dont  le  cofinus  = 70°.  31'j  pre- 
nant fon  fupplément  à caufe  du  figne  — , on  aura 
l’angle  2 ^t=  109°.  z*8'i  ainfi  l’angle  çeft=54°.  44'. 

On  trouvera  de  même  que  fi  S R défigne  une 
voile,  dont  le  centre  foit  fitué  en  u , & que  ladif- 
tance  du  mât  de*cette  voile  au  point  g foit  — c ; 
l’angle  que  doit  faire  la  voile  avec  la  quille  doit 
être  de  $4°.»  4+'  , lorfque  la  direction  du  vent 
eft  parallèle  à la  quille,  pour  que  la  force  de  la 
voile  foit  employée  le  plus  avantageufement  qu’il 
eft  poflible  à faire  tourner  le  vaiiTeau.  Quand  il 
s’agit  de  la  voile  , la  grandeur  que  nous  avons 
défignée  par  b eft  cenfce  = o , parce  cjue  le  centre 
de  la  voile  eft  cenfc  fitué  fur  le  mat. 

24.  Remarque.  Les  filets  d’eau  fui  vent  les 
contours  de  la  carenne  : ainfi  ils  ne  font  pas  pa- 
rallèles à la  quille  3 mais  on  peut  fuppofer  dans 
la  pratique*  que  leur  direétion  moyenne  fait  un 
angle  de  1 50  avec  fon  prolongement  5 ainfi  notre 
formule  cof  ( 2 £-4-  a)  = — j cof  a deviendra 
cof  {%■{■+■  1 5Û)=—  y cofi  50.  — — o.  3^19»  en 
fuppofant  le  rayon  = 1 , d’où  l’on  conclura  par  le 
moyen  des  tables  que  \ eft  — 46°.  52'.  M.  Bouguer 
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trouve  cet  angle  = 46°.  40'.  Mais  dans  la  prati- 
que il  n’ed  que  d’environ  jo*  i c^t  angle  eft 
donc  trop  petit. 

z 5.  Lemme.  Si  un  fluide  parfait  3 dont  la  direc- 
tion efl  V M , va  frapper  un  plan  A B quoi}  fup-> 
pofe  ne  pouvoir  Je  mouvoir  que  dans  la  direction 
M N , je  dis  que  l’effort  effectif  de  ce  fluide  fiera 
proportionnel  au  quatre  du  Jînus  d’incidence  V M B 
multiplié  par  le  flnus  de  l’angle  B M N du  plan 
& de  la  route  M N [fiig.  1 6 ).  Car  11  on  décom-» 
pofe  l’effort  du  fluide  en  deux  autres,  dont  l’un 
ioit  parallèle,  & dont  l’autre  (M  P)  foicperpendicu-r 
laire  à A B,  le  feul  effort  M P agira  pour  faire  mou- 
voir le  plan  A B j mais  comme  ce  plan  11e  peut  pas 
fe  mouvoir  dans  la  direction  MP,  on  décompo- 
fera  M P en  M C perpendiculaire  à M N & P N, 
de  en  MN;  la  force  P N fera  détruite  8c  la  force 
M N fera  effective.  Or  le  triangle  rectangle  M P N 
donne  ( en  défignant  le  flnus  total  par  1 ) 1 : PM  : : 
fln.  MP  N : MN.  Mais  les  angles  MP  N,  BMN 
étant  compléments  du  même  angle  PMN  font 
égaux,  & de  plus  MP  eft  proportionnel  à l’effort 
abfolu  du  fluide  , lequel  efl:  comme  le  quarré 
du  flnus  d’incidence  ; donc  MN  efl  comme 

fln.  V MB.  fa.  RMN.  Donc  &c.  Lorfque  le  plan 
efl  en  mouvement,  on  prend  pour  l’angle  VMB 

l’angle  d’incidence  apparent  (*.). 

„ . . ...  ? , . 

(*)  Si  V M = u repréfente  la  vîtefle  abfolue  du  fluide  au 
commencement  du  mouvement  du  plan  & la  vîtefle  apparente , 
Jorfquc  le  plan  eft  en  mouvement , St  que  l'impulflon  per* 
pendulaire  fur,  le  plan  AB  foit  *=>  a , l’on  aura  le  quarré  t 

— — ■ i 

du  flnus  total  : fin,  VMB.  fin.  BMN  a : b,  impulfioi» 
•ffcéUvc  oblique. 

V 5 
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16.  Problème.  CM  ( fig . 1 7 ) exprimant  la  vitejfe 
& la  diretliam  du  vent  3 le  vaijfeau  A B faifant  fuivant 
la  direclion  C g 3 le  chemin  Gg3  tandis  qu’une  par- 
ticule d’air  fait  le  chemin  CMj  déterminer  tous 
les  points  g 3 i , &c.  auxquels  le  navire  donné  qu’on 
fuppofe  n avoir  qu’une  voile  3 parviendra  dans  le 
même  tems.  Par  le  point  g tirez  ^P  parallèlement 
à la  voile  N n .du  navire  , jufqu’à  la  rencontre 
de  la  direction  du  vent  , tracez  un  cercle  qui 

Îiafle  par  les  trois  points  C , g , P,  ce  cercle  fera 
e lieu  de  tous  les  points  g,  i , &c.  auxquels  le 
navire  arrivera  dans  le  même-rems  : car  Ci  on 
conftruit  le  parallélogramme  fMgG,  on  verra 
aifément  que  g M eft  la  vîteffe  8c  la  direction 
apparente  du  vent  ; & c’eft  avec  cette  vîteffe  ref- 
peÀive  que  le  vent  frappe  la  voile.  Ainfi  l’itn- 
pulfion  eft  comme  le  produic  du  quarré  de  cette 
vîteffe  par  le'qiiarré  du  finus  de  l’angle  uCn  — 

M^P,  ou  eft  comme  J Ag.Jin . M^P.  Mais  le  trian- 
gle ^PM  donne  M^  : PM  : : fin.  g VM.  = 
fin.  ^PC  : fin.  M^Pj  donc  faifant  le  produit  des  • 
extrêmes  égal  à celui  des  moyens  & quarrant, 

M g.  fin.  M^P  = PM.  fin.  VP  g.  Mais  dans 
les  différentes  routes  C^,  Ci^  la  voile  reftant  orien- 
tée de  la  même  manière  par  rapporta  la  quille,  la 
dérive,  eft  cenfée  la  même  ; ainfi  l’impulfion  de 
l’eau  fur  la  proue  eft  comme  le  quarré  de  la  vîteffe  du 
navire,  8c  cette  impulfion  eft  égale  à l’impulfion 
du  navire  fuivant  C g , lorfque  le  mouvement  du 
navire  eft*uniforme  ; donc  fi  l’on  fait  = .v  le  finus 
de  l’angle  VC  n ==  V P g,  y la  vîteffe  du  fîllage , 
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on  aura  j 1 = x x.  P M , ou  y=x.  P(*)  £en  faifimt 
PM=Pj,c’eft  à-dire,  la  vîtelledu  lillage  efi  toujours 
comme  le  produit  de  P M par  le  finus  de  l’angle 
VPa  = VP«dela  voile  avec  le  vent.  Les  vîtefies 
C^,ouCi,  Sec.  ont  de  même  un  rapport  confiant 
avec  des  produits  rCP  : car  ces  produits  font  • 
égaux  à celui  de  Cg  par  le  finus  de  l’angle  CgP, 
à caufe  du  triangle  CP^  , & tous  les  angles  C^P 
font  ici  confia  ns  à caule  qu’ils  font  égaux  à celui 
de  la  voile  Se  de  la  route  , que  nôus  regar- 
dons comme  confiant  j donc  le  rapport  «C g : 

*.  P M’étant  confiant  &:  celui  de  C g : x.  C P 
étant  aufli  confiant , il  y a un  rapport  confiant 
entre  PM  & CP  ; donc  le  point  P divife  tou- 
jours C M en  parties  qui  ont  10  même  rapport  ; 
donc  la'  voile  étant  la  même,  le  point  P efi  in- 
variable ; donc  les  points  g , i , Sec.  font  fitués 
fur  la  circonférence  d’un  cercle  : car  autrement 
les  angles  CgP,  ou  CiP  qui  font  formés  par  la 
route  Se  par  la  voile,  Sc  qui  font  appuyés  fur  la 
même  corde  CP  ne  feroient  pas  égaux. 

Corollaire.  De  l’équation  y = x.  P,  il  fuit 
que  fous  la  même  voile  orientée  de  la  même 
maniéré  , on  aura  y proportionnel  à x , c’eft- 
à-dire , que  les  vîtelfes  du  fillage  feront  propor- 
tionnelles aux  finus  des  angles  du  vent  avec  la 
•voile  , car  alors  P efi  confiant  : donc  la  vîtefTe 
fera  un  maximum  , lorfque  le  vent  fera  perpen- 
diculaire à la  voile. 

i7.  Problème.  Déterminer  l’angle  de  la  route 
avec  une  ligne , par  exemple  , une  j:ôte  Qm  , don- 

( * ) Ces  équations  , ainfî  que  plulieurs  autres  qu'on  verra 
dans  la  fuite , ne  délignent  qu’un  rapport  confiant , Sc  non 
une  égalité  parfaite. entre  les  deux  membres. 
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née  de  p&fltion  (fig.  17  ) j pour  que  le  vaijfeau 
puifle  s’en  éloigner  le  plus  qu’il  eft  pojjible  dans 
un  tems  donné.  Faites  en  foire  que  Ta  route  C g 
faflTe  avec  cette  ligne  un  angle  égal  à celui  que 
forme  la  direction  abfolue  du  vent  avec  la  voile  y 
& le  problème  fera  rcfolu.  Car  par  la  fôiution 
du  problème  précédent  la  circonférence  C^P  eft 
le  lieu  de  tous  les  points  auxquels  le  navire  peut 
parvenir  .en  rems  égaux.  Or  il  eft  évident  que  le 
milieu  g de  l’arc  G/n  eft  le  point  de  cette  arc  le 
plus 'éloigné  de  la  corde  Cm  ; donc  c’eft  au  poinc 
g que  doit  fe  rendre  le  navire  dans  le  cas  du  pré- 
lent  problème.  Mais  alors  les  angles  mC g,  C\? g 
font  appuyés  fty^des  arcs  égaux  C g,  mg  ; donc 
ils  font  égaux  .or  CP^  = VCn  ; donc  mCg 
doit  èrre  = VCn  j donc  &c. 

18.  Problème.  Soit  MN  ( fig.  1 8 ) la  moitié 
de  la  largeur  d’une  furface  frappée  qui  ne  peut  fe 
mouvoir  que  dans  la  direclion  M h 3 fait  V M la 
viteffe  & la  direclion  apparente  d’un  fluide  parfait , 
on  demande  l’angle  V M N que  fait  la  direclion 
apparente  du  fluide  avec  la  furface  M N j lorfque 
la  vîtefle  de  cette  furface  eft-  un  maximum.  L’ef- 
fort effeétif  du  fluide  eft  proportionnel  au  quarré 
du  finus  d’incidence  VMN  multiplié  par  le 
finus  H N de  l’angle  NMA  ( * ) » donc  u faut 

que  fin.  VMN.  fin.  N MH  foit  un  plus  grand. 
Mais  une  quantité  devient  maximum  en  augmen- 
tant .jufqu’à  un  certain  point  pour  diminuer  en- 


(*)  Cela  fuir  évidemment  du  Lcmme  précédent;  car 
alors  la  furface  frappée  eft  frappée  comme  (i  elle  étoic  en 
repos , & que  la  direftion  réelle  du  fluide  fût  V M* 
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fuite  (il  s’agit  ici  comme  on  le  voit  des  maxima 
ordinaires).  Donc  il  y a nécelTairement  en-deçà 
de  en -delà  du  point  N deux  points  infiniment 
proches  m Se  n , qui  font  tels  que  menant  les 
perpendiculaires  mg  , mi,  r^Z,  nh  fur  les  lignes 

MV&M/i.ona  fin.  V M m X mg  = fin.  V M nX 
n k , mg  ell  le  finus  de  h M m &c  nh  celui  de  «MA. 
Ayant  a bai  fie  les  perpendiculaires  mu  , nf  fur  les 
dretites  nC,  m g , on  aura  nC  = mi-\~  nu,  & 
nh===mg — f m.  Mais  fin.  V Mn  = nC  ; donc 

on  a mi.  m g = n C.  nh  = m i n u.  mg  — fm, 

ou  m i.  m g = m i.  m g x m i.  n u.  m g -+-  n u.  X 

m g - — m i.  f m — x.mi.  nu.fm  , — nu.  f m.  Si 

l’on  néglige  les  termes  n u.  m*g,  — i.m  i.  n u.fm , 

• — - nu.  fm,  infiniment  petits  par  rapport  aux  au- 
tres termes  qui  relient  dans  l’équafion  j apres  avoir 
• ■ »—  1 

effacé  dans  les  deux  membres  le  terme  m i.  mg, 

on  aura  a.  mi. nu.  m g — mi.  f/n=o  , ou  i.nu.  mg 
mi.  f m ; d’où  l’on  tire  nui  mf  : : m i : x.  m.  g. 
Maintenant  les  triangles  M/n  i,  nm u ayant  leurs 
côtés  perpendiculaires , font  femblables;  il  en  eft  de 
meme  des  triangles  m nf,  m Mg-  ; de  forte  qu’on  a 
les  deux  proportions  nu  : nm  : : Mi.:  mM 
n m : mf:  : M m : M g 

Icfquelles  étant  multipliées  par  ordre  , donnent 


nu:  mf::  Mi  : M g;  donc  mi 


m g 


Mi 


M g , ou  (en  mettant  à la  place  des  lignes  m i , mg, 
M * M g les  lignes  NB,NH,MB,  MH,  qui  en 
différent  infiniment  peu  ) NB  : i.NH  : : M B: 
MH  ; donc  N B : MB  iNH:  MH  ; donc 
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n b • i.  n h . r r , 

==  - M H~~  j mais  en  luppoiant  le  rayon  — 

i , — — = tans.  V M N , & tans.  NMH; 

MB  6 MH  6 ’ 

ainfi  dans  le  cas  Ai  maximum  la  tangente  de 
l’angle  de  la  furface  avec  la  direction  V M 
du  fluide  doit  être  double  de  la  tangente  de 
l’angle  de  la  furface  avec  la  route  M h. 

■ 29.  Problème.  Suppofant  que  M N repréfente  la 
moitié  de  la  voile  d’un  vaijfeau  qui  fuit  la  direction 
MA j déterminer  l’angle  de  la  voile  avec  la  direc- 
tion apparente  du  vent  , pour  qu’il  en  réfulte  la 
plus  grande  vltejfe  pofiible  [fig.  18).  Partagez  l’angle 
VMH  que  fait  la  route  avec  la  diredion  appa- 
rente du  vent  en  deux  parties  , telles  que  la  tan- 
gente de  l’angle  de  la  voile  & du  vent  foie 
double  de  la  tangente  de  la  route  avec  la  voile, 
& le  problème  fera  réfoiu.  Cela  fuit  de  la  folu- 
tion  du  problème  précédent.  . 

Remarque  Dans  le  problème  que  nous  avons 
réfoiu  ci-dcflus'  ( 27  ) , nous  n’avons  pas  fait  atten- 
tion à la  régie  que  nous  fournit  le  dernier  pro- 
blème : lorfqu’on  pourra  obferver  les  deux  régies 
enfemble  , les  chofes  n’iront  que  mieux  9 mais 
fi  on  ne  peut  les  obferver  toutes  les  deux  , il 
* faut  obferver  celle  du  problème  ci-delfus  ( 3.7  ). 
Au  refte  , nous  pourrons  reprendre  cette  matière 
li  nous  donnons  un  jour  la  manœuvre  des  vaif- 
feaux. 

30.  Lemme.  Si  on  fuppofe  que  le  fi  nus  de  l’an- 
gle V C/z  = CP  g de  la  direction  réelle  du  vent  ^vec 
la  voile  N n efi=-\3  que  celui  de  l’angle  n CA  que 
fait  la  voile  avec  la  quille  ou  celui  de  f angle  C g P 

* 

. \ 
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qui  lui  ejl  égal  3 en  fuppofant  3 comme  nous  le 
faifons  ici  3 que  le  vaijfeau  ejl  exempt  de  dé- 
rive , ejl  = p j que  la  vitcjfe  réelle  du  vent  ejl_ 
a j *que  dans  la  route  directe  la  vitejjè  du 

■ j tandis  que  dans  la  route  oblique 


a 

m 


vaijfeau  ejl  - 

C g cette  , vîtcjje  ejl  = u j je  dis  que  l’impulfion  re- 
lative du  vent  félon  la  longueur  du  vaijfeau  fera 

i=  Ç a — — - j • - — — , r étant  le  finus  total  ; mais 

a p ^ Z 

la  vit  elle  u du  vaijfeau  fera  = - — — — j 

(fig.  19).  Le  triangle  C^P  donne  fn.  CP  g — 
£ : C g = u : : fin.  Cg  P = p : C P = j donc 

PM  ===  a — — • L’impulfion  du  vent , qui  ( 16 ) 

eft  proportionnelle  à fin.  VPg.  PM  pourra  etre 

repréfenté  par  Ç a ' Zf  • Mais  en#menant 

Cf  perpendiculairement  à Nn  & fq  perpendi- 
culaire à C g j & faifant  attention  qu’il  n’y  a 
qu’une  partie  de  l’impulfion  qu’on  vient  de  trou- 
ver qui  s’exerce  félon  la  route  C g , on  fera  le 
finus  total  ou  r eft  à l’impulfion  abfolue  qui  s’exerce 
félon  Cf,  commue  finus  p de  l’angle  / ( * ) eft 

à Ça — ? Si  l’on  fuppofe  que  la  ré- 


( * ) Dans  le  triangle  Cf  q , l’angle  f eft  égal  à l’angle 
g C a : car  ces  deux  angles  font  compléments  du  meme 
angle  fC  g. 
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fiftance  de  l’eau  contre  la  proue  eft  exprimée  par 
iuu  lorfque  le  mouvement  du  navire  eft  uni- 

rorme  , on  aura  ^ a j • 


i u u 


donc  en  prenant  les  racines  , tranfpofant  8c  di- 

(D).  Mainte- 


vifant  par  \l  i ; u=  — “ ^ ^ — 


nant  dans  la  raute  directe  la  voile  eft  perpendicu- 
laire à la  quille  & à la  route  ; donc  alors  \ — p 

s=s  r ; mais  la  vîtefte  de  la  route  directe  eft—,* 

m 

donc  dans  le  cas  de  la  route  direde  notre  équa- 


. ..  a ar 

non  devient  — = ■■■ — 
m y i -f-  r 


; d’où  l’on  tire  \/  i ■ 


m — i.r.  Subftituant  cette  valeur  de  y' i dans 

a 7 \/  p < 

l’équation  D , on  troftve  u = ; — * 

(m—  î).t  1 + p 1 

3 1 . Problème.  Suppofant  toujours  que  le  na- 
vire ejl  exempt  de  dérive  j déterminer  parmi  les 
routes  obliques  celle  qu’il  faut  fuivre  pour  marcher 
avec  la  plus  grande  des  vitejfes  pojfibles.  11  eft  aife  de 
comprendre  que  dans  la  route  direde  les  voiles 
fe  couvrant  les  unes  les  autres  , il  peut  fe  faire  que 
la  vîtefte  foit  moins  grande^jue  dans  certaines 
routes  obliques  dans  iefquelles  on  peut  expofer 
plus  de  furfaces  à l’adion  du  vent.  Cela  fup- 
pofé,  fi  dans  l’expreflion  de  la  vîtefte  qu  on  vient 
de  trouver  ( $o)  , on  fubftitue  r au  lieu  de  ^ , 
ce  qui  , ' comme  il  fuit  du  Corollaire  du  Pro- 
blème ci-deftiis  ( 26  ) , remplit  une  des  conditions 
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du  maximum , on  aura  u - 


a r y/p 


(H). 


, ( m — 1 ).  r ‘ 1 

Si  l’on  différencie  cette  derniere  quantité  en  égalant 
le  réfultat  à o,  divifant  par  dp  & ôtant  le  di- 
vifeur  commun  de  tous  les  termes  , il  viendra 


( 


m 


m — r.  r 


— i).iarl  — arp*  = o ; 

(m—  1).’  r 


donc  p 1 =3 


ou  p 


(Or 


Subftituant  cette 


valeur  de  p darfs  l’équation  H , nous  aurons  pour 

le  maximum  maximorum  , u a.  ( — - — V ; 

, \m  — 1 / 

ainfi  lorfque  l’angle  de  la  voile  & du  vent  eft 

tel  que  fon  lînus  p = -j’  r,  l’angle  de  la 

voile  avec  le  vent  étant  droit,  la  vîteffe  u fera 
un  maximum  maximorum , & le  problème  eft  ré- 
folu.  Car  le  finus  p nous  faic  connoître  le  cofi- 
nus  de  l’angle  de  la  route  avec  la  quille,  & puifque 
la  voile  doit  faire  un  angle  droit  avec  la  direc- 
tion du  vent , l’angle  VÇ«  fera  droit , Se  l’angle 
nCg,  dont  le  (inus  =^p  fera  complément  de 
l’angle  g CM  de  la  route  cherchée  avec  la  direc- 
tion du  vent  CM.  . 

En  comparant  les  équations  p ==a  ^ J7  r 

&c  u — j a.  ^ — ^~)T  » on  reconnoîc  que  plus  le 

lînus  p eft  petit  par  rapport  à r,  plus  la  vîteffe 
u , lorfqu’elle  eft  parvenue  au  maximum  maximo- 
rum , eft  grande  par  rapport  au  tiers  \ a de  la 
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vîtefle  du  vent  : car  p eft  égal  aij  finus  total 
divifé  par  jj-)*  ’ tanc^s  °lue  P^us  gran^e 
vîtefle  u eft  égale  au  produit  de  } a par  la  même 
quantité  Ç — ^uPP°^ant  flue  le  navire 
prît  la  moitié  de  la  vîtefle  du  vent  dans  la  route 
directe  , on  auroit  m — i , & p ==({)’.  r = 

— ~~r.  Donc  en  retranchant  le  j du  logarithme 

(4)* 

de  4 de  celui  du  finus  total,  on  auroit  le  finus 
p.  de  l’ângle  «CA  qu’on  trouveroit  d’environ 
39°.  Ainft  l’angle  de  la  route  avec  le  vent 
feroit  de  jo°.  57',  alorsda  vîtefle  du  navire  feroit  4 
environ  a , tandis  qu’elle  étoit  feulement 
a dans  la  route  direéle  j donc  alors  la  vîtefle 
feroit  plus  grande  que  dans  la  route  direéte  dans 
le  rapport  de  63  : 50. 

Remarque.  Si  y ^ -j  >*  1 , ou  fi  ^ 

X — - — > 1 , ou  fi  m — 7- h-  1 , ou  en 

m — 1 V *7 

prenant  la  valeur  approchée  de  y/  i-j  par  le  moyen 

des  décimales  , fi  m eft  moindre  que  1 . 385  , il  y 

aura  une  route  oblique  dans  laquelle  le  navire 

aura  plus  de  vîtefle  que  le  vent  lui-même  » pourvu 

que  dans  la  route  direéte  le  navire  prenne  une 

vîtefle  plus  grande  que  1000,  en  fuppofant  celle 

du  vent  = 1385.  Suppofons  que  = la  vî- 

• ^ 

tefle  dans  la  route  directe  fera  = — = 510, 

.V.  . J ■ 
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en  fuppofant  que  la  vîteffe  du  vent  eft  = 400 , 
ce  qui  ne  renferme  aucune  impoffîbilité , puifque 
le  vent  pourra  encore  agir  fur  le  vaifleau  avec 
une  vîteffe  refpeétive  ==  So.  Mais  alors  p ==s 
jr,  & l’angle  de  la  voile  avec  la  quille  fera  de 
140.  a.  9'  ; l’angle  du  vent  & de  la  route  fera  donc 
de  75°.  31',  la  vîteffe  u fera  = 53 j y = £ 

Si  dans  la  route  direéte.  m furpaffe  1.  385  41 
la  vîteffe  du  vent  étant  = a , la  propriété , 
dont  nous  parlons  , n’auia  pas  lieu  , c’eft-à- 
dire  , que  dans  la  route  oblique  qu’on  vient 
de  déterminer  , le  navire  ne  pourra  pas  pren- 
dre plus  de  vîteffe  que  le  vent  , & fuppofant 
même  que  m > 3 , il  ne  prendra  pas  autant  de 
vîteffe  que  dans  la  route  direéte.  Lorfque  3, 
on  trouve  que  p eft  plus  grand  que  le  finus  total, 
ce.  qui  eft  impoffîble  3 donc  alors  il  n’y  a aucune 
route  oblique  qui  porte  au  maximum  la  vîteffe 
du  fillage  J de  forte  donc  que  ft  dans  la  route 
direéte  fa  vîteffe  eft  plus  grande  que  la  1.  383'"* 
partie  de  celle  du  vent  , le  navire  aura  plus 
de  vîteffe  que  le  • vent  dans  certaines  routes 
obliques.  Si  la  vîteffe  du  navire  dans  la  route 


droite  eft  moindre  , 


mais  plus  grande  que 


le  navire  n’ira  plus  fi  vîre  dans  la  route  oblique 
qui  lui  procure  ia  plus  grande  vîteffe  , mais  fa 
vîteffe  fera  néanmoins  plus  grande  que  dans  la 
route  direéte.  Enfin  fi  la  vîteffe  du  navire  dans 

la  route  direéte  eft  <[  ~ , il  n’y  aura  point  de 

5 » 


route  oblique^qui  rende  la  vîteffe  un  maximum , 
On  peut  encore*remarquer  qu’en  fuppofant  que 
la  furface  des  voiles  eft  infinie , la  vîteffe  du 
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vailïeau  ‘ dans  la  route  oblique  feroic  tout  au 
plus  égale  à celle  du  vent  : car  l’angle  du  vent 
avec  la  voile  étant  droit,  dans  ce  cas  le  vaiflfeau 
obéiroit  au  vent  en  fuivant  la  direétion  du  vent, 
puifque  l’aétion  du  vent  fur  le  vaifleau  feroic 
infinie.  Et  de-là  on  peut  conclure  qu’il  y a un 
maximum  de  vîtelTe  qui  dépend  de  la  furface  des 
t voiles  au-delà , & en-deçà  , du  quel  il  y a à per- 
dre , foie  qu’on  augmente  ou  qu’on  diminue  la 
funface  des  voiles  , .&  qu’en  rendant  cette  fur- 
face  infinie,  on  fait  changer  déroute  au  vaifieau. 
Il  n’eft  donc  pas  furprenant  qu’alors  la  vîteffe 
du  fillage  diminue. 

3*.  Problème.  Soit  une  piece  de  bois  C H [fie.  10) 
dilne  grojjeur  uniforme  qui  tourne  autour  du  point  C,  & 
qui  ejl  attachée  par  l'extrémité  H à une  corde  HMa 
' qui  pajfe  fur  la  poulie  M & fioutient  un  globe,  m 
par  le  moy  en  d’une  courbe  3 de  maniéré  que  le  poids 
m & la  piece  H C font  toujours  en  équilibre  ; on 
demande  la  nature  de  la  courbe  Kum  que  dé- 
crit le  centre  de  gravité  du  poids  m.  Soit  C B 
la  pafition  horifontale  de  la  piece  CH,  A le 
point  du  milieu  de  cette  piece , K le  point  où  fe 
trouve  le  centre  m du  globe  dans  ce  cas, /le  point 
ou  le  globe  rm  touche  alors  la  courbe  fxg  fur 
. laquelle  ce  corps  glifTe  tandis  que  fon  centre  décrit 
la  courbe  K>nf.  Cela  pofé  , le  produit  du  poids 
CH,  que  je  fais— a,parladiftanceCA,  doit  être 
égal  au  produit  du  poids  m par  la  perpendiculaire 
CA  à la  direétion  MB,  autrement  il  n’y  auroit 
point  d’équilibre.  Donc  on  aura  a.  C A == 
m.Ch.  • <| 

Suppofons  maintenant  que  b piece  de  bois  effc 
dans  la  fituation  CH,  en  tirant  par  le  point  n 
. milieu 


i 
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delà  pieceCH,&du  centre  du  globe /raies  1 ignés  nç, 
m P perpendiculaires  furC  M & D M , le  produit  du 
poids  m par  fa  defcente  verticale  K Peft  égal  au  pro- 
duit du  poids  C H par  fa  mpntée  verticale  = C £ (*), 
donc  KP.ro  = a.  , multipliant  cette  équation 
par  la  précédente, on  aurau.ÇA.KP./ra^vraCÆ.ra.C^, 
d’où  l’on  tire  CA.KP=C/!.C^.  Maintenant  pour 
çonftruire  la  courbe  K u m prenez  toujours  K p = 
K P quatrième  proportionnel  aux  lignes  CA,  C h, 
C £ , tirez  enfuite  la  perpendiculaire  indéfinie  p P m 
àDM  & fuppofant  La  longueur  de  lacordeH  M/ra= 
C,  du  fommet  de  la  poulie  M avec  un  riyon  égal 
à la  différence  entre  la  longueur  C ÔC  la  lon- 
gueur HM,  décriez  un  arc  de  cercle  qui  coupe 
la  ligne pm  du  côté  de  DN  , le  point  d’interdic- 
tion fera  à la  courbe  cherchée.  Cela  étant  fait 
par  chaque  point  u de  cette  courbe  on  tirera  des 
pendiculaires  à la  même  courbe  & en-delTous, 
prenant  chaque  perpend\»laire  ux  égale  au  rayon 
r m du  poids  m , la  courbe  fxg  qui  paflera 
par  le  fommet  de  ces  perpendiculaires  fera  la 
courbe  fur  laquelle  doit  glifièr  le  corps  m qu’on 
peut  faire  cylindrique  fi  l’on  veut.  En  fuppo- 
fant  que  C H repréfente  un  pont  levis  , on  pourra 
abaifier  ou  élever  facilement  ce  pont  par  une  ma- 
chine femblable  à celle  que  repréfenre  notre  figure. 


(*)  Par  les  loir  de  la  Méchanique , un  corps  qui  defi 
cend  librement  par  un  plan  incliné  , ou  par  un  plan  courbe , 
acquiert  la  même  vîtefle  que  s’il  dcfcendpit  le  long  d’un 
plan  vertical  de  même  hauteur.  De  plus  le  poids  de  la 
pièce  CH  c(l  cenfé  réuni  aif  milieu  ‘A  , ou  n de  cette 
picce  ; 8c  par  la  nature  du  problème , fi  on  donne  une 
impulfion  au  corps  m 8c  une  impulfion  égale  , mais  en 
fens  contraire  à la  pièce  CH,  il  y aura  équilibre. 

•Tome  F.'  . ’ X 
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Nous  négligeons  ici  le  frottement  & la  réfif- 
• tance  de  l’air. 

Théorie  du  centre  de  PercuJJion. 
jj.  Le  centre  de  ■ PercuJJion  eft  un  point  par 
lequel , fi  un  corps  venoit  à rencontrer  un  ob- 
ftacle  , il  le  frapperok  avec  plus  de  force  que 
par  tout  autre  point.  Lorfque  le  corps  fe  meut 
parallèlement  à lui-même , le  centre  de  percuf- 
fion  eft  le  même  que  celui  de  gravité  ; car  toutes 
les  parties  du  corps  ayant  des  vîteffes  égales,  leurs 
forces  font  en  équilibre  autour  de  leur  centre  de 
gravité  , il  fuffira  donc  ici  dje  rechercher  le  centre 
de  percuflion  des  corps  qui  fe  meuvent  autour 
«l’un  point  fixe  , ou  autour  d’une  ligne  qu’on  ap- 
pelle axe  de  balancement. 

j 4.  Problème.  Trouver  le  centre  de  percuJJion 
d‘un  corps  A C qui  fe  meut  autour  d’un  axe  fixe  F 
( fig . ai  ).  Multipliez  tous  tes  points  folides  de  ce  . 
corps , que  j’appellerai  fes  élémens  de  ce  corps 

f>ar  les  quarrés  de  leurs  diftances  à l’axe  de  ba- 
ancement , & divifez  le  réfultat  par  les  élémens 
multipliés  par  leurs  diftances  , le  problème  fera 
îcfolu.  Car  fi  on  fuppofe  que  fe  corps  AC'foit 
parvenu  en  tournant  autour  de  l’axe  F , dans  la 
fituation  A B , chaque  élément  de  ce  corps  aura 
décrit  un  arc  femblable  à l’arc  B C.  La  forcée  cha- 
que élément  fera  donc  comme  le  produit  de  cec 
élément , multiplie  par  l’arc  qu’il  a décrit  , ou 
ce  qui  revient  au  même  , fera  égal  au  produit 
de  cet  élément  p^r  fa  vîtefle  j donc  la  femme  * 
des  forces  fera  égale  au  produit  des  élémens  mul- 
tipliés par  leur  vîtefles.  Confidérant  ces  forces 
comme  des  poids , la  diftance  du  centre  de  gra- 
vité de  ces  poids  par  rapport  au  point  F fera 
égal  au  produit  de  ces  poids  par  leur  diftance’à 
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F,  en  divifant  par  ia  fomme  des  poids,  ou  fera 
■===  au  produit  des  élémens  multipliés  par  les 
diftances  & par  les  arcs  qu’ils  décrivent  , en 
divifant  par  les  élémens  multipliés  par  ces  mêmes 
arcs  : or  ces  arcs  font  comme  les  diftances  ; donc 
la  diftance  du  centre  de  percuflîon  par  rapport 
à l’axe  F eft  égale  au  produit  des  élémens  par  le 
quarré  de  leurs  diftances  ( nous  appellerons  cts  pro-* 
d.uits  momens  des  forces,  la  fomme  de  ces  produits 
foButhe  des  momens  des  forces , en  nommant  forces 
la  fomme  des  produits  des  élérrfens  par  leurs  dif- 
tances à l’axe  de  balancement,  & fomme  des  for- 
ces la  fomme  de  ces  prqduits  ) , en  divifant  par 
ies‘  élémens  multipliés  pàr  leur  diftafice  , ou  ce 
qui  revient  au  même  par  la  fomme  des  forces. 
Il  eft  évident  que  ces  forces  des  molécules  du  • 
corps  font  égales  de  part  & d’autre  du  centre 
de  percuflîon,  qu’elles  font  en  équilibre  autour 
de  ce  centre , & que  fi  l’on  oppofe  un  obftacle 
invincible  au  mouvement  du  centre  de  pereuf- 
fion,  tout  le  corps  reftera  en  repos. 

Suppofons  que  P eft  le  centre.&herché , en  tirant 
la  ligne  M P tangente  de  l’arc  P p que  décrit  le 
centre  de  percuflîon , le  point  M de  la  furface 
du  corps  A C fera  celui  par  lequel  ,.  fi  ce  corps 
vient  a choquer  un  obftac^p , il  le  frappera  avec 
plus  d’effort  que  par  tout  autre  point  de  la  fur- 
face  de  ce  même  corps  : parce  que  le  centre  de 
percuflîon  fe  trouve  dans  la  ligne  Mot. 

Remarque  I.  Le  centre  de  percuflîon  eft  auflî 
appelle  centre  d’ofcilladon , parce  que  la  diftance 
F*P  détermine  la  longueur  d’un  pendule  fimple 
qui  feroir  fes  ofcillarions  dans  le  même-tems  que 
lé  corps.  A C fait  les  fiennes  : il  y a deux  mé- 
' X a * 
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thodes  pour  trouver  le  centre  de  perculïion  des 
folides,  nous  parlerons  de  l’une  & de  l’autre.  ? 

Remarque  11.  Il  eft  vifible  que  la  force  d’un 
point  de  matière  qui  balance  autour  d’un  axe 
doit  s’eftimer  par  le  produit  du  quarré  de  la 
diftance  à cet  axe  multiplié  par  fa  mafle  , c’eft- 
à-dire  , que  tla  fprce  giratoire  d’un  corps  eft  • 
Comme  la  fomme  des  produits  de  chacun  de  fes 
éléniens  par  les  quarreS  de.  leurs  diftances 
peétives  à l’axe  de  balancement  : c’eft  ce  que 
M.  Euler  appelle  moment  d'inertie. 

35.  Problème.  Trouver  le  centre  de  pcrcufjion 
une  ligne  droite  A B qui  ofcille  autour  d’un  point 

A ( fig . 2 ij.  Soit  A B = a , A P=a:  , P p = dx  ; 
xdx  pourra  repréfenter  la  force  de  l’élément  d x. 
Multipliant  Cette  force  par  x , on  aura  x x d x pour 
I’exprelTion  du  moment  de  cet  élément  ; donc, 
la  fomme  des  raomens  des  forces  fera  = S.xldx 

X ^ 

= — • Divifant  cette  fomme  par  la  fomme  des 

. .* 
forces  S.xdx=i  — le  quotient  j x fera  latiif- 

tance  du  centre  de  percuflion  de  la  partie  A P 
par  rapport  au  point  Si  l’on  fait  x=a,  8c 
.qu’on  prenne  AC  = , l’on  aura  la  diftance-  . 

du  centre  de  percuilîon  de  la  ligne  donnée 
point  A.  * v 

3 6.  Problème.  Trouver  le  centre  de  percujjion 
d'un  reclanglc  A B qui  fait  fes  ofcillations  autour  de  la 
ligne  Y AT  \fig.  23  }.  Ayant  tiré  les  lignes  MN, 
mn  parallèles  à la  bafe  du  reétangle  , foit  A[* 
z==x  , P p=  d x , M N = b , bd  x fera  l’élément 

du  re&angle  , bxxdx  le  moment  de 
cet  «clément,  b xdx , la  fotcè  du  même  élément'}' 
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•donc 


S .b  x xdx 


= i x fera  la  diftance  du  centre 

S.  b x dx 

É percuilïon  de  la  partie  A P ; & fi  l’oij  fait  x 
A B = a*,  y a fera  la  diftance  AC  du  cintre 
de  percuilïon  du  reétangle  par  rapport  au  point  AN 

- 37.  Problème.  Trouver  le  centre  de  percuffion 

d’un  triangle  BAR  qui  fait  fes  ofcillations  autour 
d’une  ligne  CAT  parallèle  à fa  bafe  3 & qui  ppffe 
par  fon  fommet  A [fig.  2%).  Il  eft  facile  de  voir 
que  le  centre  de  percuilïon  fe  trouve  dans  la  ligne 
A g qui  divife  la  bafe,  Sc  chaque  élément  du 
triangle  en  deux  également.  Soit  AD  perpendi- 
culaire à la  bafe  BR  & faifons  AD=a,  BR 
= b , A m — x , MF  =y  , l’on  aura  l’élément 
M F/N  dx  ; mais  à caufe  des  triangles  fem- 
blables  A B R , A M F , on  a b i y : : a : x\  parce 

que  dans  les  triangles  femblables  les  bafes  font 

/ £ x 

proportionnelles  aux  hauteurs  ) j donc.y  — — , Sc 

b X d X • 

ydx= j donc  l’élément  des  forces  du  triangle 

^ « 


AMF  eft 


Ixxdx 

> 

a 

bx'dx 


l’élément  des  momens  des 


donc  en  divifant  S. 


Ixîdx 


a 

bx1  d x 


bx' 


le  quotient  | x 


forces  étant 

bx*  c 
= par  S. 

4 « <»  3 a 

fera  la  diftance  du  centre  de  percuftion  du  trian- 
gle AMF  à l’axe  CT  , Sc  fi  l’on  fait  x = a , 
la  diftance  du  triangle  entier  A B R par  rapport 
an  même  axe  fera  = | a.  Donc  fi  on  fuppofe 
que  A n = ^ a Sc  qu’on  mène  la  parallèle  N nf  à 
l’axe  CT  , le  point  P fera  le  centre  cherché. 

. X j • 


Digitized  by  Google 


3 2 6 CSurs  de  Mathématiques. 

■ ' 1 ' ■■■■■■■— .tüi  mm-r^ i.-'Mir — raatar..- 'rr, 7 


Corollaire.  Si  le  triangle  dont  il  s’agit  de 
trouver  le  centre  de  gravité  étoit  ifocèle , comme 
le  triangle  ^AB  (jîg.  15  ) , le  centre  de  percJfc 
fion  fe  trouveroit  en  menant  la  perpendiculaire 
-AD  fur  la  bafe  g B &c  faifaqj  An  — ~ AD. 

38.  Problème.  Trouver  le  centre  de  percujfion 
d’un  triangle  ifocèle  g A R qui  tourne  autour  de  la. 
b*aj£  g R [fg.  24  ).  Soit  A D = a , g R =s  b , 
A m — x,  <7  F = y , oft  aura  l’élément  q P/F  s =fe 


yd* : = 


b x d x 


Multipliant  cet  élément  par  fa 


diftance  à l’axe  d’ofcillation  ^R,  on  aura 


bx  d x 


, . bxxdx 

a — x ==  b x d x — 

a 


qui 


fera  l’élément 


des  forces.  Multipliant  ce  dernier  élément  par 
a — x,  on  aura  l’élément  des  momens  des  forces 

^ ^ • 

'=abxdx — z bxxdx-] . En  cftvifant 


la  fomme  des  momens  des  forces  par  la  fomme 

. 6a* — 8ax-f-ix*  . r 

des  forces  , on  aura qui  lera 

6 a — 4* 

la  diftance  du  centre  de  percuflion  du  triangle 
A q F pat  rapport  à la  bafe  g R.  Si  l’on  fait  x = a' 

on  aura  — pour  l’ex'preffiofi  de  la  diftance  du 

centre  de  percuflion  du  triangle  propofé  par  rap- 

fiort  à la  ligne  g R.  Donc  fi  on  fait  Dwz  = û<t 
e point  m fera  le  centre  cherché. 

39.  Problème,  m & n étant  deux  nombres  en- 
tiers impairs  & pofitifs  3 trouver  la  dijlance  du  centre 
• de  percujfion  d’une  courbe  du  genre  paraboli- 
que défgnée  par  l’équation  ymf'n  — xn g m — 
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x n j en  faifatit  le  paramètre  = 1 , qui  balance  autour 
de  la  tangente  CAD  {fîg-  t.6).  Soit  AB  ==  a , 
PM— 7,  M m=^ty,  AP  — x , 1 ydx  fera  l’élé- 
ment M/ra/îN;  zyxdx  l’élément  des  forces, 
& zyxxdx  l’élément  des  momens  des  forcçs. 
n 

Mais  y = x m-\-  n ; donc  en  fubftituant  cette  va- 
leur dans  l’élément  des  momens  des  forces  & 
dans  celui  des  forces,  8c  divifant  l’intégrale  des 
momens  des  forces  par  la  fomme  des  forces,  oh 
Çz  rnrti  -f~  + J n « 


aura 


x pour  la  diftance 


3 m m -f-  7 m n -t-  4 nn 
du  centre  de  percufïïon  du  fegmenr  MAra  à la 
ligne  C D.  Si  dans  cette  expreftion  on  fuppofe  x — 
a=AB  , on  aura- la  diftance  du  centre  de  percuf- 
ïîon  de  la  parabole  F A/  au  point  A.  Si  m = n 
= 1 comme. dans  la  parabole  ordinaire,  cette  dif- 
tance fera  — a = ja.  Si  /n  = 3 8c  n—i  , cette 
diftance  fera  = a — fj.  a , 8c  ainfi  des  autres. 

40.  Problème.  Soit  f AF  une  parabole  ordinaire 
qui  fait  fes  ofcillations  autour  de  la  bafe  F fj  on 
demande  la  défiance  de  fon  centre  de  percujjîon  à la 
ligne  F / ( fig . 16  ).  Soit  l’équation  de  la  para- 
bole y 1 = g x = x , en  faifant  g=  1 ■ nommant 
les  mêmes  grandeurs  des  rHêmes  noms  que  dans 
le  problème  précédent  , l’élcment  Mm  h N fera 
= z y d x = ix'dx.  Multipliant  cet  élément 
par  a — x , on  aura  l’élément  des  forces,  & mul- 
tipliant encore  par  a — x , on  aura  l’élément  des 
momens  des  forces  , divifant  la  'fomme  des 
momens  par  celle  des  forces  , il  vieut 

T.f  aa  — 41  a w -f-  1 f * 1 8 a . . c 

• — — 1 — — = — — j a,  lorlque  x =3 

X 4 


Jï  a — il  x 


1 + 
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• 

a ; donc  fi  on  fait  B P = ~ a , le  point  P fera  le 
centre  de  percaflion  cherché. 

Remarque.  Non*  allons  réfoudre  huit  problè- 
mes fur  le  centre  de  perculfion  des  folides  par 
tyie  méthode  aifée,  mais  erronée , dont  fe  fervent 
plufieurs  Auteurs  : nous  ne  la  rapportons  que  pour 
faire  comprendre  à nos  Lecteurs  qu’il  ne  faut  pas 
toujours  en  croire  les  Géomètres  fur  leur  parole. 
Mais  noui  donnerons  enfuite  une  autre  méthode 
plus  exaéfe  & plus  rigoureufe. 

41.  Problème.  Trouver  le  centre  de  percujjion 
d’un  Cylindre  qui  tourne  autour  d'un  axe  qui  paffe 
par  le  point  g pris  fur  le  prolongement  Kg  de  fort 
axe  AB  (Jîg.  17)  & perpendiculaire  à cet  axe.  Soit 
AB=a,  Kg  — b y A P = * , Pp  = dx,gï>~ 
i+t)MP=r,c  la  circonférence  de  ce  rayon  ; 


donc  — - fera  le  cercle  de  la  bafe  du 'cylindre  , & 

-C-X  fera  l'élément  Mm«N  du  cylindre.  Mul- 
tipliant cet  élément  par  b x , on  aura- l’élé- 

■,  r br  cdx  rcxdx  - , . . 

ment  des  forces  — 1 • Multi- 

i i 

pliant  cet  élément  par  on  a la  différence 


des  momens  des  forces 
rcxx  dx 


bb  r cdx 


, dont  l’intégrale 


bb 


r c x 


brc x dx 
brcxx 

H 


rc  xi 


H ~ étant  divifée  par  la  fomme  des  forces 

brcx  * rcxx  . 6 b b -f-  6 b x -f- 1 XX 

j , donne — pour 

,.  i 4 66  j x 1 

U di fiance  du  centre  de.  percufïîon  de  la  partie 
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A P au  point  g.  Si  on  fait  x — a,  on  trouvera 
6hb-j-  + t ja  diftance  cherchée  du 

6 b j cl  • 

çentre  de  percuftion  du  cylindre  entier  par  rap- 
port au  point  g.  * 

Si  on  fuppofe  que  le  cylindre  balance  .autour 
du  point  A,  on  aura  b—  o & la  diftance  du 
centre  de  percuftion  du  cylindre  par  rapport  au 
point  A fera  =■-  a. 

41.  Problème.  Trouver  le  centre  de  percujjlon 
d’un  cône  droit  qui  fait  fes  ofcillations  autour  d un 
axe  A qui  pajfe  par  fon  fommet  parallèlement  à.  la 
bafe  ( fig . z 8 ).  Soit  l’axe  A 0"=  a , AP  = x » 

y c 

M P = y , c la  circonférence  du  rayon  r 3 — 
fera  la  circonférence  du  rayon  y , ^7  la  furface 
du  cercle  de  ce  rayon  , Sc  — — - — l’élément  du 


cône.  Stft  maintenant  BC=zr,BD  = r>  les 
triangles  femblables  A B D , AMP  donneront  a : 

r : : x : P M = y=  — ; donc  norre  élément  fera 
= Cela  pofé,  LUUL’Jï  fera  l'élément 


z aa 


z a1 


des  forces  , Sc  rcxAd*  celui  des  momens  des  for- 


z a a 


ces."  Divifant  la  fomme  des  ' momens  des  forces 
rcX  j>ar  la  fomme  des  forces  — le  quotient 


10  a a 


■£,  * = JX  fera  la  diftance  du  centre  de  percuflio'n 
du  cône  indéterminé  AMmau point  A , & fi  l’on' 
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fait x=a,  j a fera  la  diftance  du  centre  de  percuffion 
du  cône  entier  au  point  A.  Ainû  en  fuppofant  A p 
= j a , le  point  p fera  le  centre  cherché. 

4$.  Problème.  Suppofons  maintenant  que  le  cône 
BAC fajfe  fes  ofcillations  autour  du  diamètre  B C de  la 
bafe , on  demande  le  centre  de  percujjion.  Dans  cette 


hypothèfe , 


en  multipliant  l’élément 


rcxxdx 
la 1 


pat 


a — x , on  aura  l’élément  des  forces.  Si  l’on  mul- 
tiplie le  même  élément  par  le  quatré  de  a — x , 
on  aura  l’élément  des  mogiens  des  forces.  En 
divifant  la  fomme  des  momens  des  forces  par 
celle  des  forces  , * on  aura  (après  les  opérations 


,.  .10  aa  — $oax  -+-  n xx  . . . . . 

ordinaires  ) ( A ) , valeur  de 

xo  a — ij*  ' 

la  diftance  du  centre  de  percuffion  du  cône  AM m 
à la  ligne  BC}  donc  en  taifant  x — a , on  aura 
y a,  ôc  fuppofant  Dp  = j a , le  point  p fera 
le  centre  de  percuffion  du  cône  entier. 

Remarque.  Selon  quelques  Auteurs  ^fxpref- 
fion  A , que  nous  venons  de  trouver , défigae  la 
diftance  du  centre  de  percuffion  du  tône  tron- 
qué BMmC  à la  droite  BC.  Mais  il  eft  aifé 
de  voit  -qu’ils  fe  trompent  j car  en  fuppofant  x 


s=  { a cette  expreffion  devient  = •,  donc  le 


centre  de  percuffion  d’un  cône  tronqué  dont  la 

hauteur  feroit  = — feroit  éloigné -de  la  bafe  de 
’ 1 

— — : donc  il  feroit  fitué  hors  de  ce  cône  , ce 

ij  " • 


qui  eft  abfurde. 


* 


t 


« 
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44.  Problème.  Trouver  le  centre  de  percuffion 
d’un  conoïdc  elliptique  qui  fait  fis  ofc illations 
autour  d’un  axe  TA  D perpendiculaire  au  premier  axe 
AB  ( fig . 19).  Il  eft  évident  que  le  centie  de 
percuflion  cherché  eft  fitué  dans  l’axe  A B.  Soit 
l’axe  AB  = û,  le  paramèfte  = p , le  rapport  du 
rayon  à la  circonférence  r : c , le  demi  petit  axe 
Cf  = r , AP  5=  x , M P = y.  La  circonfé- 
rence du  rayon  y fera  = » le  cercle  de  ce  meme 

*v 

rayon  fera  - , & l’élément  Mmn  N = 

Mais  par  la  nature  de  l’ellipfe  , y y — P x — 1 

cpxdx  c p xx  d x 


p x x 
a 


■y  donc  notre  élément  eft= 


z r 


za.t 


Multipliant  cet  élément  par  x & intégrant,  on 


aura 


cpx> 


— pour  la  Comme  des  forces» 

8 ar  r 

• • , f 

Multipliant  le  même  élément  par  xx  Sc  inté- 
grant , oh  aura  la  Comme  des  momens  des  forces 


cp  x + 
8 r 


cp  x 


10.  a r 


Divifant  cette  quantité  par 

la  Comme  des  forces , on  trouve  après  les  opérations 

ordinaires  * »■?  *■ ~~~*  quantité  que  j'appelle 

B , & qui  défigne  la  diftance  du  centre  de  percuffion 
du  fegment  MA®  âifpoinr  A.  Si  on  fait  x = a , 

on  aura  5 * pour  la  diftance  du  centre  de  per- 

Cuffion  du  cdhoïde  entier  au  Commet  A.  Si  au 
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lieu  de  faire  A B = a , ou  fait  A B = z a , cette 
diftance  fera  = • 

45.  Problème.  Trouver  le  centre  de  percujjîon 
d'une  fphère  A B A , dont  le  diamètre  =ia  {fig-  30). 
En  fubftituant  z a au  lieu  de  a , dans  l’expref- 
lîon  B qu’on  vient  d<è  trouver  ( 44  ) , on  aura 

— — -**  pour  la  diftance  du  centre  de  per- 

40.  a — ij.*  1 

cuffîon  du  fegment  A Mm  , & fi  l’on  fait  *■  = 

z a , ou  trouve  -1  aa  = — pour  la  diftance  du 
. • 10  a j 

centre  de  perculïion  de  la  fphère  entière  à la  ligne 

T A D ; or  en  fuppofant  le  diamètre  du  cercle 

= a , l’on  a p = a , & l’équation  du  cercle 

eft  y y = p x — . donc  &c. 

•a 


Corollaire.  Il  fuit  de-là  & de  ce  qu’on  a 
dit  dans  le  problème  précédent , que  fi  une  fphère 
& une  éllipfoïde  ont  le  même  axe  z a , & que 
ces  folides  fa  (lent  lebrs  ofcillations  autour  d’une 
meme  rangenre  T A D perpendiculaire  à l’axe  AB, 
ces  folides  auront  le  même  centre  de  percuflîon 

n qu’on  trouvera  en  faifant  An  — — . 

4 6.  Problème.  Supposant  que  F A / {fig.  16) 
repréfente  un  cono'ide  parabolique  ordinaire  dont 
l’axe  A B = a , déterminer  le  centre  de  percujjîon 
de  ce  foüde.  Soit  l’ordonnée  P M perpendiculaire 
à l’axe  =y  l’abfciffe  A P =:  x , r : c le  rapport 

du  rayon  à la  circonférence;  cyydJL  fera  l’élément 

M m/zN  du  conoïde.  Soit  l’équation  de  la 
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1.  ■ ■ ■ ■■  ■ ■»'  ■■ 


courbe  génératrice,  y y = px  ; cet  élément  der 
viendra  Multipliant  cet  élément  par  x 

• 1 cPxi  1 r , 

& intégrant  , on  aura  pour  la  lomroe  des 

• G r 


forces.  Multipliant  le  meme  élément  para: 1 &C  in- 
tégrant , l’on  a la  fomme  des  momens  des  forcés= 

— - — • En  divifa;it  cette  quantité  par  la  fomme 


• G X 

des  forces,  le  quotient  — = ~x  fera  la  diftance 

• O • * t 


du  centre  de  pereuffion  du  fegment  MAm  à la 
tangente  CAI);  donc  fi  on  fait  x = a , & q'ù’on 
fuppofe  A p = \ a , le  point  p fera  le  centre  de 
pereuffion  du  conoïd|  F A f 

Nous  avons  promiidans  la  remarque  du  n°.  (40) 
de  donner  une  “éthode  plus  exalte  que  celle 
que  nous  venons  d’employer  dans  les  huit  der- 
niers problèmes.  Avec  un  peu  d’attention  il 
eft  aile  de  voir  que  cette  méthode,  dont  fe  fert 
l’Abbé  Deidier^  fuppqfe  que  tous  les  points 
des  élémens  d’un  folide  font  également  dif- 
tans  de  l'axe  de  balancement , ou  ce  qui  re- 
, vient  au  même  que  chaque  élément  du  folide 
eft  concentré  dans  un  point  qui  fe  trouve  dans 
l’axe  du  folide,  ce  qui  n’eft  pas 3 ainfr cette  mé- 
thode n’eft  pas  fort  exaéte  3 mais  elle  eft  fort 
fimple  & fort  aifée.  Dans  la  mérhdde  que  nous 
allons  employer  on  eftime  les  forces  de  la  même 
maniéré  que  ci  deflus,  mais  le  moment  des  forces 
s’eftime  différemment. 


% 


Digiiized  by  Google 


■9 


3 3^  Covrs  de  Mathématiques. 


Autre  méthode  pour  trouver  le  centre  de  percujjion 
des  folides  qui  font  leurs  ofcillations  autour 
d’un  axe. 

47.  Il  faut  considérer  l’élément  d’un  folide 
comme  compofé  d’autres  élémens  dont  chacun 
foit  parallèle  à L’axe  de  balancement.  Avai^t  d’en 
faire  l’application , nous  allons  établir  le  Lemme 
fuivant. 

f r 

48.  Lemme.  La  fomme  des  produits  de  tous  les 

‘quarrés  A P {fig.  3 l)\>  chacun  multiplié  par  l’élément 
PM mp  de  l’efpace  CP  MD  qui  fait  partie  d’un 
> quart  de  cercle  B D C dont  le  rayon  ejl  = a 3 la 
liane  C A étant  = b , fera  = b b f — (—  ~ a a f , en 
fuppofant  que  f foit  égaLà  l’efpace  B D C. 
Soit  l’élément  pm  MP=  PC —.y,  011  aura 

d%  = dy  \/  {a  a — y y)  = I %.  PM,  AP.  d^ 
~b  b d%  -h  y y d\  ; dont  l’intégrale  = bb^~^ 

5 .yydip  Pour  intégrer  y y d\  je  fubftitue  la  va- 
leur de  d 3- , pour  avoir  y y d^  — y y dy  (a  a — 

y y)1.  J’ajoute  & je  retranche  \aa{aa  —y  y ) x , 

6 je  donne  à notre  différentielle  la  forme  \aa  [a  a 

- i 

• — y y) 1 dy  — Haa — y y)  4y(aa — yy)-+~m 

f • r 

\yydy{ùa — yy  )"  — \aa  {a a — y y) 1 dy — • 

• i ~ 

k dy  {a  a*-  yyÿ-h^yydy  {aa-ryyV  > 
dont  l’intégrale  \ a a.  S.  d y'  ( a a — y y ) 1 — * 

i 

Ly  (a  a — yy)’e(l  = \aaf>  lorfque  CPeft  =3 
GB  = <i  j donc  Sec. 
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49.  Problème.  Soit  Dm  BM  une  fphere  qui  ba- 
lance autour  d’une  ligne  T AT  perpendiculaire  au 
prolongement  T)  A de  l’axe  de  la  fphere  ; en  de- 
mande le  centre  de  percujjîon  de  cette  fphere  (fig.  32). 
Soit  D B = ta,  P M = y , DP=ï,  cia  circon- 

férence  du  rayon  a>  jf^yy  fera  le  cercle  du  rayon^y. 

Mais  y y = 2 ax  — .x 1 ; donc  ce  cercle  fera  =s 

z a ex  — c x x 


• i a 


• Soit  maintenant  DA  = b , on  aura 


z a ex  — xx 


z a 


A*P  =b-\-x  ; donc  en  fuppofant/= 
écrivant  y la  place  de  æ,  8c  b -4-  x , au  lieu 

? y y ) x 


de  b , on  aura  ( b -4-  x 

CX  - pour  le  produit  de  tous  les  élémens 


z a 


du  cercje  M m,  chacun  multiplié  par  1^  quarré 
de  fa  diftance  à l’axe  de  balancement  ; cela  fuit 
du  Lemme  précédent.  Subftituanc  là  valeur  de 
yy>  8c  multipliant  par  d x , on  aura  (b b 

xb  a; -H  - ax  -h*  xx  ) ^ — — r j pour 

la  différence  du  moment  des  forces  , dont  l’in- 
' tcgrale  { cbbxx  -4-  fc  b x ’ f c*  4. 


cl  X 4 JC*» 

( A ) exprime  la  fomme  des 

momens  des  forces.  Si  dans  la  formule  A on  fait 
x = ia  , & qu’on  divife  le  réfultat  par  la  fomme 
des  forces , qui  dans  ce  cas  eft  égale  au  produit 
de  la  fphere  j aac  par  la  diftance  a-\-b  au  point 


cbbx'i 

— * 

6 a' 


Digitized  by  Google 


3 $6  Cours  de  Mathématiques. 


i r r r î b b -+-  10  a b -J-  7 a a 

de  lulpenuon,  on  aura ; — r , ex- 

5a  + ïb  " 

prefïîon  de  la  diftance  du  centre  de  perciiïfion 
de  la  fphere  entière  au  point  de  fufpenfîon.  Si 
dans  cette  exprefiion  on  fuppofe  b ='o  , cette 

diftance  fera  1—>  & le  c«itre  de  gravité  de  la 

fphere  fera  éloigné  du  centre  de  percuflion  de 
la  .quantité  j a. 

50.  Problème.  Soit  A B un  cylindre  droit  qui 
balance  autour  de  la  ligne  C D perpendiculaire  tiu 
prolongement  de  fon  axe  y on  demande  le  centre 
de  percujjton  du  cylindre  ( fig . 17  ).  Soit  le  rayon 
PM  = r,  c la  circonférence  de  ce  rayon  , A P — 
x,  AB  = a , A g =z  b ; la  différence  des  forces 

fera  = — — • (£-+-*)»  & celle  des  nromens 


des  forces  fera  = (é-+-#-f-^rr)  -c-^*  -y  donc 

en  divifant  la  fomme  des  momens  des  fortes  par 

la  fomme  des  forces  & fuppofanc  x — a,  l’on 

11  b b -+-  11  ab  •+-  4.0a  -+-  5 r r , .... 

aura ; pour  la  diftance 

du  centre  de  percuflion  du  cylindre  au  point  g. 
Si  cyi  fuppofe  b = q,  la  diftance  du  centre  de 
percuflion  du  cylindre  par  rapport  au  point  A 
f 4«<i  + )*rr  x , rr 

6 a a 

Remarque.  Il  eft  aifé  de  voir  que  les  réful- 
tats  que  donne  la  fécondé  méthode  ne  font  pas 
les  memes  que  ceux  de  la  première.  Pour  que 
. les 
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les  commençans  puifTent  fe  décider  plus  aifémenc 
enrre  ces  deux  méthodes , nous  allons  réfoudre 
le  problème  fuivant. 

ji.  Problème.  Soit  A ET  (fig.  33)  un  corps 
de  figure  quelconque  qui  ofcille  librement  autour  d’un 
axe  T , on  demande  la  difiance  du  centre  d’ofcil- 
lation  de  ce  corps  par  rapport  à l’axe  T.  Ayant 
mené  la  verticale  T N,  & la  droite  T C au  centre 
de  gravité  C du  corps , je  fuppofe  que  l’aélion 
Wo  la  gravité  fur  ce  corps  foit  repréfentée  par  C D 
^ftarallèle  à T N.  Comme  ce  corps  ne  peut  pas 
iuivre  la  direction  CD,  je  décompofe  cette 
aétion  en  deux  autres , l’une  repréfentce  par  C B 
détruite  par  la  réfîfhmce  de  l’axe  T,  l’autre  CF 
perpendiculaire  fur  T C B & qui  produit  le  mouve- 
ment d’ofcillation  du  corps  autour  de  l’axe.  Soit 
le  finus  totale  1 & CD  = P;  dans  le  triangle 
CDF  l’on  a 1 : P : : fin.  CDF  : CF  = P * 
fin.  C D F — P.  fin.  C T N : puifque  l’angle  CDF 
= DCB  ( foa  alterne  interne  ) 3 or  D C B = 
CT  N fon  correfpondant  ,*à  caufe  des  parallèles 
TN,  CD.  Donc  en  multipliant  par  CT,  on 
aura  le  moment  de  la  force  de  la  gravité  par 
rapport  à l’axe  T , on  aura , dis-je  , ce  moment 
= P.  CT.  fin.  CT  N.  Soit  mn  l’arc  décrit  dans 
un  teins  iafiniment  peti^îar  une  particule  quel- 
conque m du  corps  propBé  , Q R un  arc  iem- 
blable  décrit  avec  un  rayon  confiant  T Q.  Le 
moment  de  la  quantité  de  mouvement  imprimé 

— 1 Q 

à la  particule  m eft  = m.  m n.  T m —m.Tm.  ~ — : 

r TQ> 

parce  que  l’on  a mn  :QR::T/n  : TQ,  ou  mn 
Tome  V.  -Y 


9 
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Tm.QR  3 •/-  i r OR  , 

= “Yq-  ’ c*onc  P111^116  ‘a  fradhon  eft  la 

meme  pour  routes  les  molécules  m , fi  on  prend  les 
produits  de  chaque  molécule  par  le  quarré  de  fa  dif- 
tance  à l’axe  T 8c  qu’on  nomme  M leur  fomme , 
le  moment  du  mouvemenc  de  la  mafte  entière 

fera  s=  M.  — -•  Egalant  ce  moment  à celui  de 

v 

la  force  CF  qui  le  produit  , on  aura  P.CT  x 

fin.  CTN  = M £5,  & 2_R  = ?£J-MCTN<> 

J • QT’  QT  M w 

Suppofons  maintenant  un  corps  p qui  ofcille 
autour  de  l’axe  t , & défignant  par  p , cl , c t ny 
M' , qr , qt  les  quantités  analogues  à P,  CT, 

o ‘ ?r  P-  et.  fin.  c t n . . 

&c.  on  aura  — = ; donc  li  1 on  a 

q c M 

rTKT  P.CT'  p.ct 

ctn=CTN,fî  = TQ)--=— , on 

aura  ^r=QR,  ce  qui  fait  voir  que  les  deux  points 
q &Q  décriront  des  efpaces  égaux  en  tems  égaux  , 

& le  centre  de  gravité  de  deux  corps  arrivera  en 
même-tems  à la  verticale.  Si  le  corpy»  eft  aftez  petit 
pour  qu’on  puifte  regarder  fa  malle  comme  con- 
centrée dans  fon  centre  de  gravité , on  aura  un  pen- 

— 2 ' 

dule  fimple  ordinaire , & dans  ce  cas  M'= p.  c t ; 

car  ici  M'  repré  fente  c^aue  nous  avons  appellé  ci- 

devant  la  fomme  des  mmKns  des  forces  ; ainli  par  la 

première  méthode  (qui  réuilit  dans  ce  cas)  onaM'=; 

i • P.CT  p.ct 

p.c  t , 8c  alors  1 on  a 1 équation  — -- — = — — -, 


qui  donne  te— 


P.CT 


Mais  P.  CT  eft  le  produit 
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de  la  marte , ou  poids  P par  la  diftance  de  fon 
centre  de  gravité  à l’axe  T , & ce  produit  elt 
toujours  égal  à ce  qu’on  a appelle  la  fomme  des 
forces  -3  comme  il  elt  aifé  de  le  voir  (voyez  ce 
que  nous  avons  dit  dans  la  fécondé  Se&ion  tou- 
chant le  centre  de  gravité  en  faifant  attention 
qu’on  a défîgné  par  fomme  des  momens , ce  qu’on 
défigne  ici  par  fomme  des  forces),  tandis  que 
M.  défigne  la  fomme  des  momens  des  forces. 

Si  l’on  prend  donc  fur  la  ligne  T CB  une  lon- 
gueur égale  à ci,  on  aura  le  centre  dofcillation 
du  corps  donné  & et  fera  le  pendule  fimple  qui 
fera  fes  ofciflations  de  même  amplitude  dans  le 
même-rems  que  le  corps  donné  fera  les  fiennes. 

Si  l’arc  cuell  fort  petit , de  forte  qu’il  foie 
cenfé  fe  confondre  avec  l’ordonnée  en,  on  a le 
finus  torkl  , ou  1 : et  : fin.  etn  : c n = ca , ou 

fin.  et  n = — , on  a de  plus  — = — ; mak 

Ct  * tq  et  7 ~ 

dans  le  pendule  fimple,  M'  = p.ct  ; donc  en 


fubftituant  ces  valeurs  dans  l’équation  — . 

• tq 

p.  c tjin.  ct  n cl  p.  c a 

— ■ ».  . CVM  «llfrt  * 

M' 


p.  c a 


, on  aura——  ■ j donc p.cb  = 

p.ct 


* P^e  meme  rt  on  ftippofe  que  le  pendule 


parte  du  point  b toujours  fort  proche  de  la  ver- 
ticale tn  & qu’il  décrive  dans  un  tems  infiniment 

petit  lare  bf  , on  aura  p.bf  = - — j donc 


p ■ ca  p.ha 
ct  ’ ct 


:p.cb:p.bf::eb:bf ; or Sc 

y i 


c c 
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défignent  les  forces  qui  font  parcourir  au 

corps  p , les  efpaces  c b , bf,  &c  ces  forces  font  évi- 
demment proportionnelles  à ces  efpaces;  donc  ces 
efpaces  font  parcourus  en  rems  égaux.  Il  en  effc 
de  même  pour  tous  les  autres  élémens  corref- 
pondans  des  arcs  totaux  c a,  b a;  donc  les  ofcil- 
lations  d’un  même  pendule  qui  décru  des  arcs  c a 3 
b a fort  petits  , quoique  inégaux  3 fe  font  en  tems 
égaux. 

Remarque  I.  Le  centre  d’ofcillation  étant  le 
meme  que  celui  de  perculîion , il  eft  vifible  que 
la  fécondé  méthode  qu’on  a employée  pour 
trouver  le  centré  de  perculîion  eft  la  feule  exade. 

5 z.  Remarque  II.  Nous  venons  de  dire  que 
le  centre  d’ofcillation  étoit  le  même  que  celui 
de  perculîion , afin  que  les  commençans  ne  foienc 
pas  obligés  d’en  aller  chercher  ailleurs  la  démon- 
ftration  ; foient  fuppofés  deux  corps  A & B (fig. 
34  ) allez  petits  pour  qu’on  puifte  les  conlidérer 
comme  des  points  placés  dans  le*  plan  BMA 
qui  fait  les  olcillations  autour  d’un  axe  t qui  lui 
eft  perpendiculaire.  Soit  fuppofée  une  ligne  tCm 
qui  p^ffe  par  le  centre  de  perculîion  cherché^  C, 
je  tire  les  lignes  A g,  B m refpedivement  per- 
pendiculaires aux  lignes  t A & t B , les  lignes  A p&c 
B a:  perpendiculaires  fur  t m , tk.  du  point  C les 
lignes  C g , CM  refpedivement  perpendiculai- 
res fur  Ag,  b m.  Cela  pofé  , A g étant  la  direc- 
tion du  mouvement  du  corps  A , mB  celle  du 
mouvement  du  corps  B , il  eft  vifible  que  fi  les 
forces  des  corps  , c’eft-à-dire,  les  produits  de  leurs 
mafifes  par  leursdiftancesà  l’axer,  font  en  raifon  in- 
verfe  des  diftances  C g,  C M du  point  C à leurs  direc- 
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rions  , les  forces  par  rapport  au  point  C feront 
égales , 8c  on  pourra  les  confidérer  comme  réunis 
dans  ce  point  qui  fera  le  cencre  de  percullion. 
Soit  t A = a , t p = b , t B = c , t x = D j 
t C==  «.  Les  trianglesr  A p 8c  r A/,  C gf  8c  tBx, 
tBm  & CM/72  donneront  \ ° . t p : t A ::  rA  : t f 

= — • i°.  r.*::tB::rB:tra  = donc  /C 


fl  fl  ^ Ct  OA  /, 

= « — t 8c  m C = — 72.  3 . t A : t p ::  Cf 

b>  n — <7  a „ _ _ ^ , 

: C £ = 40.  r B : r#  : : C/n  j CM  = 

; donc  Ci  p 8c  q repréfentent  les  malles  des 


corps  A & B , on  aura  tA.p=a.p8c  Br.  q=ç.  qt 
8c  parce  que  les  forces  de  ces  corps,  par  rapport 
au  point  C,  doivent  être  en  raifon  inverfe  des 
lignes  C g,  CM,  on  a la  proportion  a.p  : c.  qiî 


CM  = 


c c — D.  « 


:Cg 


b.  n 


a a 


donc  p.nb 


— a a p — q.  c c — D n q , ou  p.  b.n  Y).  q.n 

• a a p -+-  cc.q 

= a ap  -f-  q.  cc  : donc  n = — , c elt- 

o.p  -f-  D.  q 

à-dire,  que  la  diftance  te  du  centre  de  pereuf- 
fîon  à l’axe  de  balancement  r fe  trouve  en  di- 
vifant  la  fomme  des  produits  de  la  malfe  de 
chaque  corps  multipliée  pa^le  quarré  de  fa 
diftance  par  rapport  à l’axe  de  balancement  , 
par  la  fomme  des  forces  , ou  par  la  fomme 
des  produits  des  malTes  multipliées  par  la  diftance 
comprife  entre  l’axe  de  balancement  8c  la  per- 
pendiculaire menée  du  centre  de  chaque  corpuf- 
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cule  A & B à la  ligne  t C qui  dans  les  corps 
réguliers  palfe  par  le  milieu  de  tous  les  élémens. 

On  voit  donc  que  le  centre  de  percuffion  eft  le 
même  que  celui  d’ofcillation.  Si  les  points  A Sc 
B n’éroient  pas  fuppofés  dans  le  meme  plan , 
on  fuppoferoit  que  la  ligne  tm  repréfente  un  plan 
qui  palTe  par  le  point  C de  percuffion  , que  les 
lignes  A p y B x repréfentent  les  diftances  des 
points  A & B par  rapport  à ce  plan  , & l’on 
auroit  évidemment  la  même  formule  ; mais  les 
lignes  défïgnées  par  b Sc  D feroient  dans  le  plan 
dont  on  vient  de  parler.  Si  on  conçoit  maintenant 
que  le  point  C repréfente  la  projeétion  d’une  ligne 

ferpejidiculaire  à la  ligne  tm  perpendiculaire  à 
axe  t de  balancement,  Sc  qui  pafle  par  le  point 
C , Sc  que  de  plus  cette  ligne  foit  fituée  dans 
le  plan  dont  on  vient  de  parler  il  eft  vifible 
que  les  momens  des  forces  des  corps  A & B 
feront  égaux  par  rapport  à cette  ligne  , Sc  cpi’il 
feront  les  mêmes  que  fi  la  pofition  de  cette  ligne 
reftant  la  même  , tous  ces  corps  étoienr  tranfportés 
fur  le  pian  dont  on  vient  de  parler , chacun  dans  le 
point  déterminé  par  une  perpendiculaire  tirée 
de  chaque  corps  ou  point  ( car  on  confidere  ici 
ces  corps  comme  des  points  ) à ce  plan  : ot 
alors  le  centre  de  percuffion  fe  trouveroit  évi- 
demment fur  une  ligne  t m qui  pafferoit  par  le 
centre  de  gravité  de. ces  corps  •>  donc  il  s’y  trou- 
vera de  même  qu™es  corps  ofcillans  foient  régu- 
liers ou  irréguliers  j donc  dans  la  recherche  des 
centres  de  percuffion  ou  d’ofcillation  on  doit  em- 
ployer la  fécondé  méthode  Sc  non  la  première. 

JJ.  Lemme.  Si  un  corps  A ( fig.  JJ  ) reçoit  h la  fois 
deux  impulsons  reprifentéts  par  Us  droites  AB  & A D, 
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il  parcourra  la  diagonale  A C du  parallélogramme  A B C D , 
dans  le  même  tems  qu'il  auroit  parcouru  l'un,  des  deux  côtés 
AB,  AD,  s'il  n avoir  reçu  qu'une  des  deux  impulfions 
dont  on  vient  de  parler.  En  effet  par  limpulfion  A B,  fi  elle 
agifloit  feule,  le  mobile  A parcourroic  en  s’éloignant  de 
AD  félon  une  direction  parallèle  à DCune  ligne  = DC; 
mais  par  la  feule  impulfion  AD  il  s’éloigneroit  de  AB  dans 
le  même-tems  , en  parcourant  dans  une  direction  parallèle 
à BC  une  ligne  égale  à BC  j donc  par  l’aCtion  combi- 
née des  deux  impulfions,  il  doit  parvenir  en  C:  car 
de  cette  maniéré  il  aura  fatisfait  aux  deux  impulfions 
en  même-tems  autant  que  cela  fe  peut.  Mais  auffi-tôt 
que  le  mobile  A a reçu  les  deux  impulfions  fimulta- 
nées  dont  on  vient  de  parler,  il  doit  fe  mouvoir  dans 
une  ligne  droite  ; donc  il  doit  décrire  la  diagonale 
A C dans  le  tems  qu’il  auroit  parcouru  l’un  des  côtés 
A D ou  A B , s’il  eût  reçu  une  feule  impulfion.  Cette 
propofition  eft  d’ailleurs  une  vérité  d’expérience  connue 
depuis  long  tems. 

Corollaire.  Donc  la  force  compofée  qui  réfulte 
des  deux  forces  compofantes  A B,  A I),  peut  être  ex- 
primée par  la  diagonale  d’un  parallélogramme  , dont 
A B & A D font  deux  côtés  contigus  ; & réciproque- 
ment la  force  compofée  AC  peut  fe  décompofer  en 
A B & A D ; de  maniéré  que  fi  le  corps  A , après  avoir 
reçu  la  force  AC,  vient  à rencontrer  auffi-tôt  un 
obftacle  félon  la  direction  A B qui  lui  ôte  la  force 
A B,  il  fe  mouvera  dans  la  direction  & avec  la  force 
AD. 


J4-  PROBLEME.  Dans  quel  cas  doit  - il  y avoir 
équilibre  dans  le  levier  ? Soient  deux  lignes  ou  rayons 
inflexibles  d’égale  longueur  CB  , CF  ( fig.  $6  ) mo- 
biles autour  du  centre  C,  8cpouffées  parées  forces  égales 
BE,  F H dans  des.  directions  perpendiculaires  à ces 
rayons  , afin  qu’il  y ait  équilibre  entre  ces  forces. 
Qu'on  mène  la  ligne  DF  K.  perpendiculaire  fur  BC 
prolongée  , &.  qu’on  achevé  le  parallélogramme 
F O H K.  ; la  force  F H pourra  fe  décompofer  en  deux 
autres  FO,  FK,  dont  la  première  agilTant  dans  la  di- 
rection F C , ne  fauroit  contribuer  au  mouvement  du 
rayon  autour  du  point  C.  Mais  les  triangles  rectangles 
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femblables  FKH,  D F C donnent  D C : FC  : : F H : 
FC.FH  BC.BE 

F K = — ^ £ - = — p • Ainfi  les  forces  parallè- 

les B E j F K feront  en  équilibre  fi  l’on  a B E : F K : : 
D C : B C. 


Corollaire  I.  Si  l’on  prolonge  la  ligne  KFD  de 
maniéré  qu’elle  aille  rencontrer  en  A un  rayon  CA, 
il  eft  évident  que  la  même  force  F K agira  avec  le 
même  avantage  pour  faire  tourner  le  plan  F A C B 
autour  du  point  fixe  C dans  quelque  point  de  la  droite 
FA  qu’elle  foit  appliquée.  Si  donc  on  imprime  aux 
rayons  inflexibles  inégaux  CB,  CA  qu’on  fuppofe 
joints  enfemble  & mobiles  autour  du  centre  C , des 
forces  BE,  AL  en  raifon  inverfe  des  diftances  DC, 
BC  au  centre  C de  mouvement  ; ces  forces  feront  en 
équilibre. 

Copoltaxre  II.  Ainfi  toute  l’attion  que  la  force 
AL  exeice  pour  faire  tourner  autour  décentre  C,  la 
verge  inflexible  A CB  fera  exprimée  par  AL.  DC, 

& B E.  B C fera  l'effort  de  la  force  B E ; 8c  fi  A & B 
font  des  corpufcules  (dont  les  pefanteurs  foient  propor- 
tionnelles aux  malles  ) , les  aftions  dont  on  vient  de  •, 
parler  feront  exprimées  par  A.DC  & B.  BC.  Ainfi 
ces  actions  feront  en  général  en  raifon  compofée  des 
maflfes  & des  diftances  à l’axe  du  mouvement  qui  ell 
une  ligne  paflant  par  le  centre  C & perpendiculaire 
au  plan  F A B. 

Corollaire  III.  Si  la  puiflance  BE  eft  à la puiflance 
A L dans  un  plus  grand  rapport  que  DC  : BC  , le 

Îioint  B commencera  à fe  mouvoir  dans  la  direftion  de 
a puiflance  BE,  & le  point  A fera  mu  dans  un  fens 
rippofé.  Ceci  fert  à expliquer  l’artifice  du  levier  & de 
l'axe  dans  le  tour  : car  dans  ces  machines  la  puiflance 
motrice  eft  appliquée  à une  diftance  de  l’axe  du  mou- 
vement d’autant  plus  grande  que  la  réftftance  qu’il  faut 
vaincre  eft  plus  grande.  La  théorie  du  coin  peut  aufli 
fe  déduire  de  ce  qu’on  vient  de  dire  : car  la  force 
que  le  marteau  exerce  félon  la  longueur  du  coin  AC 
l fig.  37  -)  eft  à la  force  perpendiculaire  à la  furface 
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C B qu’on  veut-divifer  comme  A G : AD,  ou  comme 
BC : AB  , c’eft-à-dire  , comme  le  coté  du  coin  eit 
à la  bafe.  La  vis  n’étant  autre  chofe  qu’une  efpece  de 
coin  mis  en  mouvement  par  un  levier,  (es  effets  s’ex- 
pliquent par  les  mêmes  principes  > mais  les  poulies 
peuvent  fe  rapporter  à l’axe  dans  le  tour. 

Corollaire  IV.  Toute  la  force  effeftivequi  agitpour 
faire  tourner  la  verge  inflexible  AC  B(fig.  36;  autour 
du  centre  C , fera  évidemment  exprimée  par  B E.  B C — 
AL.  DC;  8c  fi  cette  verge  commence  à fe  mouvoir, 
le  mouvement  angulaire  de  chacun  de  fes  points  fera 
le  même  , & leur  vîteffe  fera  proportionnelle  à leur 
diftance  au  point  C , c’eft-à-dire,  que  le  point  A aura 
d’autant  moins  de  viteffe  que  la  diftance  DC  fera  plus 
petite  , ou  ( ce  qui  revient  au  même  ) que  la  force  A L 
fera  plus  grande.  Ainfi  dans  toutes  les  machines  on 
perd  du  coté  du  teilis  ce  qu’on  gagne  du  côté  des  forces 
& réciproquement  ; de  forte  que  plus  la  force  eft  pe- 
tite , plus  long-tems  elle  doit  agir  pour  produire  un 
certain  effet  par  le  moyen  d’une  machine. 

v • 

Du  mouvement  de  rotation  & de  projection. 

33.  S 1 un  corps  eft  divifé  par  un  plan  B T Z ( fig.  38  ) 
en  parties  égales , femblables  & femblablement  lituées 
de  chaque  coté,  8c  qu’on  imprime  à ce  corps  une  force 
dont  la  direélion  foit  dans  ce  plan  , fans  cependant 
paffer  par  fon  centre  de  gravité  G ; ce  corps  recevra 
deux  mouvemens , l’un  de  projeétion  & l’autre  de  rota- 
tion , autour  d’un  axe  perpendiculaire  au  plan  , 8c 
palTant  par  le  point  G.  Il  eft  en  effet  évident  que  fi 
l’on  imprime  au  corps  dont  il  s’agit  une  force  qui  parte 
par  le  point  H toutes  les  particules  du  corps , choque 
ne  pourront  pas  acquérir  des  moU’vemens  parallèles  à , 
la  ligne  félon  laquelle  s’eft  faixe  l’impulfion.  Car  le 
niouvement  produit  par  le  choc  peut  évidemment  être  dé- 
truit par  une  force  égale  & contraire  qui  agiroit  f ttr 
le  point  H.  Mais  fi  tous  les  élémens  du  corps  avoient 
des  mouvemens  parallèles  , & eue  pâr  une  force  im- 
primée au  point  H ce  point  reftât  en  repos , à catife 
des  forces  inégales  qui  agiroient  du  côté  de  HT  & de 
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H B,  le  mouvement  de  toutes  les  particules  ne  Tauroit 
être  anéanti , & de-là  on  tire  le  théorème  fuivant. 


ThÉOREME.  Si  la  aireciion  d'une  force  imprimée  a un 
corps  ou  à un  fyftêmt  de  corps  ne  pajfe  pas  par  /on  centre 
de  gravité  y tous  les  élément  qui  compofcnt  le  corps  ou  le 
fyjlême  des  corps  ne  pourront  pas  recevoir  des  mouvement 
parallèles. 

Maintenant  fi  l’impulfion  fe  fait  félon  la  dire&ion  du 
plan  B T Z,  il  elt  vifible  que  ce  plan  & toutes  les  li- 
gnes BGT  fituées  dans  ce  plan  feront  toujours  dans  un 
même  plan  immobile;  & parce  que  la  ligne  BGT  ne 
reçoit  pas  un  mouvement  parallèle,  elle  doit  conver- 
ger vers  un  point  C fitué  dans  ce  plan  immobile , ou 
ce  qui  revient  au  même,  le  corps  doit  commencer  à 
tourner  autour  d’un  axe  perpendiculaire  au  plan  im- 
mobile & paffant  par  le  point  C.  Qu’on  divife  don.c 
ce  corps  en  élémens  prifmatiques  parallèles  à cet 
axe  de  rotation  , il  eft  évident  que  les  particules 
de  chacun  de  ces  élémens  auront  une  vîteffe  commune 
proportionnelle  à leur  diftance  à l’axe  de  mouvement , 
de  maniéré  que  la  vîteffe  du  centre  de  gravité  G 
étant  fuppofée  =j  u,  la  vîteffe  d’un  autre  point  quel- 


„ CP.« 

conque  P fera  = „ , 

G Gr 


& fa  dire&ion  P F fera 


perpendiculaire  à CP. 

Décompofons  maintenant  cette  vîteffe  en  deux  autres , 


dont  l’une 


CP.« 

CG  ’ 


HF 

PF 


PH.u  . „ _ 

„ „ - ait  une  direction  pa- 
G G 


rallèle  à l’axe  TB  qui  paffe  par  le  centre  de  gravité  & l’axe 

C H.  u GH.  « ' 

de  rotation  , la  fecqnde  "q~q~  — “ + “ans  *a 

direction  P H perpendiculaire  au  même  axe.  Si  l’on  mène 

^ P H.  a 

P K perpendiculaire  à PG,  les  deux  vîteffes 


CG  * 


& 


G H.  a GP.U  HK  G P.  u PH 


CG 


ou 


C G ' P K ’ & C G P K 


.-  donne- 
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VJ  1 . U 

ront  une  virerte  compofée  çç~  dans  ^a  dire&ion 

P K.  C'eft  pourquoi  lorfque  les  parties  du  corps  com- 
menceront a tourner  autour  de  l’axe  de  rotation  dont 
nous  venons  de  parler , elles  recevront  un  mouvement 

G P.  u , 

double  u-\ — ~çq~»  l’un  commun  au  centre  de  gra- 
vité , & l'autre  proportionnel  à la  diftance  de  chaque 
particule  P a ce  même  centre  de  gravité.  Ce  fécond 
mouvement  qui  tend  à faire  tourner  autour  du  point 
G les  parties  également  disantes  de  ce  centre  avec  des 
vîteffes  égales,  ne  fauroit  affeéter  le  mouvement  com- 
mun , bc  c’eft  pourquoi  tout  le  corps  avancera  en  ligne 
droite  avec  le  mouvement  commun,  tandis  qu’il  tour- 
nera en  même-tems  autour  d’un  axe  perpendiculaire  au 
plan  BT  Z,  & partant  par  le  centre  de  gravité  G.  De 
forte  que  le  point  C dont  la  vîtefle  circulaire  eft  la  même 
que  la  vîtene  progreflïvc  du  centre  de  gravité  G,  dé- 
crira la  cycloide  vulgaire  à chaque  révolution  du  corps 
autour  du  centre  G , & l'efpace  parcouru  par  G à chaque 
révolution  fera  égal  à la  circonférence  du  rayon  CG. 

Corollaire  I.  Le  point  O auquel  il  faut  appli- 
quer la  force  impulfive  néceffaire  pour  commencer  à 
faire  tourner  le*iobile  autour  du  point  C eft  évidem- 
ment le  centre  de  pereuffion  du  corps  confidéré  comme 
fufpendu  en  C:  car  fi  l’on  imprimoit  en  O une  force 
égale  & oppofée  , le  mobile  relleroit  en  repos  ; 
ainfi  félon  ce  que  nous  avons  dit  ci  - deflus  ( yi  ) 
le  point  O fera  aufli  le  centre  d'ofcillation.  Dans  un 
corps  fphérique  dont  le  rayon  eft  = a fufpendu  à la 
diftance  a + b de  fon  centre  de  gravité , le  centre 

7 aa -\- xc  a b i b b 

de  pcrculïîon  eft  ( 49 ) = =s  a -f-  b 


a a 


-ç-çT  ,cnfaifanta-t-A==CG;  doncOG  = f. 


Corollaire  II.  Si  nous  défignons  le  rapport  du 
rayon  à la  circonférence  par  1 : />,  le  tems  périodique 
de  la  révolution  d’une  planète  par  T , le  tems  d une 
révolution  fut  fon  axe  par  r,  & que  R repréfen- 
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tent  les  rayons  de  l'orbite  & de  la  planète , le  centre 
de  gravité  de  la  planète  que  je  fuppofe  fphérique  & 
homogène , parcourra  pendant  une  révolution  diurne 


p c R 

l’efpace  — j.—  ; 


car  l’on  a i 


: P 


: R : à la  circonfé- 


p R t 

rence  de  l’orbite  = p R.  Mais  T : j>  R : : t : -p  , 


efpace  parcouru  pendant  une  révolution  diurne.  De 
plus  C G eft  le  rayon  d’un  cercle  dont  la  circonférence 
elt  égale  à l’efpace  que  le  centre  de  gravité  G parcourt 
tandis  que  le  mobile  fait  une  révolution  autour  du 

r'  v P t R 

point  G > donc  on  aura  i : p : : CG  : à l’efpace  — 


t R r r 

ainfi  CG  = -Vp~;  &•  enfin  OG  = CG"  ^era  == 

iTrr 

y /R  * 

Corollaire  III.  Puifque  par  rapport  à la  Terre  l’on 
a à très- peu  près  t : T : : i : $6  y i j fi  on  fuppofe  la 
parallaxe  moyenne  du  Soleil  de  9" , ce  qui  donne  le 
rayon  r de  la  Terre  eft  à la  diftanc^noyenne  R de 
la  Terre  au  Soleil  comme  le  finus  dr  9"  eft  au  finus 
total  ,011  r : R : : fin.  9"  : 1 : : 1 : 1 2918  » on  ‘rura  C G 

= — - — ; — . c’eft-à-dire,  environ  627  demi-diametres 
3 


terreftres. 


1.  r 


Donc  O G = — ; ainfi  en  appliquant 


l’impulfion  primitive  à cette  diftance  du  centre  de  la 
Terre  , il  en  auroit  réfulté  le  rapport  actuel  du  mou- 
vement diurne  & annuel.  A l’egard  de  la  Lune  fon 
mouvement  diurne  autour  de  fon  axe  s’achevant  dans 
ie  même  tems  que  fon  mouvement  périodique  autour 

tK  „ _ 

de  la  Terre , l’on  aura  C G = -?p-  = R C'*')  > mais  le 


(*)  Environ  £0  demi-diamètres  terreftres. 

N. 
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rayon  r de  la  Lune  pii  à celui  de  la  Terre  comme  iqo: 
3<Sj-  j donc  C C£=  219.  r,  8c  O G = De  même 

fi  les  rayons  de  Jupiter  8c  de  la  Terre  font  entr'eux 
comme  10:1,  les  diftances  au  Soleil  comme  32  : 10, 
les  tems  périodiques  autour  du  Soleil  comme  12:  i,.le 
tems  des  révolutions  autour  des  axes  comme  10:  24, 
& qu’on  farte  le  rayon  de  Jupiter  = r,  on  aura  CG 

*=  - — à peu-près , 8c  OG  = r‘.  r.  Et  parce  que  les 

rayons  de  la  Terre  8c  de  Mars  font  dans  le  rapport  de 
3:3,  leurs  diftances  au  Soleil  comme  2:3,  les  tems 
des  révolutions  périodiques  comme  1 :i,  & les  tems 
des  révolutions  autour  de  leurs  axes  à peu-prés  égaux , 
fi  on  fait  le  rayon  de  Mars  = r , on  aura  C G = 

78.  r,  & O G = • 

I9J 

3 6.  Problème.  Si  on  imprime  à un  corps  quelconque 
une  force  qui  commence  à le  faire  tourner  autour  d'un  point 
donné  , trouver  la  fomme  des  momens  de  toutes  les  parti - 
cules  de  ce  corps  , ayant  égard  à leur  maffe  , leur  vîteffe  , 
& leur  diftance  à l'axe  de  rotation.  Concevons  qu’un  corps 
M avec  la  vîtejfe  U & la  quantité  de  mouvement 
M U agilfe  contre  un  autre  corps  O (fig.  39)  , de  maniéré 
que  le  corps  choqué  commence,  à tourner  autour  d'un 
axe  perpendiculaire  au  plan  P C O , 8c  partant  par  le 
point  C ; il  eft  vifible  que  fi  on  imprimoit  au  point 
O une  force  contraire  8c  =?MU,  tout  le  mouvement 
de  rotation  feroit  détruit.  Mais  fuppofons  que  le  mou- 
vement de  rotation  eft  déjà  commencé  , 8c  appelions 
P un  élément  prifmatique  fitué  en  P 8c  parallèle  à 
l’axe  de  rotation  ; fi  nous  faifons  = u la  vîteffe  d’un 
élément  fitué  à la  diltance  1 de  l’axe  de  rotation , 
PC.u  fera.  la  vîteffe  de  rotation  8c  P. PC. u fera  le 
mouvement  de  l’élément  P dans  la  direction  P K perpen- 
diculaire à P C.  Suppofons  que  du  centre  C on  ait  dé- 
crit avec  le  rayon  CO  un  arc  circulaire  O F qui 
coupe  P K en  F , la  force  P.  P C.  u pourra  être  fup- 
pofee  appliquée  en  F,  8c  décompofée  en  deux  autres. 
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dont  Tune  agira  dans  la  direction.  du  rayon  F C , la 
direction  de  l'autre  étant  perpendiculaire  au  même  rayon. 
Cela  pofé , la  force  totale  fera  à la  force  perpendicu- 
laire au  rayon  comme  F K : F H : : F C : P C , ou  cé 
qui  revient  au  même , la  force  perpendiculaire  fera  =■ 


P.PC.« 

oc 


Or  félon  ce  qu’on  a dit  ci-deffus 


cette 


force  agira  de  la  meme  maniéré  pour  faire  tourner  le 
mobile , foit  qu’on  l’applique  en  F ou  en  O à la  même 
dillance  du  centre  C dans  des  directions  perpendicu- 
laires aux  rayons  FC,  OC.  Ainfi  le  mouvement  de 
rotation  ne  pourra  être  détruit  qu’en  appliquant  au  point 
O une  force  contraire  & égale  à la  fomme  de  tous 


les  — q-ç — ; or  cette  fomme  eu  = 


S.  P.  PC.tt  j ainfi 
OC 


M U doit  être  *=  ■S,P‘?9’.ît..  Donc  M.  O C.  U =» 
O C 

S.  P.  PC.tt}  & le  moment  de  toute  la  force  impri- 
mée doit  être  égal  à la  fomme  des  produits  de  chaque 
élément  par  la  dillance  PC  & la  vîteffe  PC. h. 

Corollaire.  Les  points  O & P ne  changeant  pas, 
fi  l’on  conçoit  que  le  point  C s’éloigne  continuellement, 
la  raifon  de  PC  : OC  approchera  de  celle  de  i : i plus 
près  qu’aucune  quantité  donnée  , & lorfqu’à  la  fin  on  lup- 
pofera  PC==  O C,  les  mouvemens  des  points  O & P 
auront  des  directions  parellèles  , & le  tûouvetnent  de 
rotation  fe  changera  en  mouvement  de  progreffion.  Si 
l’on  fuppofe  CP  = i,  la  vîteffe  du  point  P fera  =u , 
& l’on  aura  M.  U = S.P  «}  de  forte  que  comme  dans 
les  corps  qui  fe  choqent  fans  obltacle  , il  y a la  même 
quantité  de  mouvement  avant  & après  le  choc  » de 
même  dans  les  corps  qui  ont  un  mouvement  de  rota- 
tion  il  y a toujours  la  même  quantité  des  momens  dans 
le  fens  que  l’on  prend  ici  ce  terme. 

jy.  Problème.  Déterminer  le  mouvement  de  projection 
£>  celui  de  rotation  lorfquun  corps  tfi  mis  en  mouvement 
par  une  force  F qui  agit  fur  le  point  O (fig.  38),  Soit 
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u la  vîtefle  avec  laquelle  le  centre  'de  gravité  G com- 
mence à tourner  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au 

C P.  « 

plan  B T Z & partant  par  le  point  C ; ~ fera  la 

G G 


vîtefle  de  rotation  d'un  élément  prifmatique  lïtué  en  P, 


„ P.CP.u 

& fon  moment  fera  — ^ ^ & par  le  problème  pré- 


cédent , F.  O C fera  = 


S.  P.PC.« 
CG  . 


•Mais  parce  que  félon 


ce  qu'on  a dit  ci-deflus  (/J) , le  point  O eit  le  centre 
de  pereuflion  du  corps  fuppofé  fufpendu  en  C , on 

s.  p.  cp!  1 

aura  O C = > M défignant  la  mafle  du 


mobile.  Donc  ^ = u , & F = M.  u.  Mais  u étant  la 

vîtefle  avec  laquelle  le  centre  de  gravité  commence 
à tourner  autour  du  point  C,  elt  évidemment  la  vî- 
tefle avec  laquelle  ce  centre  & toutes  les  particules 
du  mobile  fe  meuvent  en  droite  ligne  ; donc  la  vîtefle 
avec  laquelle  Je  centre  de  gravité  d'un  corps  frappé 
dans  un  point  O fe  meut  dans  la  direction  de,  la  force 
imjmlfive  fera  la  même  que  fi  toute  la  force  F avoir 
été  appliquée  en  G dans  une  direction  parallèle  à celle 
qui  agit  en  O. 

Maintenant  fi  l’on  appliquoit  en  même  - tems  aux 
points  O & G deux  forces  égales  F & — F avec’ des 
directions  contraires,  mais  parallèles  ; ’par  la  première 
force  toutes  les  particules  du  mobile  acquerroient  la 
vîtefle  commune  u de  projection , & de  plus  la  vîtefle 
G P.« 

~q~q~  de  rotation  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au 

plan  B T Z & partant  par  le  centre  G de  gravité  f yy  ) : 
mais  la  force  — F produiroit  la  vîtefle  commune  — u 
qui  détruiroit  la  vîtefle  de  projection.  Ainfi  le  centre  de 
gravité  demeureroic  fixe , üc  il  qe  refleroit  que  la  vuefle 
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de  rotation 


G P.  g 
CG 


proportionnelle  à la  diftance  au 


centre  de  gravité  , & tendant  de  part  & d’autre  en 
fens  contraires.  De  maniéré  que  le  mouvement  de  ro- 
tation fera  le  même  que  fi  le  centre  de  gravité  reliant 
fixe,  toute  la  force  étoit  employée  à faire  tourner  le 
corps  , & les  forces  centrifuges  des  élémens  du  corps 
feront  proportionnelles  à leurs  diftances  à l'axe  de  rota- 
tion ( * ). 

j8.  PROBLEME.  Trouver  la  vétefle  de  rotation  dune 
fpk'ere  autour  d’un  diamètre  perpendiculaire  a un  autre  dia- 
mètre à t’ extrémité  duquel  ou  imprimeroit  une  force  {fig.- 40). 
Si  le  plan  d’un  cercle  perpendiculaire  à l’axe  3c  paflant 


( * ) Quoique  nous  ayons  parlé  alfez  au  long  des  forces 
centripètes  5c  centrifuges  dansla  fécondé  édition  de  nos  infti- 
tutions , je  crois  devoir  expliquer  ici  ce  que  c’eft  que  la  force 
centrifuge  dans  un  cercle.  Si  un  mobile  A ( fig.  41  ) parcourt 
un  arc  infiniment  petit  AM  d’un  cercle  AMF  , il  eft  vi- 
fible  que  la  force  tanger.tielle,  c’eft-à-d.ire , qui  tend  à lui 
faire  patcourir  la  tangente  A B fait  effort  pour  l’éloigner 
du  centre  C de  la  quantité  B M = Br.  Car  à caufe  de 
B M que  je  fuppofe  parallèle  à AC  & de  l’arc  A M infini- 
ment petit,  les  angles  AC  B,  rEM  font  égaux  5c  infini- 
ment petits  ; ainfi  les  angles  B t M , B M t ne  différant  que 
d’une  quantité  inaflîgnable  font  égaux  , aulli-bien  que  les 
côtés  Br  8c  B M qui  leur  font  oppofés.  Mais  Br  eft  la 
quantité  dont  la  force  tangentiellc  tend  à éloigner  le  mo- 
bile du  centre  C du  cercle  ; donc  pendant  que  le  mobile 
parcourt  l’arc  A M , il  fait  pour  s’éloigner  du  centre  C 
un  effort  exprimé  par  B M : c’eft  cet  effort  que  j’appelle 
force  centrifuge  La  force  centripète  au  contraire  eft  un 
effort  qui  ramène  le  mobile  vers  la  circonférence,  & qui 
l'empêche  de  fuivre  la  tangente  AB.  Cela  pofé  , il  eft  vi- 
fible  que  fi  deux  mobiles  A 8C  a parcourent  deux  cercles 
difféiens,  8c  deux  arcs  femblables  dans  le  même-rems  , les 
forces  centrifuges  BM,  bm,  ou  A P 8c  op  feront  dans  les 
rapports  des  rayons  A C 8c  «C  , puifqu’elles  font  repré- 
fentées  parles  finus  verfes  des  arcs  infiniment  petits  8c  fem- 
blablcs  AM. 8c  am. 

par 
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par  le  centre , eft  fuppofé  tourner  de  maniéré  qu'à  la 
diftance  i du  centre  fa  vitefle  foir=u  , le  point  b fitué 
à une  diftance  x,  aura  une  vïtefle  de  rotation  défignée 

fiar.r.  Si  /j  exprime  la  circonférence  du  rayon  i , px  fera 
a circonférence  du  rayon  x,  multipliant  cette  circon- 
férence par  le  quarré  xx  de  la  vitefte  du  point  b , 
px*  fera  le  moment  de  cette  circonférence,  d x.  p.  x 5 
la  différence  des  momens  de  l’aire  du  cercle  dont  le 

P x ♦_  : , ■ - : • . I 

rayon,  eft  x , 8c  le  moment  de  cette  aire.  Si  donc 


on  conçoit  que  le  demi-cercle  TC  B ( fig.  40)  engen- 
dre en  tournant  autour  de  T B , une  fphère  au  point 
L de  laquelle  on  imprime  la  force  F',  & qu’on  fafïe 
le  rayon  de  cette  fphère  ?*=  r , GP  e=  j , Pj>  = \ 

le  moment  de  l'élément  correfpondant  à P/>  fera  =? 

5 P-  PM.  Vp  — P-'  d-{  Çr*  — ir  1 1 1 -+-  ^ 4 ) , & le 

. ■ ■ - --  . 4 ■ > . 

moment  de  l’hémifphère  =*  rc  p.rK  Ainfi  le  rftoment 
de  la  fphère  entière*  fera  p.  rK  Si  Ton  fait  = « 

la  vîtelfe  de  rotation  du  point  L ûtué  .fur  l'équateur , 
afin  que  la  vîtefte  d’un  point  iitué  à la  diftance  1 du 

U 

centre  foit  = — , qu’on  fubftitue  tette  quantité  à 
la  place  de  l’unité  de  vïtefle , le  moment  de  la  fphère 


deviendra 


4 P 


■*tt 


i S 


, quantité  à laquelle  on  doit  égaler 


en  écrivant  m au  lieu  de  7 p. ri 


le  moment  F,  c de  la  force  imprimée,  pour  avoir  u 
jy  F y;  F_ 

4 .p.'ri  Z.m. 
qui  défigne  la  folidité  de  la  fpFère. 

Corollaire  I.  Si  un  fphéroïde-  applati  vers  les 
pôles  T 8c  B,  dont  le  demi-diamètre  de  l’équateur  foit 
a , tourne  autour  de  l’axe  TB,  les  momens  des 
cercles  parallèles  qu’onpeut  décrire  dans  la  fphère  & 
dans  le  fphéroïde  avec  les  rayons  P M , P N feront 

entr’eux  comme  PM  : PTî  ::  G L : G Q : : r4  : a *. 
. Tome  K.  Z 
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Ce  rapport  étant  le  même  pour  toutes  les  ferions 
correfpondantes  perpendiculaires  à l'axe  , le  moment 
du  fphéroïde  fera  = fi.p.a*.u;  & fi  le  point  Q de 


a r.  v 

l'équateur  a une  vitefle  «=  v , en  écrivant  — au  lieu 
. a 

de  u,  le  moment  du  fphéroïde  deviendra  fi  p.  a.  3.  r.  v. 

CoAoitAiRÉ  II.  Si  nous  concevons  que  Iâ  force 
F eft  imprimée  au  point  Q de  l'équateur  du  fphéroïde 
au  lieu  d'être  appliquée  au  point  L de  l’équateur  de 
la  fphère  , on  aura  de  même.  F.  a = fi  p.  a3.  r.  v , 8c 

i y*  F 

v = : — : ainfi  les  vîtefTes  angulaires  que  la  même 

4 P * -r 

force  peut  produire  dans  le  fphéroïde  applati  8c  dans  la 
fphère , en  la  fuppofant  appliquée  fucceflivement  à l’équa- 

. . xT'F 


leur  de  ces  folides , feront  entr’elles  comme 


4 -P-r3 


— : ! a 1 : r1 } c’eft-à-dire  . en  raifon  doublée  du 

A- P' al  r . 

grand  axe  du  fphéroïde  au  petit. 

Du  moment  d’inertie. 

L e moment  d'inertie  n’eft  autre  chofe  que  la  fomme 
des  élémens  d’un  corps  multipliés  chacun  par  le  quarré 
de  fa  dillance  à un  axe.  Comme  la  recherche  de  ces 
momens  peut  être  très-utile  dans  les  Sciences  Phyfico- 
Mathématiques  , nous  croyons  devoir  en  dire  quelque 
chofe. 

Jp.  PROBLÈME.  Si  une  ligne  droite  inflexible  gui  peut 
tourner  autour  d'un  point  C (fi g-  41  ) porte  un  corps  B 
qui  a de  l'inertie  , mais  que  nous  fuppofons  fans  gravité  , 
& que  cette  droite’  par  fa&ion  d'une  puiffance  que  nous  ap- 
pellerons M appliquée  en  A , tourne  autour  du  point  C ± 
on  demande  la  force  accélératrice  que  reçoit  le  corps  B en 
décrivant  farc  B b.  Si  la  force  M étoit  appliquée  au 

corps  B, fa  force  accélératrice  feroit  ==■  -g-  î mais  parce 
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due  la  force  M eft  appliquée  en  A , on  trouvera  la 
force  motrice  du  corps  B en  faifant  BC  : AC  ::  M: 
CA.M  ^ n r 

. C’elt  pourquoi  la#  force  accélératrice  du  corps 


BC 


CA.M 


B fera  = "gçfg  * Mais  CA.M  eft  le  moment  de  la 

puiffance  j ainfi  la  force  accélératrice  avec,  laquelle  le 
corps  B tourne  autour  du  point  C eft  comme  le  mo- 
ment de  la  force  motrice  divifée  par  le  produit  de  la 
malTe  B & de  fa  diftance  au  centre  C du  mouvement. 

60.  PROBLEME.  Trouver  une  majfe  A qui  fubftituée  i 
la  place  de  la  maffe  B a la  diftance  A C fait  décrire  a lu 
ligne  AC  le  mime  angle  AC  a que  lui  peut  faire  décrire 
le  corps  B.  Si  la  force  motrice  à la  diftance  AC  eft 
fuppofée  = M , la  force  accélératrice  du  corps  A fera 

M ...  _ , CA.M 

= celle  du  corps  B étant  = ~g— çg— * 

Mais  afin  que  le  corps  A décrive  le  même  angle 
que  le  corps  B , leurs  forces  accélératrices  doivent  être 
entre  elles  comme  les  arcs  Au,  B b.  L'on  aura  donc 
M C A . M m t 

Â~  : B CB  ::  A : B é : : A C s BCj  donc  A.  K C 
' . ■> 


-B.BC,  & A = 


•B.  B C 


AC 


c eft-a-dire  , que  cela  arri~ 


vera  lorfque  les  maffe  s des  deux  corps  A , B multipliées 
par  le  quarré  de  leur  diftance  au  point  C donneront  des 
produits  égaux. 

Lorfque  à la  diftance  AC  on  fubftituera  la  maffe 
B.  BC 

A = ' — , cette  maffe  fera  accélérée  par  la  force 

AC 

motrice  M . de  la  même  maniéré  que  la  maffe  B a la 
diftance  CB. 

Le.MMB.  La  force  qui  fuit  décrire  un  arc  A a à un 

Z a 


•c 
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* * « ■» 

corps  A dans  un  tems  donné  , eft  cotr.me  la  puiffance  mo- 

trict  1 iïvtféc  par  la  maffe  A multipliée  par  la  diftance  C A. 

Si  nous  fuppofons  que  le  corps  A follicité  par  la  puil- 
fance  p décrit  un  arc  infiniment  petit  A a dans  le  tems 

'de  , l’on  aura  A a — ^'dt.  Mais  la  forte  giratoi- 
re lui  fait  décrire  l’angle  A C a ou  plutôt  l’arc 
A a qui  mefitre  cet  angle  , A’  cet  angle  mefuré  par 
un  arc  de  cercle  dont  le  fayon  foit  fuppofé  = 1 , 
A«  As  p , . -r 

«* “ CÂ’  Ma,s  câ  = XcÂ' d ’ ■ z,a!i  psndant 

le  tems  de  la  force  giraroire  eft  comme  la  puiffance 
motrice  divifée  par  le  moment  de  la  maffe. 

61.  Problème.  Déterminer  le  moment  d inertie  d’un 
corps  refpettivement  à un  axe  qui  paj]e  par  Jon  centre  de 
gravité.  Suppofons  que  la  ligne  A B = M ( fig.  4?  ) 
inflexible  tourne  autour  de  l’axe  b D fitué  au  milieu  de 

la  ligne  AB.  Soit  AC  = - =CB,CP  = *;  chaque 

particule  de  cette  ligne  ou  d M peut  être  défignée  par 
Vm=^dx,  dont  le  moment  d'inertie  eft  ==  xldx. 
DcmScle  moment  d’inertie  de  la  ligne  PC  eft  — 
Sx*  dx  & le  moment  d’inertie  de  la  ligne  PP  fera 

' 2 je  î • 

=*  2 S xxdx  = • Donc  le  moment  d’inertie  de 

Û J d y 

la  ligne  AB  eft  = — , à caufe  de  x — Mais  la 

maffe  M de  la  ligne  ou  du  fil  inflexible  AB  eft  = tf> 
donc  le  moment  d’inertie  de  la  ligne  A B fera  repré- 

Ma1,/ 

fentée  par  — — * 

Suppofons  que  h figure  ou  la  lame  MAR  B tourne 
autour  de  l'axe  AB,  qui  paffant  par  le  centre  de  gra- 
vité G , divife  cette  lame  en  deux  parties  égales.  * 
Soit  A P = * , P M = y , P p = d x , n m = dy  y 
PQ=£,Q<7'=dç,ScQ<7/iN=d;f(iî,  le  moment 
d’inettie  de  l’élément  Q Q N N fera  =»=  iS{1  d{  dx. 


* Digitized  by  Google 


T 


Problèmes  Physigo- Mathe'mat.  3J7 


En  fuppofant  dx  confiant  , parce  que  A P ne  change 
pas  par  rapporta  l'élément  Q Q N N »;1  on  a 2 S £ 1 à j d x 

1 7 3 C X - j dont  l’intégrale  prifc  de  maniéré  que 


5 


l’on  ait  P Q = P M , ou  ç = y 


donnera  le  moment 
a S y 5 d x 

d’inertie  de  toute  la  partie  MAR  = ~ * 

trouvera  de  même  que  le  moment  cfinertie  de  la  partie 


On 


TBZeft 


iS.TI.~li 
? 


, en  faifant  I i — d.  G I. 


Si  l’axe  de  balancement  DC  eft  perpendiculaire  au 
premier  6c  pafl’e  par  le  centre  de  gravité  G da  la  lame  , 
cet  axe  ne  divifera  pas  la  lame  de  la  même  maniéré 

~ . / . ..  t t 1 1 • t r J 


& femblable  à la  partie  C B D.  Soit  A G =a  3 on  aura  G P 
z=u  — x . Mais  le  moment  d’inertie  de  l'élément  N n 
refpeâivement  à l’axe  CD  fera  = (a  1 — x)%-  di  d x. 
C’eft  pourquoi  le  moment  d’inertie  de  l’élément  M m r rv. 
fera  — (a  — x)1\dx  , en  regardant  £ feul  comme 
variable.  Donc  ayant  fait  1 = MP  = PR  = ï , Ie 
moment  d’inertie  de  la  partie  CAD  fera=  2 S. (a — 

x ) 1 y d x — 1 S.  G P.  M P.  i.  G P.  On  trouvera  de 
même  que  le  moment  d inertie  de  la  partie  C B D efi 

2S.GI.  IT.d.GI,  & de-là  le  moment  d’inertie  de  toute 

la  lame  C A D B fera  = 2 ( S.  G P.  M P.  d.  GP  + 

S.gT.  IT.  d.  G I ). 

Soit  enfin  l’axe. de  balancement  g G a perpendiculaire 
au  plan  de  la  lame , le  moment  d inertie  de  la  particule 

jQN  r par  rapport  à cet  axe  fera  = G Q-  ç Q * N = 

(GP+QP).  QN  ni  = [ (*— O1  - 

Donc  en  fuppolant?  feul  variable.,  le  moment  de  l'élément 

rn  " 
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QNNQeft  = z^  x — a.  dx , & fuppo- 

fantj  *»M  P , le  moment  d’inertie  de  l’élément  M mrR. 

fera  =>2  dx=~  (^H-GP.'MP^x. 

ÏDonc  le  moment  d'inertie  de  la  partie  de  la  lame  CAD 


eft  = iS 


( 


MP 


+ G P.  M P 


^ d x. 


S'il  s'agit  de  la  partie  CBD,  fon  moment  d’inertie 

/tT1  — *\ 

fera  =s=  i*S  - T I.  G I j d.  G I.  C’eft  pourquoi 

le  moment  d’inertie  de  toute  la  lame  eft  = i S 


MP 


-G'P."MP)d*4-zs(— +Gl.Tl')d.GI. 

II  eft  donc  aifé  de  voir  que  les  momens  d’inertie  par 


rapport  aux  axes  A B & CD,  favoir  z S. 


pm! 


d x -+- 


zS.GP.PMd*+zS.  Zi-d.IG  + zS.IG.TI.d.IG 

? 

font  égaux  au  moment  d’inertie  de  la  lame  par  rapport 
à l’axe  perpendiculaire  à fon  plan. 

Si  on  demandoit  le  moment  d’inertie  d’un  fo- 
lide  engendré  p3r  la  révolution  de  la  figure  A CB 
autour  de  l'axe  AGB,  on  remarqueroit  que  pendant 
la  révolution  du  plan  AC  B,  la  particule  QçnN 
décrit  une  efpèce  d’anneau  dont  la  folidité  eft  == 
2 cf.dfdx,  en  faifant  t : c le  rapport  du  rayon  à la 
demi- circonférence.  Multipliant  cette  quantité  par^1  = 

1 c7  4 d x 

PQ,  S.  ic\*d\.  dx= ( en  fuppolant  d x coh- 
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ftant  ) feroit  le  momept  de  tous  les  anneaux  décrits  par 
l’élément  P M m p par  rapport  à l'axe  A B , & le  mo« 

ment  d’inertie  du  folide  feroit  = S.  — ( en  fuppo- 


fant 


c.PM 


nt  f=PM— y)  = S.  — ~ — d.AP. 

61.  Problème.  Trouver  le  moment  d'inertie  d un  rec- 
tangle A E F ( fig.  4J  ) dont  le  centre  de  gravité  G eft 
au  milieu  de  la  figure.'  Soit  l’axe  AB  = a,  l’axe  C D 

= E N =»i;  donc  A G = E B *=  — = MP=y. 

a a J 

Le  moment  d’inertie  par  rapport  à l’axe  A B fera  =* 

y i d x 0 i d x b i x b 5 a 

1S.  —a  S. = , en  faifant 

? 24  12  12 

x — a,  Le  moment  d’inertie , par  rapport  à l’axe  CD, 

fera  (parole  problème  précédent  ) = 2 S.  G P-  PM.  d.  P G 

+ 2 SÆ  T.  IT.d.IG  = 4 S.  G P.  PM.d.PG,  parce  que 
la  partie  de  la  gauche  eft  égale  & femblable  à celle' 
de  la  droite.  Soit  GP==*,  le  moment  cherché  fera 
b xz dx  il x i b aJ 

= 4 S — - — =• ■ — = , en  fuppofant  x = 

A . J 

Mais  le  moment  d’inertie  par  rapport  à l’axe  a G g 

perpendiculaire  au  plan  du  reétangle  doit  être  égal(voye* 
le  problème  précédent  ) à I3  fournie  des  momens  dont 
nous  venons  de  parler  , c’eft  - à - dire  , doit  être  = 

b.  \ a ..*4“  bai  » - • 

• D’ailleurs  la  maffe  M du  rcétangle  eft  ~a  l ; 

M 

ainfi  ce  moment  fera  = — • ( él  4-  a 1 ). 

6;.  PROBLEME.  Déterminer  le  moment  d’inertie  dune  lame 
A C B R.  fuppojte  circulaire  (fig.  44  ).  Puifque  les  axes  AB, 
CD  font  alors  des  diamètres  égaux , & que  la  lame  eft 

Z* 


12 
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«PM  c 

pofe  &r<AB.  La  formule  <i.  A P==—  S.  y * ix 

donne  - S.  (4<*"*xd* — 4a  x 3 x 4 dx)  ,'a.  caufe 
a } 

/îaax 

de  PM=  iax  — xx  &r  de  AB  = ia,  ou  c(  - 

: ' 7 * ’ 

û t ^ \ 8 ^ û ^ . 

.J 1 ) ==  — — -,  en  fuppofant  x — za. 

1 10  / l5 

Mais  la  maffe  M de  la  fphère  eft  =î  f*3-  D°n£  ‘c 
moment  de  la  fphère  refpeéuvement  a 1 axe  A B eit  — ( 

iMas 

* ... 

Il  eft  maintenant  facile  d'avoir  le  moment  dincrue 
d’un  globe  creuv  H M F D B «N  (fig-  4^)-  hoir  b H - a_  » 
GB=i,  le  moment  d'inertie  du  globe  iuppofe  plein 

fera  — — — . celui  du  globe  dont  le  rayon  eft 

1 5 

= 4 étant  = — — — Ainfi  le  moment  d’inertie  du  globe 
* i-f  * 

8 c a i — 8 c 4 5 

creux  eft  = * 

On  ne  doit  pas  confondre  la  gravité  avec  l'inertie  ; 
car  le  moment  d’inertie  d un  cylindre  droit  dont  le  rayon 
eft  =‘a,  la  maffe  = M ; Sc  qui  tourne  autour  de  Ion 

axe  eft  =*=  ^ * -•  Si  donc  on  appliquoit  à l'extrémité  de 

fon  rayon  GD  (fig.  4j)  (*)  une. maffe  N capable 
de  vaincre  l'inertie  par  rapport  à l’axe  A B , cette 

mT*  M ...  . , . . 

maffe  devroit  être=r = L inertie  n eft  donc 

Z a a Z 

■ • • 

. < (■*?)  Cette  figure  repréfenre  la-  coupe  du  cylindre  fane 
par  mvplan  qui  paffc  par  fon  axe  8c  par  conléquent  par  ion 
centre  de  gravité.  ...  ! 

. • ■ hl  ; g-,-  h ; 
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pas  égale  à la  maffe  du  corps  ( qu'on  peut  néan- 
moins eftimer  par  fon  poids  ),  quoiqu’elle  foit  toujours 
dans  un  rapport  confiant  avec  le  poids  des  corps.  De 
plus  les  directions  de  la  gravité  des  particules  des 
corps  terreftres  font  toujours  fuppofées  parallèles  ; mais 
s’il  s’agit  d’un  grand  corps  comme  la  Lune,  par  exem- 
ple, les  directions  de  la  gravité  de  fes  parties  forme- 
ront differens  angles  au  centre  de  la  Terre. 

De  V Attraction. 

6 5.  Problème.  Suppofant  l’exijlence  d’une  loi 
univerfelle  d' attraction  en  raifon  inverfe  des  quar- 
rés  des  difiances  & en  raifon  des  majfes  3 trouver 
la  quantité  d! attraction  quune  ligne  homogène  A B 
confédérée  comme  matérielle  , exerce  fur  un  corpuf 
cule  F placé  fur  fon  prolongement  ( fig . 47  ).  Pre- 
nant la  ligne  I*B  pour  affÿmptote  , je  décris 
l’hyperbole  NC  du  troifieme  ordre  défignée  par 
l’équation  y x 1 = a 3 = 1 (en  faifant  a = 1 ) , 

d’où  l’on  tire  j,==  — -•  Celapofé,  foit  FM=x, 

M m = dx  ,N  M = y = — — • L’attraélion  de  Pé- 
' x 1 

d x 

lément  « N M m fera  = y.  d x — — , dont  l’in- 
tégrale eft - = — — , en  remettant  la  valeurde 

1 , ou  l’aire/N  MT  D défigne  PattraCVipn  de  la  ligne 
MF.  Et  fi  x=F  A, cette  attraction  fera  =fa  AFD. 
Si  x = F B la  quantité  d’attra&ion  fera 
/CBFD;  donc  Pattraétion  de  la  droite  AB  fera 

= /CBFD-/ûAFD  = CBûA=^-5  + 

— — 1 -4-  — , en  faifant  « = 1 , ’ 
ï a ïb  F A 
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66.  Problème.  Suppofant  la  meme,  loi  d'attrac- 
tion , trouver  la  force  avec  laquelle  une  fphère  M A B 
{fi g.  48  ) attire  un  corpufcule  b placé  fur  le  pro- 
longement de  fon  axe.  Tirez  les  lignes  qu’on  voit 
dans  la  figure,  & fuppofons  quéCeft  le  centre  de  la 
feeftion  A a B M de  la  fphère.  Soir  b C = a,  b P 
— x,  PM  = y , M C = r j on  aura  P p = d x 

= Mn  , b M = x 1 -4 -y1.  L’attra&ion  de  .l’arc 
infiniment  pecic  M/72  fera  égale  au  produit  de  cet 


arc  par 1 , ou  par 


, & la  quantité  d’ac- 


i M 

traûion  fur  le  corpufcule  b étant  de  plus  en  rai* 

fon  de  fa  mafte  fera  = — Nous  dirons 

xx-t-yy 

en  partant  que  cette  expteflîon  défigne  aufii  la 
force  attraéîive  du  corpufcule  b par  rapport  au 
petit  arc  M/72.  Maintenant  le  corpufcule  b étant 
également  attiré  par  l’arc  correfpondant  NQ,  il 
eft  vifible  que  la  force  avec  laquelle  l’arc  M m 
attire  le  corpufcule  b doit  être  decompofée  en 
deux,  l’une  félon  PM,  qui  eft  détruite  par  une 
force  femblable  félon  P N de  l’arc  NQ,  & l’autre 
PA  qui  eft  lafeuleefficace.Doncen  défignant  la  force 
totale  de  l’arc  M m pat  la  ligne  M b , on  aura  M b : 

i.Mm  P A. Mm. A x.b.M  m. 

IJ  b : : — : = » 

xx+yy  + 

J ( xx  yy  ) z 

Maintenant  tandis  que  le  cercle  A M B N en  tour- 
nant autour  de  l’axe  A B engendre  la  fphère  , 
l’arc  M-ot  engendre  une  petite  zone,  qui  (pat 
les  éicmens  de  Géométrie  ) eft  égale  au  produit 
de  cet  arc  nar  la  circonférence  décrite  avec  le 
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rayon  it  qui  pafl~e  par  le  milieu  de  cet  arc:  or 
on  peur  fuppofer  it  = PM= y.  Ec  par  ce  que 
les  circonférences  des  cercles  font  comme  les 
rayons  , en  fubftituant  Mm  Xy  au  lieu  de  M m , 

x.  b.y.mlA  . , . 

— , quantité  proportionnelle  a 


on  aura 


(**4 -yy) 1 

l’attraétion  de  la  zone  MwzNQ  fur  le  corpufcule 
b.  Mais  les  triangles  MCP,  M nm  ayant  leurs 
côtés  perpendiculaires  font  femblables  Sc  donnent 

r.dx 

y ’•  r : : dx  — M n : M m = ; donc  l’expref-  • 

y 

fion  précédente  devient  = - r'h'--  De  plus 

AP^iP+AC-iC^+r-a,  & BP=é  B 

• — t bV  = a r — x , & par  la  nature  du  cercle 

y 1 = A P.  B P = r 1 -j-  1 a x — x x — a a ; donc 

l’attraélion  de  la  zone  élémentaire  M/rcNQfera 

b.  r x dx  ~ e , . 

comme  — ouppolons  r1-!-  iajç 

(rl-+-zax — aa ) 1 
• — a a— u 1)  pour  avoir  x= 
ud  u 


uu  aa 


rr 


& dx 


1 a 


Subfdtuant  ces  valeurs  de  a:  & de  d x dans 

l’expreffion  précédente , on  trouvera  ( en  faifant 

. r x dx 

attention  que  (a1)  1 — u 3 ) que  — 7 

(rr-E-  zax — aa)% 

, dont  l’intégrale  eft 


du 


i d u 


ri  du 


zaa 


ia.au  u 


z a a u u 
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u dû.  ' ' . p • /•  ^ * 

= 1 h G,  qui  en  lub- 

z a a z a a.  u z a a.  u 

ftituant  la  valeur  de  u devient  après  les  opéra- 

. r^-^-ax  — a a ' _ ra  - 
tions ordinaires, — Donc 

a a V (r  r a x — a a) 

. i.r.xdx  . b.  r.{  r1  -t-  a x — a a) 

, A)  ~~  {rr-l-zax—aa') 

-4— C.  pour  déterminer  la  confiante  C je  re- 
marque que  l’attraélion  de  la  calotte  fpliéri- 
que  MAN  eft  =o  lorfaue  A P = o , ou  lorfque 
r-j-x  — a=o,  ou  lorfcjue.*===<z — r.  Subflituant 
cette  valeur  dans  l'intégrale  qu’on  vient  de  trou- 

. b.r  (tx  — ar  ) . 

ver  on  doit  avoir 7- ; -f-  C = 

a a y {r  r — t a r a a ) 

br  ( rr  — ar ) b.r(ar-rr) 

o:doncG  = • -= — ; ; 

1 a a a — r a a.  ( a — r) 

= j donc  l'intégrale  complette  fera  = — — (- 

a a aa 

l.  r.  ( rr-i-a  x — aa)  c rv  .. 

Et  fi  1 on  fait  b P = b B , 

a a.  y(rr~j~zax  — a a) 

ou  11  l’on  fait  x = a -+-  r l’attraélion  de  la  fur- 
face  entière  fera  proportionnelle  a — — • Si  l’on 

a a t ...  • 

conçoit  que  la  fphcre  foit  compofée  d’une  infinité 

de  furfaces  concentriques  dont  l’cpaifTeur  foit 

infiniment  petite  & qu’on  faffe  le  rayon  d’une 

* 1 ? r i.  b.  1 1 J 

de  ces  furfaces  = r,  — pourra  exprimer  1 at- 

a u 

tra&ion  de  cette  furface  ; & multipliant  cette  valeur 

' z 1 4 z J *'v: 

par  d £ épaiffeur  de  cette  furface  , pourra 
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exprimer  l’attraélion  que  l’élément  de  la  fphère 

exerce  fur  le  corpu feule  b,  & l’intégrale  fera 

proportionnelle  à la  force  attraélive  que  la  fphère  du 
rayon  £ exerce  fur  le  corpufcule  b.  Et  parce  que  b 
& r J font  ici  des  quantités  confiantes  , on  peut  dire 
que  l’attraélion  d’une  fphère  dont  le  rayon  eft  r fur 
un  corpufcule  b placé  hors  de  cette  fphère,  eft  comme 

y ou  comme  —,  ou  en  raifon  inverfe  du  quarré 

3 a a a a 

de  la  diftance  du  corpiifcule  au  centre  C de  la 
fphère  ; de  forte  qii’une  fphère  attire  un  corpufcule 
mué  hors  de  cette  fphère  , comme  li  toute  fa  ma- 
tière étoit  réunie  dans  fon  centre. 

Corollaire,  donc  fi  on  fuppofe  a — r l’at- 

traélion  de  la  fphère  fera  comme  — • Mais  la 

mafle  de  la  fphère  eft  comme  r } , donc  l’attrac- 
tion  d’un  corpufcule  placé  à la  furface  d’une  fphère 

eft  comme  r~  —r  ou  comme  le  rayon  de  la  fphère  \ 

donc  le  poids  de  deux  corpufcules  de  meme  mafle , 
fitués  fur  la  furface  de  deux  fphères  homogènes  & de 
même  denfité,  font  comme  les  rayons  de  ces  fphères. 

67.  Problème.  Trouver  l’ attraction  qu’un  cor- 
pufcule b placé  hors  d’une  fphère  exerce  fur  cette 
fphère  f en  fuppofant  la  même  loi  d’attraciion  que  ^ 
dans  le  Problème  précédent.  L’aétion  du  corpuf- 
cule b fur  l’élément  M m eft  évidemment  expri- 
mé par  "*‘Mm  ■ , Sc  parce  que  le  corpufcule  b at- 
1 xx-\~yy 

tire  également  & obliquement  l’arc  correfpon- 
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dant  N Q , la  force  du  corpufcule  b , que  nous  dé- 
fignerons  par  la  ligne  b M,  doit  fe  décompofer 
en  deux  forces  b P , MP,  celle-ci  eft  détruite  pat 
la  force  oppofée  N P qui  vient  de  l’aéfcion  que 
le  corpufcule  b exerce  lur  l’arc  N Q ; donc  b P eft 
la  feule  force  effeétive  avec  laquelle  le  corpuf- 
cule b agit  fur  l’arc  M m.  en  cherchant  la  va- 
leur de  M n ■ comme  dans  le  problème  procèdent, 
on  trouvera  que  l’a&ion  du  corpufcule  b fur  un 
élément  de  la  fphère  eft  comme  * ^ ; d’où 

a a 

on  conclura  que  par  rapport  à la  fphère  entière 

on  doit  avoir  Donc  le  corpufcule  b attire 
3 a a 

la  fphère , comme  fi  toute  la  matière  de  celle-ci 
étoit  raflemblée  à fon  centre,.  & réciproque- 
ment. On  voit  de  plus  que  la  fphère  & le  corpuf- 
cule s’attirent  de  maniéré  que  la  vîtefie  de  la 
fphère  pour  s’approcher  du  corpufcule  eft  à la 
vîtefie  avec  laquelle  le  corpufcule  tend  vers  la 
fphere  , comme  le  corpufcule  eft  à ia  fphère, 
ce  qui  s’accorde  avec  ce  principe  que  la  réaction 
ejl  contraire  & égale  à P action. 

\ Corollaire.  Donc  les  vîtefies  avec  lefquel- 
les  la  fphère  Sc  le  corpufcule  tendent  l’un  vers 
l’autre  font  en  raifon  inverfe  desmaftes;  dont 
ils  parcourront  des  efpaces  qui  font  dans  le  même 
rapport  ÿ donc  ils  fe  joindront  à leur  commun 
centre  de  gravité.  , . :•  i.  ' • » 

68.  Problème.  Déterminer  la  quantité  d'attrac- 
tion que  deux  fphères  A a B M , f g exercent  l’une 
fur  P autre..  Soit  b le  centre  de  la  fphère  fg  ; 
cette  fphère  attire  toutes  les  parties  de  l’autre , 
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de  la  même  manière  que  fi  route  fa  matière 
étoit  pénétrée  à Ton  centre  b ( 66  ) ; 8c  récipro- 
quement la  fphère  ABM  attire  chaque  partie 
de  la  fphère  / g,  comme  fi  toute  la  matière  de 
la  première  croit  raflemblée  au  centre  C;  donc 
ces  fphcres  s’attirent  comme  fi  elles  étoienc  des 
corpufcules  placés  en  i & en  C ; c’eft  - à - dire , 
en  raifon  direéfe  des  malles  & en  raifon  inver- 


- fe  des  qiurrés  des  diftances  au  centre  de  ces 
fphcres. 

Remarque.  Un  corpufcule  P (fig.  49)  placé  dans 
l’intérieur  d’une  fphère  creufe  demeureroit  eu 
reposée  n’auroit  aucune  pefanreur  : car  ayant  tiré 
les  lignes  que  repréfente  la  figure,  les  triangle^ 
u P A , B P M ont’  les  angles  en  P oppofés  au 
jfommec,  & les  angles  a & M appuyés  fur  le 
même  arc  A B ; donc  ces  triangles  font  fembla- 
bles  , 8c  dohnent  la  proportion  Au:  B M : : u P : 
P M.  Maintenant  fi  nous  fuppofons  les  arcs  Au', 
BM  infiniment  petits , ils  fe  confondront  avec 
leurs  cordes;  & fi  l’on  regarde  ces  arcs  comme 
les  diagonales  de  deux  figures  femblables  infini- 
ment petites  qui  forment  une  des  portions  infi- 
niment petites  de 'la  furface  intérieure  de  la  fphè- 
re,  ces  .figures  feront  en  xaifan  doublée  de  ces 


c C'A»)1  •-  (BM)1  - - : ' „ n.'’ 

arcs,  oc  ■ j r-—— exprimerourl  attraction  . 
(aP)  (PM)1 

que  ces  figures  exercent  fqr  le  point  P Mais  par- 

~rmm  . ,1’.  . _ 4 . £ . * w Ij’’" 

ce  que  A <z:BM::tfP:PM  , \ donc  ces 

- \ VV.h.-.K.:-  -A  ■ r - ->_p.  - PM  .... 

Jfigures  exercent  des  attractions  égales  & oppo- 

fées  fur  Je?  corpufcules  P ; donc  la  furface  annui- 
taire À uJüM  attirera  également  8c  de  toute  part 
v ” ‘ ' - Vie 
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le  corpufcule  P : il  en  fera  de  même  de  toute  la 
furface  creufe  ADMwa  A}  donc  le  corpufcule 
reliera  en  repos. 

Mais  fi  le  corpufcule  P efi:  placé  dans  une 
fphère  pleine  ( fig.  jo  ) , il  ne  fera  nullement  attiré 

Êar  les  parties  qui  font  aulîi  éloignées  ou  plus 
loignées  du  centre  que  le  corpufcule;  il  ne  fera 
donc  attiré  que  comme  fi  la  fphère  avoit  un 
rayon  - CP  ; c’eft-à-dire  que  l’attradion  fera 
proportionnelle  au  rayon  P C. 


69.  Problème.  Déterminer  le  mouvement  d'un 
corpufcule  A attiré  vers  C par  une  force  qui  fuit 
la  raifon  de  la  puijfance  m des  difiances  CA  {fig.  51). 
Soit  ACsæ.APsîïj  la  vîtelïe  au  point  P — ■ 
v.  Supposons  que  CE  =é  fou  la  diîlance  à la- 
quelle la  force  centripète  eft  égale  à la  force  de  la 
gravite  qui  dans  une  fécondé  peut  communiquer 
aux  corps  expofés  à fon  aétion  une  vîtelfe  2 g.  En 

faifanr  b m : C P : : 1 g ( vîrelfe  que  I’aétion  de  la  gra- 


vité peut  communiquer  dans  une  fécondé):  ^-ig 

_ (a  — x)mxg  6 

j on  aura  la  force  accélératrice 


an  point  P.  Mais  (t)  par  la  formule  vdv=pdx, 
onav</v  = (i”*)" 


h m 1 g- d *•  D’où  l’on  tire  v 1 

» + i 

( **4-,  C Lorfque  A P:=*  de- 


4g(.a  — x)m  +* 


vient  = o , 

Donc  v 1 ■ — 
Tome  V 


on  a y sa  o ; donc  C sa  ttllll, 

r n.,  (*+i)J* 

4g.Ça”+t  — — 

(*-f-  t)bm  j.  . y ! 

A a 
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Si  l’on  veut  trouver  le  tems  employé  à parcourir 

, dx 

AP  , on  fé  fer  vira  de  l’équation  dt  = — 

rfy.  v'CCib  + OJJJ Donc  ; =: 

x Vg-  VCûm+'  — (a-y)m+I] 

S ’ d*-V[(.  ? + '>£!] . Si  la  force  cen- 

i VgWL«m  + l-(a- + 
tripete  fuit  la  raifon  renverfée  des  quarrés  des 

diftances  > c eft-a*dire , fi  elle  eft  comme  ^ 

, . .fa-1  — (a  — *)-,\ 

on  aura  m= — i,v=V4  g'V\  —b—1  J* 

5c  le  tems  t fera  = S.  d x.  Solt  a~~ 

x=r,  ou  r -+-x  = a,  l’on  aura  d $ — dx  ==» 

, . _ V.  - -UVt  - 

o(*)»ou dï=dx;Sct  — YbVg-’ 

^ a S. ^-r = V/~*  [ A/«.  ver/  t 

i ^ yC  g — lbV8 

-V(-T— «)1  ,Sur5la  tigHeA'Ç  prifi» 

pour  diamètre  , décrivons  le  demi-cercle  A Alt , 
pour  avoir  P M = \/  ( a £ — - ? ? ) > ^ ^ arc  ^ ^ 

(■K)  On  mec  —dx  8c  non  pas  plus  dx  , parce  que  l 
croiflaiit , y diminue. 

(**)  Car  A étant  un  arc  de  cercle  dont  le  fînus  verfe 
. — x & .Je  rjyQn.:*=  r<*  , on  Ta«rar- la  -différentielle  de  cec 

arr==4  r “ à x . eI  Scétion  précédente  n*  jo). 

^(a*—>xx)  ■>  J 1 -•  ' 

Si  de'  cette,  différentielle  onrptrapflw  celle  de  )/{ax  — 

x x) . il  viend>ra‘  V(;-^^7)*  Donc  &c>  - ^ v 

C Ab 
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= hjïn.  verf.  £.  Le  rems  le  long  de  PC  fera 

V a 

(CM  — PM)  j & parce  qu’au  point 


16  y'  g 

A,  PM  eft=o,  le  tems  long  de  A C fera  = 

~^-j-*CMA.  Mais  le  tems  le  long  de  A P 

étant  égal  au  rems  le  Long  de  A C moins  le 

tems  le  long  de  PC,  fera  = — ^ a (AM  + 

V g 

PM). 

Soit  CE  le  rayon  de  la  Terre  = 19625751 
pieds,  CA  la  diftance  de  la  Lune  à la  Terre  = 
60.  CE.  Puifque  les  corps  céleftes  s’attirent  en- 
raifon  renverfée  des  quarrés  des  diftances,  il  fera 
aifé  de  trouver  le  tems  qu’un  corps  (irué  â la 
diftance  de  la  Lune  employera  à arriver  au 
centre  de  la  Terre  , en  fuppofant  que  la  force 
centrale  fuive  toujours  la  raifon  renverfée  des 
quarrés  des  diftances.  Car  b =C  E , le  demi-cercle 
décrit  fur  CA  = 1 848769000  pieds,  & g = 15.. 
Donc  le  tems  de  la  defcente  le  long  de  C A feroic 

C M A.  \f  a A MC.  ^ 60b  AMC  L 

zbV  S t b Ÿ LS  V b 

1848769000 


4430 

peu-près  { *) 


= 108664"  = 4 jours  1,9  heures  à 


(*>  Cela  auroit  lieu  en  fuppofant  .que  la  force  centrale. . 
fuivît  la  raifon  renverfée  des  quarrés  des' diftances  & la 
raifon  dire ftc  des  mafles  attirantes  ; mais  dans  l’intérieur 
dé  la  terre  cette  force  fuit  la  raifon  des  diftances  aiï’cejitre, 
comme  il  fuit  de  ce  qu'on  a dit  ci-deifus.  Ainfi  la  folu- 

Aa  2 
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Il  eft  aifé  de  voir  comment  il  faudroit  s’y 
prendre  pour  trouver  le  tcms  qu’un  corps  fitué 
à une  diftance  donnée  de  la  Terre  mettroit  à 
tomber  fur  fa  furface. 

70.  Problème.  Suppofant  que  l’on  connoît  exac- 
tement la  diftance  de  la  Lune  à la  Terre  3 les  majfes 
de  ces  Planètes  ; que  l* attraction  fuit  la  raifon 
renverfe'e  des  quarrés  des  dftances  & la  raifon  des 
majfes  attirantes  ; on  demande  un  point  fitué  entre 
la  Lune  & la  Terre  dans  lequel  un  corps  feroit  éga- 
lement attiré  par  ces  Planètes.  Soit  a la  diftance 
du  centre  de  la  Terre  à celui  de  la  Lune  , m la 
mafle  de  la  Terre , p celle  de  la  Lune  , x la 
diftance  du  centre  de  la  Terre  au  point  cherché , 
&:  a — x la  diftance  du  centre  de  la  Lune  au 
meme  point.  Puifque  l’attnaélion  fuit  la  raifon 
renverlce  des  quarrés  des  diftances  Sc  la  raifon 
direéte  des  maftes  attirantes  , l’on  aura  par  hy- 

pothèfe  ~ — - — 1 > & m {a  — x)  1 =px  1 3 

ou  m.  a a — iamx-+-miçx  = px1>  ou  ( m — 
p)x  1 — 1 amx  — — maa3  ou  en  faifantra — p— 
n , divifant  enfuite  par  n , complétant , prenant  les 

. am±a(\/  mm  — mit) 

racines  & tranfpofant , x= • 

des  deux  valeurs  de  x , celle  dont  le  radical 
a le  ligne  — réfout  le  problème  , dans  le  fens 
qu’il  eft  propofé  > la  fécondé  indique  un  point 
pris  au-delà  de  la  Luné  fur  le  prolongement  de 


tion  qu’on  vient  de  donner  ne  peut  être  exaéte  qu’autanc 
que  la  mafle  de  notre  globe  feroit  conçue  comme  con- 
centrée à fon  centre,  J 
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la  ligne  tirée  du  centre  de  la  Terre  à celui  de 
la  Lune  , dans  lequel  l’attradion  des  deux  Planètes 
eft  la  même. 

Si  m repréfentoit  la  mafte  du  Soleil , p celle  de 
Saturne  & a la  diftance  du  centre  du  Soleil  à 
celui  de  Saturne,  les  deul  valeurs  de  x indique- 
roient  deux  points  fitués,  l’un  fur  la  ligne  a qu’on 
fuppofe  tirée  du  centre  du  Soleil  à celui  de  Sa- 
turne & l’autre  fur  le  prolongement  de  cette  même 
ligne  & fitué  au-delà  de  Saturne  , dans  lefquels 
les  forces  attirantes  de  ces  aftres  feroient  égales. 

Si  on  fuppofoit  que  deux  luminaires  m & p 
éclairent  un  corps  fitué  fur  la  ligne  qui  pâlie 
par  leurs  centres  ; comme  la  force  de  la  lumière 
luit  la  raifon  renverfée  des  quarrés  des  diftances 
& la  raifon  direde  des  forces  des  luminaires  , fi 
l’on  fuppofe  qu’à  la  même  diftance  la  force  pour 
éclairer  dans  le  luminaire  m eft  à celle  du  lumi- 
naire p comme  m : p , les  points  cherchés  fe  trou- 
veront par  la  même  formule  que  ci-deftus,  Sc 
l’une  des  valeurs  de  x indiquera  un  point  fitué 
entre  m 8c  p , tandis  que  l’autre  défignera  un 
point  fitué  au-delà  du  luminaire  p que  je  fuppofe 
le  plus  foible. 


De  la  courbure  des  cordes . 

71.  Problème.  BAC  étant  une  corde  parfai- 
tement flexible  & fans  extenjîon  dont  les  bouts 
font  attachés  à la  lign^horïfontale  B C , trouver 
la  courbe  que  la  pe fantnir  fait  prendre  à cette  cor- 
de ( fig.  51).  11  eft  vifible  que  A étant  le  point 
le  plus  bas  de  la  courbe,  les  parties  B A , CA 
feront  égales  & cpe  chacune  fera  égale  à la  moi- 
tié de  la  longueur  de  la  corde  , il  n’eft  pas 
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moins  évident  quven  fuppofant  que  l’extrémité 
A de  la  partie  B A eft  attachée  en  A la  cour- 
bure de  l’arc  B A reliera  la  même  en  fuppofant 
qu’on  détruife  la  partie. AC.  Cela  pofé  , foit 
A P=£  , P D=.  d\ , P b — y,  B e — dy  — n b ; ti* 
rant  de  plus  la  vertical  B g & la  tangente  b M, 
nous  pourrons  fuppqfer  que  M g eft  la  force  qui 
éloigne  la  corde  A B de  la  verticale  Bg  ÿ Sc  br  ou 
B g la  force  qui  tire  un  point  quelconque  b félon 
cette  verricale  , laquelle  force  eft  égale  au  poids  de 
l’arc  A b que  nous  füppoferorrs  s=  u.  La  compo- 
lîcion  de  ces  deux  forces  fait  que  l’élément  B b 
prend  la  fuuation  B b.  Soit  la  force  M g — cl  (*) , 
les  triangles  femb!ables  Bbn,  BgM  donnent  «B  = 
dx  : bn  — dy  \:g  B ou  rb{ou  le  poidsa)  îMg  = 
, i a d x 

a.  Donc  adx  = u dy , ou  dy  = ( A ).  Mais  la 


corde  érant  fuppofée  homogène  dans  toutes  fes 
parties  , fa  pefanteur  eft  comme  fa  longueur , 
donc  alors  u pourra  exprimer  la  longueur  de  l’arc 
A b , & l’on  aura  du  — \/  ( dx1  -f-  dy  1 ) = 

^ (“  + ) > en  fubftituant  la  valeur 


de  dy  prife  de  l’équation  A.  Donc  u d u = 

d x \/  (uu-\- aa)  > dx  — — — ■ U<Lu - , * = 

• ' T ' v ( «u  -+-««  ) 

\/  ( u u — f—  aa)  3 omx  x — u u -+*  a a j u = 


( * ) En  attachant  l’extrcmité  A de  la  corde  B A à un 
fil  qui  palTcroic  fur  une  poulie  de  renvoi , Si  qui  porte- 
roit  un,  baflin  de  balance  à fon  autre  extrémité , on  pourra 
connoître  le  poids  qui  peut  retenir  la  corde  A B dans  la 
fituation  A B. 
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Subftituant  cette  valeur  de  u dans 


* ad  x , 

l’équation  A , on  aura  a y = ^ ^ ^equa- 

tion  de  la  courbe  cherchée. 

Si  dans  l’équation  u = \/  ( x x — a a ) , on 
fuppofe  l’arc  indéterminé  A /=  u = o,  on  aura 
x = a;  donc  l’origine  des  abfciffes  efl:  fituée 
au  point  N auquel  on  a AN  = a.  pour  conf- 
truire  l’équation  qu’on  vient  de  trouver  , je  la 
multiplie  par  la  quantité  a jfin  d’avoir  ady  = 

a<*x — , Mais  félon  ce  qu’on  dit  ci-deffus 
y (xx  — a a)  -1 

(Sedion  11  , n°.  11  ) — a a^x défiene  un 

x ' zV(xx-aa)  b 

fedeur  d’une  hyperbole  équilaterre  dont  la  moi- 
tié du  premier  axe  = tf.  C’eft  pourquoi  je  décris 
fur  A N prife’pour  demi-premier  axe  l’hyperbole 
équilaterre  F A tirant  la  droite  N F , j’ai  le  double 
du  fedeur  NAF  égal  S .ady  = a y.  Menant 
l’indéfinie  N m parallèle  à A g & faifant  le  rec- 
tangle A gm  N égal  au  double  du  fedeur  NAF, 
A g — N m fera  = y de  le  redangle  fera  — a y. 
Prolongeant  chaque  ordonnée  i P de  l’hyperbole 
jufqui  ce  qu’elle  rencontre  en  i»  chaque  ordonnée 
correfpondanre  R r du  redangle  , le  point  b fera 
à la  courbe  cherchée.  En  effet  , en  partageant  le 
fedeufcSc  le  redangle  en  un  même  nombre  d’é- 
lémens  , on  auta  chaque  élément  m^Rr;  ou 
g m.  /nR  = g m.  n b = g m.  dy  = a d y toujours 
double  de  l'élément  correfpondant  N i F du  fec- 
teur  hyperbolique  dans  l’élément  duquel  on  fait 
PD  = ii'x  & N A=a.  Donc  on  aura  toujours 

A a 4 • 
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z a a dx  a ad  x 

ady  = — — = — , & dy  =s 

J zy/(xx — aa)  V(xx — aa)  J 

û d.X 

—j- — — : » équation  qu’on  vouloit  conftruire  (*). 

Remarque.  De  l’équation  x x =■  uu-\- aa  > 
on  tire  uu  = x x — aa  j donc  en  fuppofant  que 
B A moitié  de  la  corde  donnée  foit  = c , on 
aura  cc  = xx — aa,  ce  qui  fera  connoître  la 
valeur  D N de  1’abcifle  correlpondante  , & par 
conféquent  l’origine  N des  abeilles.  • 

De  quelques  mouvemens  dans  les  ügnes  courbes 
& de  la  figure  de  la  Terre. 

71.  Problème.  Trouver  le  tems  de  la  deficentc 
d'un  corps  mis  en  mouvement  par  P action  de-ia  gra- 
vite' le  long  d’fin  arc  quelconque  h A de  cyctoïdc 
(fig-  5 3)*  Ayant  tiré  la  ligue  AD  perpendicu- 


( * ) Si  l’on  fait  d x *=  o , on  aura  le  point  le  plus  bas 
de  la  courbe  , &:  alors  xx  — a a = o Sl  x — a. 

Si  l’on  fait  attention  que  xx- — a a eft  le  produit  des 
abfciflcs  comptées  du  centre  d’une  hyperbole  dont  l’axe 
des  * = za,  on  pourra  fubftitucr  x x -+-  1 a x à la  place  de 
xx — aa,  puifque  c’eft  la  même  chofe  que  fi  on  prenoit 
, - « d * 

I origine  des  x au  fommer , & alors  dy 


= ±aL. 


-zax) 

-f-  A f + V (**-+ - za  x) 


• C’eft  peur- 


SC  y 

x **  / 

quoi  dans  ce  cas  l’axe  des  * coupe  les  doubles  ordonnéft  en  par* 

lies  égales  5 & alors  S.  y /(d  * * -f-  dy 1 ) =S.  -7- ~ C 

\/{iax-{-xx) 

— V Cïax-^-x x)  ; ainfi  la  chaînette  ou  la  caténaire  eft 
reélifiable.  Avec  un  peu  d'attention  il  eft  aifé  de  voir  que 
. 1®  chaînette  eft  la  même  que  la  ligne  des  cofinus  hyper- 
boliques. 
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laire  au  diamètre  B A du  cercle  générateur , on 
décrira  fur  D A prife  pour  diamètre  la  demi-cir- 
conférence AND,  & ayant  mené  les  lignes 
qu’on  voit  dans  la  figure  , je  fais  le  diamètre 
AB  = DA  = u,  DP  = a:  & par  confé- 
qusnr  AP=ir— x,  P p=f  m=i=d x > le  rems  que 
le  mobile  employé  à parcourir  l’arc  indéfini  M A 
= r,le  tems  employé  a parcourir  l’arc  M m — dt. 
De  plus  la  vîtefle  acquife  en  parcourant  l’arc  h M 
fera  comme  la  racine  de  la  hauteur  DP,  ou  fera 
s=  y/  x.  Or  la  tangente  MT  de  la  cycloïde  eft: 
parallèle  à la  corde  A F ( feékion  première  , n°. 
13);  donc  les  triangles  M f m , P F A font  fem- 
blables  8c  donnent  M m : m f : : F A : P A.  Mais 
par  la  nature  du  cercle  AB:AF::AF:APj 
donc  AB:FAouFA:AP::y'AB  : ^APj 
donc  M m:  mf  : : \/z  a :\/(i  r — #)  ; doncM  m — 

—y — — , en  fubftituant  la  valeur  de  m f. 

%/ C 

Mais  le  tems  le  long  de  M m étant  exprimé  par 
dt  8c  la  vîreffe  par  y'  x , on  aura  M m = d t.ÿ  x, 
m M 


ou  dt—  — 
y x 1 

M m y d t = 


donc  en  fubftituant  la  valeur  de 

d x\/  z a z r.d  x ^ z a 


V(zrx — xx)  zr.^(zrx — **). 
Mais  la  différentielle  N n de  l’arc  D N eft  = 

rdx  J.DN.i  y'  z a 

-7- : donc  dt  — , & en 

%/  ( z rx—  xx)  1 zr 

• , D N.  1 y'  z a 

intégrant , t = - 


z r 


Exprelîîon  du  tems 

cherché  le  long  de  l’arc  h M. 

Si  c défigne  le  tems  de  la  defcente  le  long  de 
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de  l’arc  h A , l’arc  D N deviendra  la  demi- 

circonfcrence  DNA,  8c  l’on  aura  alors  / =s 

D N A.  i.  * a r-\  • r / n 

■ • Donc  puilque  2.  y 2 a elt  une 

quantité  confiante  le  rems  t fera  proportionnel  à 

DNA  DNA  . . ,,  , 

= : de  meme  le  rems  le  long'  de 

2 r D A ’ 0 


la  demi-cycloïde  C A fera  comme  • Ainfi  les 

• B A 

tems  le  long  de  difFérens  arcs  cycloïdaux  font 
toujours  comme  le  rapport  de  la  demi-circonfé- 
rence d’un  cercle  à fon  diamètre  ; donc  ces  tems 
font  égaux  , c’eft-à-dire  qu’un  corps  quelconque 
qui  fe  meut  le  long  d’une  cycloïde  par  l’aâion  de 
la  gravité  dans  un  milieu  fans  réfiftance  parvient 
au  point  le  plus  bas  A dans  le  même  tems,  fôit 
qu’il  parte  de  C ou  de  M. 

Corollaire.  Puifque  le  tems  de  la  defcente 


Il  J I*  1 K CL  DN  A* 2-  Vr  1 a 

le  long  de  1 arc  «A  elt  t ;== — , on 


aura  2 r;  DNA::  2.  \/  2 a:  tÿ  mais  x.  y'  2 a =5 


— V- — ; donc  2 r : : D N A : : -r—, ’•  t-  De  plus 

iVn  ’ i V 2.  a r • . 

- y/  2 a repréfente  la  moitié  de  la  vîtefle  qu’un 
corps  acquéreroit  en  tombant  le  long  du  diamè- 
tre B A j donc  en  fuppofant  ce  tems  = T , on 


aura  2 a — T.  I 2 a , ou  T 


t V i <* 


j donc 


en  fubftituaht , la  derniere  proportion  devient 
2 r : D NA:  :T:f.  C’eft  pourquoi  le  tems  le  long  d’un 
arc  quelconque  de  cycloïde  elt  au  rems  de  la  chute 
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libre  d’un  corps  le  long  du  diamètre  du  cercle 
générateur  comme  la  demi-circonférence  d’un  cer- 
cle eft  à fon  diamètre  ; ainfi  ces  deux  tems  font 
en  raifon  confiante , ce  qui  nous  apprendroit  fi 
nous  ne  le  fçavions  déjà , que  tous  les  arcs  d’un 
cycloïde  comptés  depuis  le  point  A font  parcou- 
rus en  tems  égaux. 

O 1 » 

On  appelle  courbes  tautochrones  celles  dont  les 
arcs  grands  ou  petits  font  parcourus  dans  le 
même  tems;  ainfi  la  cycloïde  eft  une  courbe  tau- 
tochrone , en  fuppofant  que  le  milieu  eft  fans 
réfîftance. 

Remarque.  Si  A C ( fig.  54  ) eft  fuppofée  une 
demi-cycloïde  égale  à la  demi-cycloïde  A V = 
V B = C B ; qu’on  fufpende  au  point  C un  pen- 
dule P avec  un  fil  dont  la  longueur  foit  = ATC, 
le  poids  P féparera  peu-à-peu  le  fil  PTC  de  la 
cycloïde  AC,  étant  parvenu  dans  la  fituation 
C V , il  lui  fera  envelopper  la  dgmi-cycloïde  CB, 
& le  poids  P ofcillera  de  cette  maniéré  dans  la 
cycloïde  A V B , par  le  moyen  de  deux  lames 
cycloïdales  CA  & CB  , qui  doivent  être  fort 
polies  & fans  reftort , afin  de  ne  point  troubler 
l’hyfocronifme  des  vibrations  du  pendule  par  le 
frottement  ou  par  l’élafticité.  Ayant  tiré  les  li- 
gnes qu’on  voit  dans  la  figure  ; par  la  propriété 
de  la  cycloïde  , la  demi-cycloïde  A C eft  = i.AE 
= CV,  & l’arc  A T eft  égal  à la  longueur  T P 
du  fil  qui  enveloppoit  cet  arc  lorfque  le  corps 
P croit  en  A ; or  A T eft  égal  au  double  de  la 
corde  A/;  ( Seétion  fécondé,  n°.'  31)  ; donc 
P T = 2.  Af=s  2.  h T ; car  h T eft  parallèle  à 
A / ( Seélion  première  , n°.  13  ) & la  figure 
/ T h A eft  un  parallélogramme.  Donc  h P = 

F 
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h T.  De  plus  l’arc  circulaire  A / eft  égal  à l’or- 
donnée / T = A h y 8c  à caufe  de  A D = A /E , 
on  doit  avoir  DA  = E/=MV  : car  les  arcs 
A F , D M appartenans  à des  cercles  égaux  & étant 
compris  entre  les  parallèles T/&  A h,  AD&PM 
également  éloignées  , font  néceflairement  égaux  j 
donc  /E=M  V,  Mais  les  angles / A h , M D h 
ont  pour  mefure  , le  premier  la  moitié  de  l’arc 
A/,  & le  fécond  la  moitié  de  l’arc  M D jdonc 
ces  angles  font  égaux  & les  lignes  / A ; D M 
font  parallèles  j ainfi  la  figure  h D MP  eft  un  pa- 
rallélogramme, 8c  l’on  a P M =h  D=  M V , 
c’eft-à-dire  que  l’ordonnée  P M eft  égale  à l’arc 
circulaire  V M correfpondant.  Donc  la  courbe 
A P V eft  une  demi-cycloïde  produite  par  le  dé- 
veloppement de  la  demi-cycloïde  = C A ; donc 
la  développée  d’une  cycloïde  eft  encore  une  cy- 
cloïde , ce  que  nous  avons  démontré  d’une  autre 
maniéré  ( Section  première,  n°.  106  ).  Donca°. 
un  pendule  qui  «ofcille  entre  deux  lames  cy- 
cloïdales  AC,  CB  , dont  chacune  eft  égale' à. 
la  longueur  du  fil  de  ce  pendule  fait  fes  ofcil- 
lations  dans  une  cycloïde  ; donc  30.  les  vibra- 
tions d’un  tel  pendule  font  d’égale  durée. 

Corollaire.  Puifque  la  demi-cycloïde  A V 
eft  produite  par  le  développement  de  la  demi- 
cycloïde  A C,  & que  par  la  même  raifon  la 
demi  cycloïde  V B,  eft  produite  par  le  dévelop- 
pement‘de  la  demi-cycloïde  B C,  il  eft  évident 
que  C V eft  le  rayon  de  la  développée  au  point  V 
de  la  cycloïde  AV  B.  3 donc  fi  du  point  C comme 
centre  avec  un  rayon  Ç V , on  décrit  un  petit 
arc  circulaire  V N , il  fe  confondra  avec  l’arc 
conefpondant  de  la  cycloïde  , 8c  puifque  les  arcs 
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cycloïdaux  font  parcourus  en  tems  égaux  , un 
pendule  qui  décrira  des  petits  arcs  circulaires  les 
décrira  en  tems  égaux , ce  que  nous  avons  dé- 
montré ci-deftus  d’une  autre  maniéré.  De  plus 
nous  avons  dit  que  le  tems  delà  defceutc  le  long 
d’un  arc  de  cycloïde  étoit  au  tems  de  la  defcen- 
te  le  long  du  diamètre  du  cercle  générateur  com- 
me la  demi-circonfcrence  d’un  cercle  eft  à fon 
diamètre;  donc  puifque  le  diamètre  D V eft  la 
moitié  du  rayon  CV  , que  le  tems  le  long  de 
D V eft  la  moitié  de  celui  qu’il  faut  pour  par- 
courir z.  C V ou  le  diamètre  du  cercle  dont 
le  rayon  eft  C V , & que  le  tems  le  long  d'une 
corde  V N d’un  arc  V N fuppofé  circulaire  eft 
égal  au  tems  le  long  du  diamètre  du  cercle  au- 
quel appartient  cet  arc,  il  s’enfuit  i°.  que  le 
rems  d’urfe  vibration  entière  dans  un  arc  de  cercle 
fort  petit  eft  au  tems  de  la  chute  le  long  du  demi- 
rayon  de  ce  cercle  , comme  la  circonférence  eft  au 
diamètre  , & le  tems  de  la  chute  le  long  d’un 
petit  arc  circulaire  N V eft  au  tems  de  la  chute 
oblique  le  long  de  la  petite  corde  VN,  comme 
la  demi-circonférence  eft  au  double  du  diamètre.  x 
Remarque.  Par  le  méchariique  élémentaire  on 
fait  que  le  tems  de  la  chute  le  long  des  plans 
inclinés  de  meme  hauteur  , font  en  rai  fon  des. 
longueurs  de  ces  plans  ; cela  pofé  , fuppofons  que 
l’arc  VN  eft  un  arc  circulaire  infiniment  petit , 
les  tangentes  V g Sc  g N pourront  être  considérées 
comme  égales  à la  corde  N V.  De  plus  ces  tan- 
gentes font  égales  ; donc  on  aura  V N = 1.  N g , 

& parce  que  V g eft  horifonrale  , en  confidéranc 
NV  & N^  comme  des  plans  de  même  hauteur, 
le  tems  le  long  de  N V fera  double  du  tems  le 


\ 
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long  de  N^.  Maintenant  le  corps  étant  fuppofé 
parvenu  en  g , il  décrira  la  ligne  horifonrale  g V 
s==  g N avec  un  mouvement  uniforme  & dans  un 
tems  fous- double  de  celui  qu’il  a employé  à par- 
courir ^N.  Si  donc  on  fait  ce  dernier  tems 
T , le  tems  employé  à parcourir  N g fera 
= i T ; donc  le  tems  employé  à parcourir  N g 
-\-g  V fera  = 3 T.  Mais  le  tems  le  long  de  NV 
doit  être  double  de  celui  que  le  corps  employé  à 
parcourir  N g ; donc  ce  rems  =4  T,  ainfi  le 
tems  employé  à parcourir  les  deux  tangentes  eft 
au  tems  employé  à parcourir  la  corde  N V , com- 
me 5 : 4 } ce  n’eft  donc  pas  la  même  chofe  de 
fuppofer  qu’un  corps  parcourt  la  corde  , ou  l’arc, 
ou  les  tangentes,  lorfque  l’arc  eft  infiniment  pé- 
rit , ce  qui  fait  voir  l’erreur  de  ceux  qui  concluent 
qu’un  arc  circulaire  fort  petit,  eft  décrit  dans  le 
même  tems  que  la  corde  , àcaufe  qu’il  fe  confond 
avec  fa  corde  (*). 

Nous  avons  vu  que  le  tems  t de  la  defeente  d’un  corps 
le  long  d’un  arc  cycloidal  eft  au  tems  de  la  chiite  libre 
le  long  du  diamètre  du  cercle  générateur  , comme  la 
demi  circonférence  eft  à fon  diamètre.  Si  donc  on  fup- 
pofe  = c la  demi  - circonférence  d'un  cercle  dont  le 
rayon  = 1 , b le  diamètre  du  cercle  générateur  , \ le  tems 
le  long  de  ce  diamètre , on  aura  1 : c : : ç : t =3 


(*)  On  fait  par  la  méchanique  élémentaire  que  toutes 
les  cordes  d'un  cercle  qui  aboutiflent  aux  extrémités  du 
diamètre  vertical  font  parcourues  dans  le  même-rems  que 
le  diamètre,  & par  conféquent  eu  tems  égaux.  Keil,  Pa- 
rent & d’autres  ont  conclu  que  les  petits  arcs  d’un  cercle 
dévoient  être  parcourus  dans  des  tems  égaux,  parce  que  la 
corde  devient  à la  fin  égale  à l’arc  ; mais  quelque  petit 
que  foie  l’arc  , fa  pofition  n’eft  jamais  la  même  que  celle 
de  la  corde  : car  l’arc  s’écarte  toujours  de  la  corde  vers 
fon  milieu. 
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Mais  fi  g repréfente  l’efpace  que  la  gravité  peut 

faire  parcourir  dans  une  fécondé  dans  un  certain  lieu 
de  la  terre  ; comme  les  efpaces  que  cette  caufe  fait 
parcourir  font  comme  les  quarrés  des  tems  , on  aura 
g-.  1" (quarré  d'une  que  nous  regarderons  comme 
l'unité  de  tems)  : :?*  (quarré  du  tems  employé  à par- 
courir le  diamètre  b)  : b.  Ainfi  1 1 1"  = { 1 (à  caufe 

b 

de  1"  fuppofé  = 1)  eft  = — , & { = Mais 

b eft  la  moitié  de  la  longueur  d’un  pendule  circulaire 

3ui  feroit  de  petites  ofcillations  ifochrones  ou  de  même 
urée  que  celles  du  pendule  cycloidal  ; donc  en  ap- 
pelant a la  longueur  d’un  tel  pendule  , on  aura  b = 
a c yJ  a 

2 , & f =0  — — j d’où  Ion  tire  t — 7 • — • Tel  eft 

2 Vz-g  1 V'z-g 

le  tems  de  la  dcmi-vibtation  d’un  pendule  dont  la  lon- 
gueur eft  = a.  Si  donc  ï repréfente  le  tems  d’une 
vibration  entière  d’un  pareil  pendule  , 011  aura  t =» 

V* 


Corollaire  De-Ià  il  fuit  que  les  tems  des  petites 
vibrations  des  pendules  font  en  raifon  directe  des  ra- 
cines des  longueurs , & en  raifon  inverfe  des  racines 
des  forces  accélératrices  qui  les  font  mouvoir.  Si  donç 
on  fuppofe  cette  force  confiante , les  tems  des  vibrations 
feront  comme  les  racines  des  longueurs  des  pendules. 

Si  dans  un  certain  lieu  de  la  terre  les  corps  defeen- 
dent  dans  une  fécondé  delà  hauteur  de  if.i  pieds  dans 
une  fécondé  , car  la  force  de  la  gravité  n’cft  pas  la 
même  par- tout , comme  tout  le  monde  le  fait,  on  aura 
g==ïf.  1.  Mais  en  fiippofant  le  rayon  — 1 , l’on  a e = 
3. 141.  Cela  pofé , i!  fera  facile  de  trouver  la  longueur 
d’un  pendule  qui  feroit  fes  vibrations  dans  une  fécondé  : 

• . - V u 1 Vu 

car  l’équation  t—c  t deviendra  l =■=  > d’od 

xg  V 

t»  Jl  _ - - . - ■ 


l’on  tire  a — 


3.O61. 
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Réciproquement:  fi  l’on  çonnoît  U jfs&tjgucur;  -'âvm 
pendule  qui  fait  .fis  vibration  dansfy^f&tftyie  ‘f  £ft. , 
trouvera  facilement  l’efpace  g qqe  la  jgrk^iç^  fait”  par** 1 . 

r » V * 'éLC1^"  * ! 

courir  aux  corps  dans  le  même-  tettis'j  ' <*»r  #=*=  ' 

; V * v ■ wVf‘  V ri-  ,.  - #; 

^ CL  *è  ' *.■  " * ■ /-v  * . /;• 

De  ce  que  t = c , il  fuit  que  plus  ïa' force  g 

eft  petite  plus  le  tems  eft  long  , de  maniéré  que  le 
tems  eft  en  raifon  inverfe  foudoublée  de  la  force  accé- 


ü- J 


lératrice  , lorfque  a eft  confiant.  Soit  t le  tems  d'une 
vibration  du  pendule  dont  la  longueur  = a,  T celui 
du  pendule  dont  la  longueur  = b , N le  nombre  de 
vibrations  du  premier  pendule  dans  un  tems  donné 
dans  une  heure , par  exemple , « le  nombre  des  vibra- 
tions du  fécond  pendule  dans  le  même  tems , il  eft 
clair ’que  plus  le  nombre  des  vibrations  d'un  pendule 
fera  grand  dans  un  tems  donné,  plus  le  tems  a’e  cha- 
cune fera  court.  Donc  les  nombres  N & n feront  en 


raifon  inverfe  de  t & T } mais  en  fuppofanr  g confiant 
( comme  on  le  fait  ici)  t : T : : y/ a : V***  Donc  on 


aura  N : » : : — : ^ : V i : V a-  D’oil 

l’on  tire  N1  : n 1 : : b : a , 8i  b =•  — — • Donc  fi  on 

n z 

connoît  la  longueur  a d’un  pendule  qui  fait  un  certain 
nombre  N de  vibrations  dans  un  tems  donné , on  aura  par 
cette  équation  la  longueur  du  pendule  b qui  doit  faire  le 
nombre  n de  vibrations  dans  le  même  tems. 


Si  T=  r , l’on  aura  N : n : : yf  b : ^ a ; c’eft-à-dire , 
que  le  nombre  des  vibrations  de  deux  pendules  font 
en  raifon  inverfe  foudoublée  de  leurs  longueurs,  ou  font 
en  raifon  inverfe  des  racines  de  leurs  longueurs. 

Nous  avons  dit  ci-devant  que  la  gravité  n’étoit  pas  1* 
même  par-tout.  Un  Phyficien  qui  demeure  dans  les  monta- 
gnes du  Valais  a trouve  qu’une  excellente  pendule  à fécon- 
dés placée  à toifes  de  hauteur  s’eft  accélérée  en  90 
jours  de  20'  22"  j que  la  même  pendule  à 210  toifes  de  hau- 
teur 
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.teur  s’eft  accélérée  de  1 f *'  en  17;  jours  ; & qu’enfin 
a 847  toiles  elle  seft  accélérée  en  61  jours  de  xi'  t" 
(voyez  le  Journal  des  Beaux-Arts,  décembre  1771  J. 

Il  fuivroit  de-la  que  la  pefanteur  eft  augmentée  à peu- 
pres  en  raifon  de  l’élévation,  tandis  que  félon  la 
théorie  ordinaire  elle  doit  être  en  raifon  inverfe  du 
quarré  de  la  diftance  au  centre.  Mais  ne  peut- on  pas 
loupçonner  que  la  denfité  dé  ces  .montagnes  eft’ plus 
grande  que  celle  des  couches  placées  à la  furface  de 
la  terre , & que  c.’eft  cet  excès  qui  a produit  l’accélé- 
ration dont  on  vient  de  parler? 

Si  nous  en  croyons  M.  Bouguer  le  pendule  à fécon- 
dés doit  etre  pour  la  latitude  de  Paris  de  440.  67  li- 
gnes, & fous  l’équateur  au  niveau  de  la  rqer  de  459  21 
Mais  à Quitto,  ville  fituée  au  deffus  du  niveau  de  là 
111er  d'environ  i466toifes , ce  pendule  doit  avoir  428  88 
randis  que  fur  le  mont  Pichincha  élevé  de  2434  toifes 
au- deffus  du  niveau  de  l’Océan,  cette  longueur  n’eft  que 
je  419.69  lignes.  A Rome  , félon  les  déterminations 
des  Peres  Lcfeur  & Jacquier  la  longueur  du  même 
pendule  a 440.3888  lignes. 

La  pefanteur  n eft  donc  pas  la  même  dans  tous  les 
lieux  de  notre  globe  : ce  qui  vient  principalement  de  ce 
que  la  terre  en  tournant  fur  fon  axe  comunique  aux  corps 
places  fur  fa  furface  une  force  centrifuge  qui  diminue  leur 
tendence  vers  fon  centre,  & cette  force  va  en  décroif- 
fant  de  l'équateur  aux  pôles  où  elle  eft  nulle. 

7).  L a rotation  de  la  terre  fur  fon  axe  doit  non-feule- 
ment diminuer  la  gravité  des  corps  fïtués  fur  fa  fur-  * 
face  entre  les  pôles  &c  l’équateur , elle  doit  encore 
(en  fuppofant  notre  globe  fluide)  lui  donner  la  figure 
d un  eilipfoide  : car  fi  un  amas  de  matière  homogène 
& fluide  eft  animé  d’une  force  d’attj-aPion  qui  pouffe 
les  parties  les  unes  vers  les  autres  , les  particules  les 
plus  proches  du  centre  s’approcheront  les  unes  des 
, autres  , en  s’arrangeant  félon  une  forme  fphérique 
puifque  les  attrapions  de  ces  parties  font  égales  en^ 
tr’elles.  Les  autres  parties  les  plus  proches  doivent  aufil 
évidemment  s’arranger  autour  des  premières  en  for- 
mant une, couche  fphérique  8e  ainfi  de  fuite;  de  forte 
qu’il  en  réfultera  une  fphère.  Mais  fi  cette  fphère  vient 
Tome  F.  B b 
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à tourner  autour  de  Taxe  A a ( fig.  y y ) avec  une  cer- 
taine vîteffe,  je  dis  qu'elle  s’allongera  vers  l’équateur, 
8c  formera  un  ellipfoïde  ; car  ayant  tiré  N P perpen- 
diculaire à l’axe  A a,  8c  décompofant  la  force  CM 
qui  pouffe  la  particule  M vers  le  centre  C,  en  M P 8c  M p, 
l’une  perpendiculaire  à l’axe  A u , ?c  l’autfè  parallèle 
au  même  axe,  la  force  PM  (du  point  M)  félon  MP 
fera  à la  force  centrifuge  du  point  D comme  P M : 
C D ( voyez  ce  que  nous  avons  dit  fur  les  forces  cen- 
trales dans  nos  Inftitutions  Mathématiques,  fécondé  édi- 
tion ).  Ainfi  l’allongement  de  PM  fera  à l’allongement 
de  C D comme  PM:  CD,  8c  l’on  aura  PM  : CD 
: : 1>M+MN=PN;CD+DB  = CB.  Mais  fi 
fur  un  mêmei  axe  on  décrit  un  cercle  Sc  une  ellipfe, 
les  ordonnées  du  cercle  font  proportionnelles  à celles 
de  l’ellipfe  (Seétions  coniques)}  donc,  la  courbe  ABa 
eft  elliptique  8c  le  folide  qu’elle  engendre  eft  un  ellip- 
foïde. ' • . 

Si  l’on  conçoit  que  lorfque  la  fphère  fluide  com- 
mence à' tourner  , on  lui  ajoute  de  la  nouvelle  matière 
MN  , BD,  8cc.  de  maniéré  que  la  matière  ajoutée 
puiffe  par  fon  poids  refpe&if  compenfer  la  force  cen- 
trifuge des  particules  M,  D,  8c c.  Il  eft  vifible  que  la 
fphère  fe  changera  de  même  en  un  ellipfoïde  dont  toutes 
les  parties  feront  en  équilibre  les  unes  par  rapport 
aux  autres  , & dans  ce  cas  on  n’aura  pas  befoin  de 
fuppofer  que  les  colonnes  PM,  CD  &c.  s’allongent 
par  l'aâion  de  la  force  centrifuge. 

Dans  un  fphéroïde  fluide  8c  elliptique  la  direélion 
de  la  gravité  doit  néceffairement  être  par-tout  perpen- 
diculaire à fa  furface  ; car  fans  cela  les  parties  fluides 
ne  fauroient  être  en  équilibre  , 8c  un  corps  fitué  fur 
Ja  furface  ne  fauyoit  relier  en  repos , mais  il  defeen- 
droit  vers  les  parties  les  plus  baffes.  On  doit  donç 
conclure  que  la. direction  de  la  gravité  fur  les  furfaceî 
des  planètes  eft  perpendiculaire  à leur  furface  > 8c  que 
fi  la  terre  a été  originairement  fluide,  elle  a dû  prendre 
en  tournant  fur  elle-même  la  figure  d'un  fphéroïde 
renflé  vers  l’équateur  Sc  applati  vers  les  pôles. 

- En  fuppofant  que  la  terre  eft  un  fphéroïde  elliptique 
i}ui  différé  très-peu  d’une  Iphère  , les  degrés  du  méri- 
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dien  , en  allant  de  l'équateur  vers  les  pôles,  feroient  en 

raifon  triplée  des  perpendiculaires  Q R ( fig.  j6  ) ; en  effet 

les  arcs  femblables  , c’eft-à-dire  , d’un  même  nombre 

de  degrés  font  proportionnels  à leurs  rayons.  On  peut 

donc  fuppofer  que  des  arcs  d’un  .feul  degré  dans  un 

fphéroide  très  - peu  différent  d’une  véritable  fphère 

font  proportionnels  à leurs  rayons  ofculateurs  : or 

félon  ce  que  nous  avons  dit  ( Seétions  Coniques  n°.  J7  ) 

dans  l'ellipfe  & l'hyperbole  les  rayorts  ofculateurs 

, , , M 5 a 1 

fônt  en»  eux  comme  les  — , M étant  la  normale, 

0 4 

a le  premier  & b le  fécond  demi-axe  ; "donc  puifque 
a & b font  des  confiantes , il  eft  viiible  que  les  rayons 


ofculateurs  font  comme  les  M 5.  Mais  V C ou  xx  = 

a a 

"JJ  (bb — yy),  la  fous -normale  RV  étant  =* 


bbx 

— - j donc  R V 4 = 

a a 


64  X* 

~a~4~ 


b 4 
a 1 


bb 

— yj-,&RQ‘ 


— RV*  -+-  VQ4  = — — y y -f-  y 4.  Mais  au 

fommet  A du  grand  ’ axe  l’on  a y = o , tandis  qu’au 
fommet  D du  petit  axe  y eft  ta  b j donc  au  fommet  du 

b 4 '■  * 

grand  axe  , Q R 4 = — ; mais  au  fommet  du  petit 
QR  eft  = £/i;  donc  au  fommet  du  grand  axe  le  rayon 
Pfculateur  fera-  repréfenté  par , & au  fommet  du 

a 

a a b b a a 

petit  par  — • Or  — : a : : h : -y  } c’eft-à-dire  , que 

dans  un  tel  fphéroïde  le  rayon  ofculateur  au  fournie» 
du  grand  axe , le  demi-grand  axe  le  demi-petit  axe  , 
& le  rayon  de  courbure  au  fommet  du  petit  axe  font 
en  proportion  géométrique.  11  eft  vifible  encore  que 
les  longeurs  de  l’arc  d’un  degré  du  méridien  à l’équa- 
teur , & de  l'arc  d’un  degré  au  pôle  font  eptr’elles 

Bb  a 
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bb 

comme  — 
a 


a a 
~b 


: ; h 5 : a* , c'eft-  à - dire , comme  les 


cubes  du  petit  demi-petit  axe  au  cube  du  demi-grand 
axe.  De  même  la  longueur  de  l’arc  d’un  degré  du  mé- 
ridien fous  l’équateur  fera  à la  longueur  d’un  arc  fem- 

bb 

blable  de  l’équateur  comme  — : a::  b b : a a , c’eft- 


à-dire,  comme  le  quarré  du  petit  demi-axe  à celui  du 
demi- grand  axe  du  fphéroïde. 

Cela  pofé  , par  des  mefures  affez  exactes  le  degré 
du  méridien  fous  l'équateur  etl  d’environ  {67?$  toifes, 
& fi  l'on  fuppofe  que  le  degré  de  l'équateur  eft  d’envi- 
ron 57147  toifes  , & qu’on  faffe  le  demi-axe  de  230, 
dont  le  quarré  eft  51900  , pour  avoir  la  proportion 
567^5  : $7187  ::  52900:  *,  on  trouvera  x égal  au  quarré 
de  131.  Ainfi  dans  cette  fuppofition  l’axe  de  la  terre 
eft  à celui  de  l'équateur,  comme  230:  231.  Voici  une 
table  qui  fera  connoître  le  fonds  que  l’on  peut  faire 
fur  cette  théorie. 


Degrés  du  méri- 
dien. 

Au  Pérou , 

En  Afrique, 
En  Italie , 

En  France , 

En  Italie , 

En  Allemagne, 
En  France, 

En  Angleterre, 
En  Laponie , 


Latitude. 


K 

43°- 

44° 

47° 

49 

53° 


iS' 

l' 

s 


Degrés  Degrés 
calculés,  mejurés 


66°.  2o' 


56  753 
56976 
57097 
Î7l°4 
57IZO 

57M7 

57179 

572-2-5 

57374 


56753 

57037 

56979 

57048 

57069 

57091 

57°74r 

57300 

57400 


Différen- 

ces. 


— 6t. 

*+-  1 18. 

+ f6. 

■+■  5«* 

-f-  66. 

4-  I04r« 

— 75- 

— 1 6. 


’ En  fuppofant  cette  table  exaéte , on  en  conclura  fa- 
cilement que  la  différence  du  degré  du  méridien  au 
pôle  tic  à l’équateur  eft  de  740  toifes,  le  demi-diametre 
ou  le  rayon  de  l'équateur  de  3180108  toifes  , le  demi- 
axe  de  la  terre  de  3165909  toifes  î la  différence  de 
hauteur  de  la  terre  au  pôle  & a 1 equateur  étant  de 
14199  toifes.  . - ■ 
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Si  l’on  fuppofe  que  le  demi- grand  axe  différé  du 
demi-petit  axe  de  la  petite  quantité  p , on  aura  a = 
b -+-  p , a * — b 1 ib  p J en  négligeant  p 1 qui  ell 
une  quantité  très  petite  par  rapport  à b.  Donc  la  va- 
leur de  QR  trouvée  ci-deflus  deviendra  QR  =* 


b 4 — b1  y y 
b1  -\-i  bp 


y 


b1  — 2 bp 


Mais  dans 


un  fphéroïde  très-approchant  d’un  globe  on  peut  fup- 
pofer  que  la  normale  QR  paffe  par  le  centre  ; donc 
en  faifant  le  /inus  dp  l’angle  Q R A — r,  & le  finus  total 
= 1 , on  aura  1 : Q R : : t : Q V ■=  y ,■  • & y 1 =* 


r 1 QR1.  Donc  Q R1  — — 1 • QR  t * «=  b1  — zbP, 


» b b — 2 bp 

OU  Q R = x_2/7A_Itl  — b 1 ibp-^-zbpt1’  Sc 
en  prenant  la  racine , on  aura  Q R = 5 — p p- 1 1 


à peu-près.  Si  l’on  fubftitue  cette  valeur  dans  — r—  , 

b 4 * 


en  faifant  aa  = b1  -+-  i b p } 8c  qu’on  néglige,  tous 
les  termes  dans  lefquels  p a un  expofant  plus  grand 
que  l’unité  , on  trouvera  le  rayon  ofculateur  QK  ==> 
b — P-\- -i>Ptr.  Ainfi  les  différences  ipt1  des  rayons 
ofculateurs,  8c  par  conféquent  celles  des  longueurs  des 
degrés  dy  méridien  feront  proportionnelles  aux  quarrés 
des  finus  des  angles  ARQ,  ou  au  quarrés  des  finus 
des  latitudes. 

Mais  la  différence  entre  les  degrés  calculés  & les 
degrés  mefurés  ne  permet  gueres  d'admettre  cette  hy- 
Poth'-Te  dans  toute  la  rigueur  géométrique  11  efi  vrai 
que  fans  faire  tort  à ces  mefuves  prifes  par  de  très- 
liabiles  gens  , on  peut  fuppofer  une  erreur  géographi- 
que d’environ  if  ou  i8toifes,  8c  une  erreur  d’environ 
4"  dans  l’obfervation  > en  effet  on  fait  que  le  frotte- 
ment du  fil  à plomb  contre  l‘inftrument  peut  le  tenir 
écarté  d’environ  ou  4"  de  la  verticale  , fans  parler  des 
imperfections  des  initrumens  que  toute  l’induftrie  humaine 
ne  fauroit  éviter.  Or  une  erreur  d’une  fécondé  dans' 
l’obfervation  doit  en  donngr  une  d’environ  16  toifes 


J. 
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dans  la  mefure.  Car  fi  l’on  divife  la  longueur  du  degré 
fous  l’équateur  ou  5675$  par  3600"  , on  trouvera  à peu- 
prèsiôpour  quotient.  Ainfi  il  eit  très-facile  qu'il  fe  l’oit 
glilfé  une  erreur  d’environ  80  toifes  dans  les  mefures 
que  nous  avons  rapportées.  D'un  autre  côté  l’attrac- 
tion des  montagnes  voilines  peut  détourner  le  fil  à 
plomb  ( des  inftrumens  dont  on  fe  fert  dans  les  obfer- 
vations  ) de  la  verticale  en  lui  failant  faire  un  petit 
angle  avec  cette  ligne  : ainfi  que  cela  eit  arrivé  au 
Pérou  par  rapport  à la  montagne  Chimboraco  ; & 
peut-être  l’attraûion  de  l’Appenin  en  Italie , celle  des 
Pyrénées  en  Fiance  ont  produit  dn  effet  femblable. 
On  ne  doit  donc  pas  regarder  les  mefures  rapportées 
dans  notre  table  comme  très-exaéfes.  J’ajouterai  encore 
qu’il  peut  très-bien  fe  faire  qu’il  y ait  de  l’irrégularité 
dans  les  denlîtés  des  couches  de  la  terre  ; de  maniéré 
que  la  direction  de  la  gravité  ne  foit  pas  par  tout  exac* 
tement  perpendiculaire  à fa  furface , ce  qui  doit  nécef- 
fairement  influer  fur  la  jufteffe  des  obfervations. 

Si  l’on  vouloit  trouver  la  différence  du  rayon  de 
l’équateur  avec  le  demi-axe  de  la  terre  par  le  moyen 
des  longueurs  fuppofées  connues  de  deux  degrés  du 
méridien,  on  feroir  attention  que  y 1 = Q 11  “•  1 1% 
comme  on  l’a  déjà  dit  ; de  forte  que  l'équation  QR1 
b 4 b b ' 

“ • y y y 1 donneront  Q R 1 = 

• a a a a J J J 

• $ + 

-r — ; * Ainfi  le  rayon  ofculateur  aa 

a a.  ( 1 — : 1 ) ■+■  b z 1 *■  1 

point  Q fera  en  raifon  invtrfi  fefquiplce  de  aa{\  — / 1 ) 
-4-  b b 1 1 , c’eft-à-dire  , comme  le  cube  de  la  racine  de 
cette  quantité.  Si  on  fuppofe  donc  deux  degrés  du.  mé- 
ridien dont  l’un  foit  = B , & l’autre  — C ; & que  les  finus 
de  latitude  correlpondans  foient  délignés  par  t & { , 

nous  aurons  B :C  : : [ a a — (a  a — bit  * :[aa -+■ 

\a  a — b b)  t 1 ] x , ou  B ' : C ’ : : [a  a — (aa  — bb)  f j]  : 
la  a — (a  a — bb):t].  Si  l’on  égale  le  produit  des  extrê- 
mes de  cette  proportion  à celui  des  moyens,  pour  en 
tirer  enfuite  une  autre  analogie  , on  trouvera  facile-» 

ment  que  a eft  à b en  raifon  fous-doablée  de  B’r1 
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■ Si  on  fuppofe  de  nouveau  c*=*b  -{*  p , de  maniéré 
qu’on  puiffe  .négliger  les  puiffances  fupérieures  de  p , 

: p 

on  aura  B:C::  « — 3 f £ î : : * — 3 p-  r 1 > Sc  ~ 

B — C 

3 Br1  — jC  { 1 

Comme  M.  de  Matipertnis  ne  mefura  en  Laponie 
qu’un  arc  de  28.  67" , & qu’en  mefurant  tout  l’arç 
il  auroit  pu  commettre  de  plus  une  erreur  de  1 r'dans 
J’obfervation  , on  peut  peut-être  foupçonner  une  erreur 
d’environ  14  toifes,  & cet  arc  étant  fuppofé  de  £7421- 
toifes  : fi  on  le  compare  avec  celui  d'Afrique  par  le 
moyen  de  la  formule  précédente , la  différence  des 
demi  - axes  terreilres  fera  = rtîT-  Mais  en  comparant 
de  même  le  degré  Africain  avec  le  Péruvien  , cette 
même’ différence  fera  d’un  Le  degré  Romain  étant 
comparé  avec  le  degré  Africain  donneroit  plutôt  la 
terre  allongée  vers  les  Pôles.  Il  n’eft  donc  pas  éton- 
nant que  les  Géomètres  ne  s'accordent  pas  fur  le  rap- 
port des  axes  de  la  terre.  M.  Muller  prétend  que  ces 
axes  font  entr’eux  comme  21 J : a 16.  M.  Bouguer  dans 
fa  figure  de  la  terre  donne  le  rapport  entre  l’axe  &C 
l’équateur  comme  17S  : 179.  Il  femble  même  rejetter 
la  figure  elliptique  , puifqu’il  affine  que  les  accroif- 
femens  des  degrés  du  méridien  font  comme  les  qua- 
trièmes puiilances  des  finus  de  latitude.  M.  Newton 
prétend  que  ce  rapport  eft  le  même  que  celui  de  219: 
2}o.  Ainfi  l’on  voit  que  les  mefures  prifes  à fi  grands 
frais  , & avec  tant  d’éclat  dans  différentes  parties  du 
monde  & par  des  Savans  célèbres  , n’ont  pas  abouti 
à grand’chofe  ; St  que  la  vraie  figure  de  la  terre  fera 
long-tems,  &:  peut  être  toujours  inconnue.  Mais  peut- 
être  aufiî  les  méridiens  de  notre  globe  ne  font  pas  égaux 
entr’eux  , la  terre  étant  plus  denfe  & plus  baffe  d’un 
côté  que  d’un  autre  fous  la  même  latitude. 

74.  Problème.  Trouver  la  courbe  de  la  plus 
yîte  defcente  ou  la  brachy  docrone  AM,  par  le' 

Bb  4 


< 
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moyen  de  laquelle  un  corps  A parvienne  de  A en 
M dans  le  moindre  tems  pojjible  en  fuppofanc  le 
milieu  fans  réjîftance  ( fig . 57).  Ayant  mené  les 
ordonnées  infiniment  proches  PM  , p m , N n , 
& les  autres  lignes  que  repréfente  la  ligure,  foir 
A P = x , P M = y y on  aura  P p = \1  r =x  m f 
= rt  F — d x ,mr=dy-y  M m — \f{dx  1 ~\~dy  t). 
Soit  r F=  b , on  aura  m F = b — dy  , m n = 


y'’  ( b — dy  ) 1 -f-  d x t.  La  vîtelTe  le  long  de  l’arc 
infiniment  petit  M m pouvant  être  regardée,  com- 
me uniforme  & comme  égale  à celle  que  le  corps 
acquiert  en  tombant  delà  hauteur  A P,  fuppo- 
fons  cette  vîtelfe  = c Sc  faifons  = C la  vîteffe 
acquife  le  long  A p , ou  la  vîtelTe  avec  laquelle 
Tare  m n eft  parcouru.  Soit  enfin  t le  tems  em- 
ployé à parcourir  Tare  A M , le  tems  le  long  de 
M m fera  — d c ; Sc  parce  que  dans  le  mouvement 
uniforme  les  efpaces  font  en  raifon  compoféedes 
rems  Sc  des  vîtefies  , on  aura  M m = 
dy1)—cdt,  de  même  mn=  \/  [(£  — dy)1 
d x 1 ] ==C  d t ; donc  le  tems  employé  à parcourir 


Tare  Ma  fera  = 1 dt  = 


y"  ( d x 1 -4-  d y 1 ) 


V (bb  — 1 b dy  -+ - d y1  -f -dxl) 


mais  la  courbe 


An  doit  être  telle  que  lt  le  corps  defeendoit  de 
M en  n , il  devroit  employer  le  moins  de  rems 
poifible  ; donc  le  tems  idt  efi:  un  minimum ; 


donc  i ddt 


à y dd  y 


c V (dxt-+-dyt) 
dyàdy  — bddy  r 

= °- en  t’po' 
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fane  dx  confiant;  donc  en  divifant  par  ddy  Sc 


tranfpofant  , 


dy 


c V (dx1 
b — dy 


dy *) 


C y'  ( 55  — 1 bdy-hdy1-^-dy1) 
r m m F c.  Mm  C.  ma 


OU  • 


, c’eft  - à-  dire  , 
C.  tn  n 

c.  M m C.  ma'  r m m F / n J 

donc  parce  que  la  vîtefïe  c efl  comme  y/  AP, 

& la  vîteffe  C comme  V"A  p,  le  produit  de 

la  racine  de  l’abfcifTe  par  l’élément  de  l’arc  cor- 

refpondant  étant  divifé  par  la  différentielle  de 

l’ordonnée  , donne  toujours  une  quantité  con- 

~ ...  c . . i/AP.Md 

liante  que  je  ferai  = y a,  pour  avoir , 

r m 


OU 


y/x.  M a 


= y a,  ou 


V x.  ÿ ( dx1  dy1  ) 


dy  T dy 

}/  a , ou  x.  (dx1  -4-  dy 1 ) = a dy  1 , d’où 

17  a — x J — x). 

xdx  adx  r adx — ixdx  -i 

V'fflx  — xx)  îy'lflx— xx)  LxV’Çax — **)J> 

donc  eri  intégrant  Si  ajourant  une  confiante  , y 


adx 


y7  (a  x — ara:).  Sup- 


+ c=s.  , 

t y ( ax  — xx) 
pofant  que  AB  = a foit  *le  diamètre  du  demi- 
cercle  A Q B , l’ordonnée  Q P fera  = \/  ( ax  — 
adx  r ifiJx 


= S. 


fera 


x y'  ( a x — xx)  V(ax — xx) 
l’arc  A Q ; donc  y -4—  C = A Q — Q P.  Mais 
lorfque  y = o , l’arc  A Q , Sc  l’ordonnce  Q P 
deviennent  — o ; donc  C = o , Sc  y = A Q ■— 
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QPj  c’eft-à-dire,  l’ordonnée  de  la  courbe  cher- 
chée eft  égale  à l’arc  de  cercle  correfpondant  dont 
le  diamètre  eft  = a,  moins  le  lînus  de  cet  arc. 

Maintenant  ^ans  la  demi-cycloïde  A V (fig.  54) 
l’ordonnée  MP  eft  égale  à l’arc  MV  ; mais  en 
comptant  les  ordonnées  depuis  le  diamètre  AV, 
l’ordonnce  R P eft  égale  à l’arc  MV  plus  le  finus 
de  cet  arc,  & l’on  a FP+  PM4-M  R = A D= 
VM-+-MD.  Donc  en  retranchant  d’un  côté  PM 
& de  l’autre  l’arc  V M , on  aura  FP+MR  = 
MaD;  donc  F P eft  égale  à l’arc  M D moins  le 
finus  de  cet  arc.  C’eft  pourquoi  fi  D V eft  fuppofép 
= a , que  A F Toit  la  ligne  A P de  la  figure  57,1e 
point  M de  notre  figure  fera  repréfenré  par  le  point. 
P de  la  figure  54  j donc  la  courbe  cherchée  eu  une 
cycloïde  dont  le  diamètre  du  cercle  générateur 
eft  = a . 

Pour  déterminer  le  diamètre  a du  cercle  gé- 
nérateur, on  remarquera  que  les  cycloïdes  étant 
produites  par  des  cercles  générateurs  ( qui  font 
des  courbes  femblables  ) par  une  loi  confiante , 
font  néceflairemenr  des  courbes  femblables.  Cela 
pofé,  foit  A { fig.  58  ) le  point  d’où  part  le  corps 
A , M celui  où  il  doit  arriver«dans  le  moindre  tems 
poffible.  Pour  déterminer  le  diamètre  BC  = a 
du  cercle  générateur  de  la  demi-cycloïde  A MB, 
je  tire  la  ligne  A M &S  la  ligne  horifontale  indé- 
finie A m C à laquelle  je  mène  par  le  point  M 
la  perpendiculaire  Mm.  fur  A m prife  pourdemi- 
bale  , je  décris  la  demi-cycloïde  An  b dans  la- 
quelle je  connois  la  demi-circonférence  A m du 
cercle  générateur,  Sc  par  conféquent  je  puis  avoir, 
du  moins  à très-peu  près  le  diamètre  m b du  cer- 
cle générateur.  Par  le  point  n je  mene  la  ligne 
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V ' 

m n , & par  le  point  M fa  parallèle  MC,  AC 
fera  la  demi-bafe  de  la  cycloïde  cherchée  AM  B : 
car  les  lignes  Ab,  AM  également  inclinés  à la 
ligne  AmC  font  des  lignes  homologues  par  rap- 
port aux  demi  cycloïdes  A b , A B;  or  à caufe 
des  triangles  femblables  A nm  , A M C on  a A n : 
AM::  A/inAC;  donc  A m & A C font  aulîi 
des  lignes  homologues.  Mais  Am  eft  la  bafe 
de  la  demi  - cycloïde  Ab  ; donc  A C eft  la  bafe 
de  la  derni-cycloïde  cherchée  A M B , & C B le 
diamètre  a du  cercle  dont  la  demi-circonférence 


= AC. 

75.  Problème.  Déterminer  la  nature  de  la  cour- 
be h Nie  long  de  laquelle  un  corps  B parcourera  en 
s' approchant  de  l'horïfon  F N des  hauteurs  égales 
en  tems  égaux  ou  le  long  de  laquelle  le  corps  s’a- 
prochera  également  de  l’horifon  en  tems  égaux 
{fig.  59).  Soit  BP=.r,  Pp=(fjr,  PM=y,  le 
tems  le  long  de  M m étanr  =dt , la  vîtelle  au 

point  M = y x y on  aura — — — d t = 

dx,  parce  que  par  la  nature  du  problème  les  hauteurs 
verticales  Pp  font  comme  les  tems  le  long  de  M/n; 
donc  ôtant  la  fraétion,  quarrant  & tranfpofaftr, 
dy  1 ==  xdx 1 — dx 1 = ( x — 1 ) d x 1 , dy  = 


d x \é  (x  — i ) j y -+-  c = S.  d x (x  — 1 ) 1 = 

i*  •'  ’ f 

y ( .%  — x ) * , en  ajoutant  une  confiante.  En  fai- 

fant  x — - 1 ==  £ on  aura  y -+-  c ==  7 î T , ou 
7 (y  -+-  c)1  — 1 ’ , équation  à une  parabole  cubique 
dont  le  paramètre  = 7,  l’ordonnée  = y.  —j—  c 
& l’abfcifTe  = Mais  en  fuppofant  c = o , 
comme  cela  eft  évidemment  permis  ici  , eu 
ce  qui  revient  au  meme  en  n’ajoutant  point 
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de  confiante  : car  elle  eft  inutile  , l’on  aura 

y 1 = \ } ÿ donc  la  courbe  cherchée  'B  M N 
eft  une  parabole  cubique  dont  l’abfcifte  AP  = |j 
l’ordonnée  PM=j,  & le  paramètrc=|.  Mais  lors- 
que A P = £ eft=o  ,on  ax=  i ; donc  l’origine  des 
x n’eft  pas  en  B,  comme  nous  l’avons  Tuppole d’a- 
bord , mais  en  A , en  faifant  A B = i , & le 
paramètre  de  la  parabole  fera  A B = a , en 
faifant  A B=  i =a,  & alors  lavîtefte  enM  fera  = 
V'-v=  V'AP  = V/,(AB-|-^P).  Donc  au  point  B 
cette  vîtefte  fera  = \/  A B = \/  a.  Ainfi  pour 
que  le  mobile  defcende  félon  la  loi  qu’exige  le 
problème  , avant  d’atteindre  le  fommet  B de  la 
courbe,  il  doit  avoir  acquis  une  vîtefte  égale  à 
celle  qu’un  corps  acquéreroit  en  tombant  libre- 
ment de  la  hauteur  A B.  Mais  en  faifant  i = 
le  paramètre  eft  = f a\  donc  la  vîtefte  à l’ori- 
gine B de  la  courbe  doit  être  égale  à celle  qu’un 
corps  acquéreroit  en  tombant  librement  d’une 
hauteur  égale  aux  f du  paramètre. 

Du  mouvement  des  pilons  dans  les  moulins  à poudre . 

7 6.  Lemme.  Le  eofinus  d’un  angle  m eft  à fon  finit  s , 

comme  U rayon  ( que  je  fuppofe  — r ) eft  à Ja  tangente  ; 
donc  cof.  m.  tang.  m.  = fin.  m.  z°.  Le  colînus  eft  au 
rayon  comme  le  rayon  à la  fécante  > donc  Jec.  m = 

i 

cof.m  * ^emme  ne  Peut  av°h  aucune  difficulté  pour 

ceux  qui  ont  lu  notre  Géométrie. 

77.  PROBLEME.  La  ligne  horifontale  CA  tangente  de 
là  cowbc  ARM  ( fig.  60  ) doit  fie  mouvoir  dans  te  plan 
vertical  ZAC  , tj  autour  du  point  C,  de  maniéré  qu’un 
des  points  de  ta  courbe  doit  fie  trouver  continuellement  dans I 
la  verticale  A TL  , la  tangente  à ce  point  étant  toujours 
horifontale , on  demande  la  nature  de  la  courbe  A M.  Sup- 
posons que  la  courbe  A M K.  foit  parvenue  dans  U 
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fituation  a km,  le  point  k de  cette  courbe  ( qui  eft  le 
même  que  le  point  K ) étant  fitité  dans  la  verticale 
A Z ; par  la  nature  du  problème  la  tangente  k t doit 
être  horifontale  , & l’angle  C k t fera  = k CA  =. 
«CA  — aC  k — aC  A — ACK  = a-— p , en  faifant. 
l’angle  variable  a CA  = a , & A C K — p.  Soit  A C. 
= r , la  fécante  de  l’angle  a — p prife  dans  le  cercle 
dont  le  rayon  = 1 , eft  à la  fécante  du  même  angle  lorfque 
le  rayon  eft  r , comme  1 : r ; donc  CK  = C fc  = 


r.fec.  {a  — p)  — 


, par  le  Lemme  précé- 


dé/. ( a — p ) 

dent.  Ainfi  en  faifant  C K = * , nous  aurons  * =■ 
-•  Du  centre  C avec  le  rayon  x je  décris 


cof.  (a  — p) 

l’arc  infiniment  petit  K N , & je  tire  la  ligne  CNM, 
pour  avoir  MN  = dx , & KN  — x dp  , dp  étant 
un  angle , ou  un  arc  pris  dans  un  cercle  dont  le  rayon 
s=  1.  Maintenant  ix  : x.dp  ::  1 : tang.  NMT  =— 

x.  dp 

tang.  C k t — tang.  (a  — p ) } c’eft  pourquoi  =a 

tang.  (a  p) , dxc(J’^_pj  = OU 

-7-  = tang.  {a—p).  cof.  (a—p)  = fin.  (a  — p), 
' ax 

par  le  Lemme  précédent. 

Pour  éliminer  l’indéterminée  a , on  remarquera  que 

l’équation  x = — 7- donne  cof.  (a  — p ) «==  — • 

cof.  (a  — p)  x 

Mais  en  retranchant  le  quarré  du  cofinus  de  celui  du 

rayon,  il  refte  le  quarré  du  finus  ; donc  fin.  (a — p) 

^(xx  — rr)  r.  dp 

; & partant  r.dp  ■*» 


dx 


d x yf(  xx  — rr) 


Soit  V (xx  — rr)=y\  ovtxx  — yy-^-rr,  l’on 


\ 
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aura  * dx  — y dy , 
yyiy 


yy-hr-r 


dx  ydy  àx^(xx — rr) 

' * x y 1 -i-r1  3 X 

r f.d  y 

iy — — • Mais  la  tangente  d'un 


y y + r r 


y 

angle  \ étant  fuppofée  = — , l'on  aura 


y y + rr 


a y 

rd\.  De  plus  -p-  = d.  tang.  % ; donc  dp  = r.d  rang.  £ 

— r ài,  dp  = d.  tang.  y — df  , & p = tang.  ij  — j =* 

v . y V(x  x—rr)  . 

J- A.  tang.  — — A.  tang. 

“ \J  ( 77  ~ 1 ) “ A'  “*  V (t7_i)- 

A défignaDt  un  angle  , ou  fi  l’on  veut  encore  un  arc 
pris  dans  un  cercle  dont  le  rayon  = 1. 

• xàp 

Puifque  = tang.  (a  — p ) , & que  r dp  =* 

dxV(xx-rr’)  xdp  y/(xx  — rr) 

i'0n  a — — 

x d x r 

tang.  (a  — p ) = tang.  % ; donc  a — P =1 , & a = 
? •+•  P-  . 

Maintenant  r étant  donné,  on  prendra  * à volonté, 

6 l’on  cherchera  y =>  V ( * x — rr),  ce  qui  fera  con* 

noître  tang.  y = y/ ( ~ — 1 ^ , & />  = fan#.  f ^ 

il  eft  vifible  qu’on  ne  doit  pas  prendre  *<V  , autre- 
ment y feroit  imaginaire.  Il  fera  donc  facile  de  con- 
ftrùire  la  courbe  Â K M. 

Soit  A K 61  ) la  développante  d’un  cercle  dont 
le  rayqn  CA  = '\  DK  fera  égal  à l'arc  A BD.  Sup- 
posons l'angle  BCD  = f,  l’angle  AC  B — p , CK 
= x ; il  en  évident  que  l’arc  À BD  fera  = r ( p 

7 ).  Mais  par  la  nature  de  la  courbe  A K , l'arc  A B D eft 

1 n r j n 1/  i 1 \ r\» 1- 


= D K ; donc  DK  = r(f+]’).  D’un  autre  côté  le 
triangle  re&angle  C D K , ‘donne  D K — ^{xt  — rr). 
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en  fai&nt  CK  = *;  ainfi  la  tangente  de  l’angle  B C D 
prile  dans  le  cercle  dont  le  rayon  eft  eft  = r.  ( p -f-  ^ ) ; 

a ^ DK  „ , 

donc  — — — ( p 1 ).  Ur  —y  eft  la  tangente  de 

l’angle  \ en  prenant  cet  angle  dans  le  cercle  dont  le 
. DK 

rayon  = 1 ; ainfi  —y  *=*  tang.  & p = 


tang.  ^ De  là  il  fuit  que  la  courbe  cherchée  n'eft 
autre  chofe  que  la  développante  d’un  cercle  dont  le 
rayon  = r,  le  rayon  ofculateur  de  la  courbe  A K étant 
toujours  = r ( p -f-  { ) = r.  a. 

78.  Pour  faire  l’application  de  ce  problème  à la 
méchanique,  foit  P (fig.62)  un  de  ces  pilons  dont  on 
fe  fert  dans  les  moulins  à poudre  ou  à papier , por- 
tant une  piece  tranfverfale  H qu’on  nomme  le  memoné 
ou  la  dent  du  pilon  , & qui  doit  lui  être  perpendicu- 
laire. La  levie  a k qui  fe  meut  avec  le  rayon  <jC  autour 
d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  vertical  Z A C a par 
l’aélion  d’une  roue  que  l’eau  met  en  mouvement,  élevé 
la  piece  H & avec  elle  le  pilon  P,  de  maniéré  que 
l’extrémité  de  la  dent  H doit  toujours  fe  trouver  dans 
la  verticale  A Z.  C'elt  pourquoi  pour  que  la  levée  ak 

fui i H e glilfer  le  plus  facilement  qu’il  elt  poffible  fous 
a dent  du  pilon  qui  doit  retomber  quand  il  eft  par- 
venu à une  certaine  hauteur , il  eft  nécelfaire  que  la 
tangente  au  point  k qui  fe  trouve  dans  la  verticale  A Z 
foit  continuellement  horifontale  ; ainfi  la  figure  de  la 
levée  ak  doit  être  une  portion  de  la  développante  d’ufi 
cercle  dont  le  rayon  = C A. 

Suppofons  que  le  rayon  C A décrit  un  cercle  entier 
dans  un  nombre  n de  fécondés  ; li  nous  faifons  1 : c 
le  rapport  du  rayon  à la  circonférence,  l’angle  aCA 


a 

*=  a fera  décrit  dans  un  tems  exprimé  par  — , SC 

divifant  l'angle  a par  le  tems  employé  à le  décrire, 

— fera  la  vîtefle  angulaire  de  la  ligne  C A , c’eft-à- 

dire  , fera  l’angle  que  décrit  la  ligpe  C A , ou  C a à 
chaque  fécondé.  C’eft  pourquoi  ( ng.  63  ) ayant  tiré  kp 


Digitized  by  Google 


400  Cours  de  Mathématiques. 


perpendiculaire  à C k , le  point  k aura  dans  la  direûion  k p 

c.x 

une  vîtefle  exprirhée  par  — , en  faifant  C k = x , 8c  il 

décrira  un  arc  = x.da  (a  eft  un  arc  variable)  dans  le 
meme-tems  dt  que  le  point  a décrit  Tare  r.da. 

Ayant  mené  l’horifontale  pq  , les  triangles  pqkt 
OA  feront  femblables  ; car  ils  ont  un  angle  droit, 
l'un  en  q,  l'autre  en  A > mais  de  plus  l’angle  pkq  = 
A CA  , puisqu’ils  font  tous  les  deux  complémens  de 
C A A ; donc  la  vîtefle  horifontale  du  point  k eft  = 

p q c.  X 

. — • Mais  p k : pq  : : i : fin.  fcCA  = â^ 
pk  n x * 

x c 

donc  la  vîtefle  horifontale  du  point  k eft  — fin.  ^ 
C c 

— — • r tang.  ( a.  — p ) = — * r.  tang.  7,  en  fubftituant 

n n 

r 

la  valeur  — — 1 — r de  *.  Mais  tang.  (a  — p ) sç 

cof.  (a  p)  6 

tang.  = donc  cette  vîtefle  eft  = — • r. a. 

n 

• a c 

de  même  la  vîtefle  verticale  du  point  A eft  = ' x cof.  ç 

c.  r.  cof.  % c.r 

—  — — — . quantité  confiante  qui  nous  fait  voir 

12.  cof.  ç n ^ 

que  le  mouvement  du  pilon  en  montant  eft  uniforme. 
1 , r • • 1 n d a 

Si  1 on  fait  maintenant  c : n : : d a : d t = , on 

c 

aura  le  tems  employé  à décrire  l’arc  infiniment  petit 

n a 

da,  & t — -y*  Or  t exprime  le  tems  que  la  dent  H 

met  à monter  de  A en  fc,  ou  le  tems  que  la  levée  met 
à glifler  de  a en  k. 

Suppofons  à préfent  que  le  poids  du  pilon  étant  ==> 

p 

P,  — çxprime  le  frottement,  c’eft-à-dire,  que  la  raifon 
m 

de 
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de  la  preflion  au  frottement  fait  ==*  — , & que  l’effet 

du  frottement  doive  s’eftimerpar  le  produit  du  tems  ( que 
le  corps  frotte  ) 8e  de  la  vttefle  avec  laquelle  s’exécute  le 

frottement  (c’eft  ici  la  vîtefle  horifontale)  , — r.  a dt 

Tn  n 


Vr.ada 


m 


fera  l'effet  du  frottement  pendant  le  rems 


Vr.a 


dt  , 8e  exprimera  cet  effet  pendant  le  tems  t 

2 m 

employé  à élever  la  dent  H de  A en  k. 

La  maniéré  d'eftimer  l’effet  du  frottement  que  nous 
venons  de  donner  n’elt  peut-être  pas  exadle  > mais  dans 
une  matière  auffi  difficile,  aulfi obfcure , auffi  incer- 
taine que  l’eft  encore  la  théorie  du  frottement , on  doit 
fe  contenter  d’une  méthode  moins  rigoureufe  quand  on 
ne  peut  pas  parvenir  à la  juftelfe  géométrique  dont  les 
folutions  d’un  très-grand  nombre  de  Problèmes  Phy- 
lïco-Mathématiques  ne  paroiffent  pas  fufceptibles  ; parce 
qu’on  n’a  pas  auez.  de  données  pour  les  réfoudre. 


Des  pujfances  qui  tendent  les  cordes  ou  les  fils. 

79.  Problème.  .Soir  une  corde  AC  BD  atta- 
chée aux  points  immobiles  A , D & tendue  par  des 
puijfances  quelconques  CP  = />,  BQ—  q3  déter- 
miner le  rapport  de  p à q pour  que  la  corde  refie 
dans  la  fituation  A C B D ( fig.  64).  Ayant  prolon- 
gé les  directions  P C , Q B des  puiflances  p & q , 
de  maniéré  .que  EC  foit  e= p , & B I = q,  j’a- 
cheve  les  parallélogrammes  G C F E , B H I K , 
la  tendon  de  la  corde  C B ( exprimée  par  la  force 
CF)  fera  à la  puifl’ance  p comme  CF  : C E.  Mais 
dans  l’équilibre  la  corde  C B fera  egalement  ten- 
due dans  la  direction  CB  & dans  la  direction 
B C ; donc  l’aCtion  B K eft  = CF  ; donc  la  puif- 
fance  q eft  à la  tendon  B félon  BC  comme 
Tome  V.  Ce 
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B I : B K = C F i donc  p = — — , q =* 

r CF  * “ 

-B‘ ^ j & ^:^::CE:BIj  mais  B I : B K =a 

C F 

I H : : fin.  I H B = fin.  D H I = fin.  C B D : 
fin.  IBD,&CF:CE:  : fin.  CEF  = fin.  ACE: 
fin.  E F C = fin.  A C B.  Si  l’on  multiplie  les  deux 
proportions  B I : B K : : fin.  C B D : fin.  1 B D , & 
C F=B  K : C E wfin.  ACE:  fin.  A C B , il  fera  aifé 
de  voir  que  ^:p::BI:CE::  fin.  GBD./n.  ACE: 
fin.IÜÜ.fin.  A CB. 

Corollaire.  Si  deux  puilTances  BQ=rq^ 
N B = m font  fuppofées  être  appliquées  au  point 
B,  tandis  que  deux  autres  puifiances  P C =/>_, 
C R = R agilfent  fur  le  point  C ( fig.  65  ) , on 
déterminera  facilement  les  conditions  de  l’équi- 
libre entre  ces  puiflTantes.  Car  fi  les  puifiances  p 
& q étoient  feules  , on  auroit  q : p : :fin.  C BD  x 
fin.  ACE:  fin.  I B T),  fin.  A C B , ou  p.fin.  C B D X 
fin.  A C E = q.fin.  1 B Y),  fin.  A C B.  Si  les  feu- 
les puifiances  m Sc  R agilfoient  , on  auroit 
R -fin.  C B D .fin.  A C L=  m fin.  M B D .fin.  A C B. 
Mais  l’équilibre  ne  fauroit  fübfifter  , à moins  que 
la  corde  ne  foit  également  tirée  dans  la  direc- 
tion C B & dans  la  direction  B C ; il  eft  donc 
nécefiaire  que  l’on  ait  l’équation  p.fin.  CBDx 
fin.  ACE  R.  fin.  C B D.  fin.  A C L = q x 
fin.  1 BD./n.ACB+m>.M  B T),  fin.  A CB,  ou 
p.fin.  ACE  t K. fin.  ACL  q.fin.IBD  j m fin. MBD 
fin.  A CB  ^ fin.  AC  B ^ JinTc  B D fini  C~BD  * 

üo.  Problème.  Trouver  la  nature  de  la  courbe 
que  forme  un  fil  dont  chaque  point  reçoit  l’a  cl  ion  de 
deux  puifiances  quelconques  } dont  l’une  efi  perpen - 
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diculaire  à la  courbe  > tandis  que  l'autre  ejl  toujours 
parallèle  à une  ligne  donnée  de  poftion  ( fig.  66  ). 
Que  AC,  CB,  BD  repréfentent  trois  élémens 
de  la  courbe  cherchée  , qu’on  prenne  H T pour 
l’axe  des  abfciflès  , & qu’on  mène  l’ordonnée  G A 
c=3E  y , à laquelle  les  directions  des  puilfances 
R C = R,  N B = /n  foienr  fiippofées  parallèles. 
A caufe  que  les, angles  A CB,  CBD  different 
infiniment  peu  de  deux  angles  droits  , & que  les 
puiffances  CP  = p , B Q = j font  perpendicu-. 
faires  à la  courbe  , leurs  directions  coupenr  en 
deux  parties  égales  ( & dont  chacune  différé  infi- 
niment peu  d’un  angle  droit)  les  angles  A CB, 
CBD.  Qu’on  mène  les  lignes  A a , A h > A c , 
refpeétivemenr  perpendiculaires  àPE,BC,£C; 
ayant  pris  A C pour  finus  total  = t , on  aura  A a 
e=  fn.  ACE,  A h = fin.  AC  h = fri.  AC  B 
& A c = fn.  AC  g.  Mais  A C B eft  double  de 
ACE,  dont  le  cofinus  eft  C a ; donc  A h = 
z.  A a.  C a (Géo.  1 $6)  — z.  C a , «parce  que  A a 
diffère  infiniment  peu  de  A C = 1.  On  trouvera 
de  même  que  Cn=  fn.  CBD  = a.  B b ; mais 
/D  — fn.  D B T.  : 

Cela  pofé,  les  puiffances  p j q , R,  m doivent 
(par  le  Corollaire  précédent)  être  telles  que  l’on  ait 
p.  fin.  ACE  R fin.  AC  g q.  fin.  I BD 
fin.  A C B f n.  A C B fin.  CBD 

ou  ( en  fubflituant  les  valeurs  des 

fin.  CBD  ’ 

ffnus  (8c  faifant  attention  que 


A a = CA,  Cb 


—CB) , 


p.  AC 


R.Àc 


y,  CB 
x B b 


m.fD 


xC a xÇ« 

Soit  CE  le  rayon  de  courbure 


.1.  (H).- 


. xBi 
1 T , on  aura 
C c z 
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c*“r?(*)’oa  iCæ==t‘  Soit  BI===V  Ie 

rayon  ofculateur  au  point  B de  la  courbe , on 
AC 

aura  iBé  = “^~  (en  faifant  AC  = BC,  ou  en 

ds  1 

fuppofant  ds  confiant)  = ' y""*  Soit  HG=Ar, 

G g = A c — dx  ; donc  g T différentielle  de  H g 
es  x -J—  dx , fera  = dx  -+-  ddx  Sc  T c =/D  dit— 
férentielle  de  HT  = * H-  2 t/ a:  H-  ddx  , fera  sss 
dx-\~iddx  , en  négligeant  la  différentielle  dixt 
qui  eft  ici  inutile.  Mais  la  puiffance  eft  q=p-\-d p , 
m = R-f-  iR  , &c  V=T-V</f  ; ces  quantités  étanc 
introduites  dans  l’équation  ( H ) , elle  deviendra 
p.  T R.  T <fx ( />-+-  dp).  ( T dT  ) 

77 


Effeéluant 


, ds1  d s 

(R  + dK).  (T-hdT).(dx+iddx)_ 
ds1 

les  multiplications  indiquées  , effaçant  enfuite  les 

quantités  communes  aux  deux  membres  de  l’équa- 

. , dT.dp  iR  dT  d d x 

tion , & omettant  les  termes  — , — — — , 

as  as 

8cc.  qui  s’évanouiffent  devant  les  autres , nous  trou- 

...  • P-dT  Tdp  , KdT  dx 

verons  l équation  0=  — - H 


d s 


ds  • 


<*+* 


iRTÜ* 

ds1 


ds 

Z^Mf  , ou  [pdT -\-Tdp)ds 

ds 


( * ) Car  le  finus  verfe  d'un  arc  circulaire  évanouiflant 
eft  égal  au  quarré  de  l'arc  divifé  par  le  diamètre.  Voyez 
ce  que  nous  avons  dit  dans  les  Serions  Coniques  à l'oc* 
cafion  du  rayon  ofculateur. 
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R d T d X -t-R  Td  d x-\-Td  R d x = — R T ddx. 
Dont  l’intégrale  ( à caufe  d e d s confiant  ) fera 
pT d j-4-R  T dx  — C — S.  RT^dx. Mais  ( Sec- 
tion 1 , n°.  103  ) le  rayon  ofculateur  T eft  = 
isiy  , 

àoncpTds-\-  RT dx  = C — dr.SR dyt 

équation  qui  détermine  la  courbe  cherchée. 

Si  le  fil  eft  tendu  par  les  feules  forces  perpen- 
diculaires à la  courbe , on  aura  R — o , & l’é- 
quation de  la  courbe  deviendra  pT  d s = C , 

C » ; 

ou  />=  — > c’eft-à-dire  , que  les  puiflances  nor- 
males feront  en  raifon  inverfe  des  rayons  ofcula- 
teurs  j à caufe  de  d s confiant.  Si  les  puiffances 
normales  font  toutes  égales  8c  proportionnelles  à 
l’élément  d s de  la  courbe  , il  eft  vifible  qu’on  aura 

Q 

T — jj-jj — =c  j quantité  confiante  j c’eft-à-dire  que 

le  rayon  ofculateur  fera  confiant , ainfi  la  courbe 
cherchée  fera  un  cercle.  Donc  fi  une  corde  ou  une 
furface  flexible  ÔC  non  pefanre  eft  pouffée  en 
chacun  de  fes  points  , par  des  forces  égales  8ç 
qui  lui  foient  perpendiculaires  , elle  prendra  une 
courbure  circulaire  , fi  c’eft  une  ccurde  , & une 
courbure  fphérique  fi  c’eft  une  furface  fermée  de 
toutes  parcs.  On  peut  comprepdre  par  là  pour- 
quoi les  bulles  d’air  qui  fe  dégagent  d’une  li- 
queur échauffée , de  l’eau  , par  exemple  , pren- 
nent la  figure  fphérique  : l’air  intérieur  en  fe  di- 
latant, preffe  également  & perpendiculairement 
tous  les  points  de  la  furface  de  la  bulle. 

Si  les  forces  perpendiculaires  à la  courbe  font 

Ce  3 


Digitized  by  Google 


40 6 Cours  de  Mathématiques. 


nulle$  , nous  aurons  p = o,  8c  notre  équation 
deviendra  R d F.  dx  -I-  RT  ddx  -f-  TdRdx 
= — RTTv,  qui,  en  tranfpofant  8c  divifant 

-,  ..  . d T . i d d x 

par  T R dx,  le  change  en  celle-ci  — ■+* 


dx 


d r 


dx 
d s 


, dont  i’intégrâle  eft  L.  T •+■ 1 L.  dx  = 
R 

2 L . a d s — L.  R { en  ajoutant  la  confiante 
zL.aif  j)jouT  d x 1 = — — , d’où  l’on  tire  T 

=s=  - — — • Mais  le  finus  total  étant  fuppofé  = 

: Rdx1-  - 

eft  le  finus  de  l’angle  de  la  courbe  avec 

l’ordonnée,  ; ainfi  dans  cette  hypothefe  les  puif- 
fances  parallèles  font, en  raifon  inverfe  des  rayons 
ofculateu'rs  & des  quartes  des  finus  des  angles 
■que  les  diré&ions  de  ces  pu ifTances  font  avec  la 
courbe.  " , 

Corollaire.  Si  Tes  piiifTances  R repréfentent 
les  poids  des  élcmens  du  fil  dont  la,pefanteur 
fpécifique  ( c’eft-à- dite  par  exemple  le  poids  d un 
pouce  de  ce  fil)  foit  = g , nous  aurons  R = 
p d s.  Si  dans  l’cquation.  d Tif  j + R 1 d x = C 


g 


— d s S.  R dy  , on  fubftitue'g  d s au  lieu  de  R ’, 
— ■ , au  lieu  de  T , à x d s 1 à la  place  de  C 
ce  qui  eft  très- permis  y,  8c  qu’on  fade  />_=  o , il 


vien 

ou 


dra 


gdydstdx 

ddx 


— a1ds  1 — >d’s*.S.  g dy  j 


g dy  d x = a1  d d x — g y ddx , ou  g d y d x 
■ gydd  x—a  1d  dx  , dônt  l’intégrale ,-eh àfou- 
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tant  la  confiante  b1  d s , e/l  g y d x = a 1 d x ■+• 
i 1 ds.  Mais  ds  = V (d  x 1 ■+■  d y 1 ) ; donc 
g y dx  — a 1 d x = b 1 \é  ( d x 1 dy  1 ) , 
dx  1 {g  y — a*)  1=b+(dxt-{-dy1),oudx 

= — - — * — ^ . dy- — ou  en  faifant  g y — a a 

s=r  , dx  =41 — - — \ ? ■ ■ , équation  de  la  chaî- 

x gV  C?  — i4)  1 


nette  & qui  eft  de  la  même  forme  que  celle  que 
nous  avons  trouée  ci-deflus  (*). 

81. Problème.  Déterminer  la  courbure  d’ un  fil 
A a N fans  péfanteur  tendu  par  une  tringle  de  fer 
B D (fig.  6 7 ) par  le  moyen  des  cordons  a C atta- 
chés à tous  les  élémens  de  ce  fil.  Tous  les  élémens 
a a du  fil  étant  tendus  par  la  partie  corefpon- 
dante  C C de  la  tringle  , les  puiffances  R font 
comme  les  différentielles  A M = d x.  que  g re- 
préfente la  gravité  fpécifique  de  la  tringle  , R fera 
= g d x ; parce  que  p—  o , en  mettant  dans 


b1  d ? 

(*)  Il  cft  vifible  que  * = S.  — * & 

d 7 ■ . 

que  'b*-)  *a  ^®^rent*c^e  V 

— b •*  ) ].  Il  n’efi:  donc  pas  difficile  d’intégrer  l’équation 
ci-deffius  ; je  ne  m’y  arrête  pas  , parce  que  nous  avons 
déjà  confirait  la  courbe  dont  il  s'agit.  Il  n’efi  pas  non 
plus  difficile  de  comprendre  qu’en  faifant  abflraétion  de 
la  pefanteur  d’une  voile  enflée  par  le  vent , en  la  fuppo- 
fant  cependant  reélangulaire , & que  les  deux  bords  oppo- 
fés  fupérieur  & inférieur  forment  une  ligne  droite;  il  n’eft: 
pas,  dis-je,  difficile  de  comprendre  que  toutes  les  coupes 
• de  la  voile  faites  par  des  plans  parallèles  à la  direction 
du  vent , formeront  uife  courbe  de  la  même  nature  que  la 
chaînette  , pdurvu  qu’on  fuppofe  que  les  particules  d’air 
s'échappent  après  quelles  ont  fait  leur  choc. 

Ce  4 
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c ^ d sz 

l’équation  T = R-  , g dx  au  lieu  de  R , & 

d V d S , • « t 'T'  - ^ ^ 


dy  d-L  à la  place  de  T,  nous  trouverons  — j 
ddx  r ddx 

fJL—  , ou  g dy  = a a d s.  , dont  l’intégrale 
gdx 5 6 ^ d*5 

# a a d s 

( à caufe  de  d s confiant  ) fera  g y = — 77^7* 


Puifquea  1 eft  une  confiante  arbitraire  , on  peut , 
afin  de  conferver  l’homogénéité1  de  l’équation  , 
écrire  — bd  s au  lieu  de  a 1 pour  avoir  g y =» 

^ — • Mais  d s 1 = d x 1 d y 1 j donc  d xx= 

% dx1 

dy,  y... dont  l’intégrale  eft  x = — X 

V (*gy  — b)  £ 

V ( 1gy  — b ) J ou  £ 1 X 1 = b ( t gy  — é) 
-f-  C.  En  examinant  cette  équation  avec  un 
peu  d'attention  , il  n’eft  pas  difficile  de  sap- 
percevoir  qu’elle  appartient  à la  parabole  d Ap- 
pollonius  ; aînfi  la  courbe  cherchée  A m eft  une 
parabole  vulgaire.  Mais  laiftons-là  cette  théorie 
plus  curieufe  qu’utile , 8c  partons  à des  recher- 
ches plus  importances. 


% 


Des  machines  accélérantes  & uniformes. 


Sz.  Définitions.  T appelle  machines  accéléran- 
tes celles  qui  font  mifes  en  mouvement  par  des  puif-  4 
fances  accélérantes  ou  retardantes.  J’appeller ai  ma- 
chines uniformes  celles  qui  font  mifeS  en  mouve- 
ment par  des  puiffances  dont  l’ action  eft  unforme. 
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Les  puiflances  qui  font  mouvoir  les  machines 
font  les  poids,  les  animaux  , les  fluides. 

8j.  Problème.  Soit  le  levier  A C B mobile  au- 
tour du  point  C j & chargé  de  deux  poids  P &Qqui 
ne  foient  pas  en  équilibre  j on  demdnde  le  tems  de 
la  defcente  du  poids  P ou  de  la  montée  du  poids  Q 
( fig . 6 8 ).  Soit  AC-tf,  C B=£  , fi  les  poids 
écoient  en  équilibre  , on  auroit  a : b : : Q:  P =3 

Donc  pour  que  P fafle  mouvoir  la  machine  , 

a.  - * 

on  doit  avoir  P > — ; & la  puiflance  qui  ac- 
a 

célérera  le  mouvement  du  levier  fera  = P — * 


Puifque  cette  puiflance  étant  appliquée  au 
a ■ 

point  Q , doit  accélérer  le  mouvement  de  P & 
de  Q > fi  au  lieu  de  la  mafle  Q , on  fubftitue  au 


£5Q 


point  A une  autre  mafle  repréfenrée  par  — — , elle 


doit  recevoir  le  même  mouvement  à la  diftance 
A C , que  Q à la  diftance  C Q.  C’eft  donc  la 


même  chofe  que 


fj  1 Q 

faire  mouvoir  les  maffes  P -4 Donc  la  vîtefle 


a a 


accélératrice , qui  eft  toujours  égale  à la  pu  iflance  ac- 
célérante divifée  par  la  mafle  fut  laquelle  elle  agir , 
ou  qui  eft  en  raifon  inverfe  de  la  mafle  & en  raifon 


dire&e  de  la  force  motrice , fera  = 


(<P-tQ)< 

V aa-^Qb  b 
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Que  g repréfence  la  force  accélératrice , — l’efpace 

que  cette  caufe  fait  parcourir  dans  une  fécondé 
aux  corps  qui  font  expofés  à fon  aélion  , t le  teins  Æk 
que  le  corps  P met  à defcendre.  On  fait  qu’a- 
vec  la  vîtefte  acquife  au  bout  du  tems  t , le  corps 
P , s’il  étoit  livré  à lui-même,  parcoureroit  d’un 
mouvement  uniforme  un  efpace  double  de  ce- 
lui qu’il  vient  parcourir  ; mais  la  vîtefte  eft 
comme  le  produit  du  tems  &.  de  la  force  g $ 

donc  — = gd  t , & v = i g d t.  Mais  dans  le 

mouvement  uniforme , tel  qu’on  peut  le  confi- 
dérer  pendant  le  tems  d t , l’efpace  eft  comme 
la  vîtefte  ; donc  v peut  reprélenter  la  vîtefte. 

Il  la  force  que  nous  prenons  pour  l’unité  de 
force,  en  prenant  en  même  tems  pour  l’unité 
de  tems,  n’eft  pas  celle  de  la  gravité  , qu’elle  en 
foit  ou  un  multiple  ou  une  partie  défignée  par 

ü eft  aifé  de  voir  que  dans  ce 
Pdd-+-Q33  5 1 

cas,  après  le  tems  r,  l’on  aura  v = ig  t x 

(P  a — iQ)d  . B v A rr  , 

— . , » Mais  a:  b : : v : — , vitelle  du 

P d d Q 3 3 a 

poids  Q j donc  cette  vîtefte  fera  = i g t X 

(P  a — 3Q  )5 

P a a 4-  Q b b 

Soit  l’efpace  parcouru  = x , l’on  aura  d x = 

,,  0 , dx  (Pu — Q^)a 

v d t}  & d t—  — • Donc  vdv—igdx  tt — i ; 

v ° Pdd+Q66 

(Pd  — QJ)<z  , , (Pd-Q5)1dl 

&v  =«*  ' tP««+Q m ' 

tt'ÇP  « — Q»)« 


& a: 


P aa  -i-Qb  b 
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* La  folution  de  ce  problème  peut  s’appliquer 
facilement  aux  autres  machines  accélérantes  qui 
peuvent  toutes  , excepté  le  plan  incliné  , fe  ré- 
duire au  levier.  S’il  s’agit  d’une  poulie , dans  ce  cas 
les  diftances(cefont  les  bras  de  levier)  a & b font , 
égales , aufli-bien  que  les  vîtelîes  des  poids  P & 

P — O 

Q,  la  vîtefle  de  chacun  fera  = 1 S 1 pT^Tq  > ^ 

l’efpace  x que  chacun  parcourera  dans  le  tems 

t fera  = g t 1 — — — • Soit  t — 6 1 " P = 1 2 li- 
6 P-f-Q 

vres , Q = 4 , g = 1 5 pieds  , on  aura  .v  = 
270  , c’eft-à-dire  que  l’efpace  que  l’un  & l’autre 
corps  parcoureront  dans  61"  fera  de  170  pieds. 

$4.  Problème.  Déterminer  la  confiruclion  d'une 
machine  accélérante  qui  doit  rendre  la  vùejfc  du 
fardeau  Q un  maximum.  Si  dans  l’exprelïïon 

^ de  la  vîreffe  de  Q , on  confidere 

h comme  un  maximum  , on  aura  , dans  ce  cas 
. (Fa—  iQb)db  . îQ55(?£(P<2 — Qq) 

! Ctlaat10"  i •p»  + QH' 

«=  o j d’où  l’on  tire  ( Paa-l-Qéé).  ( Pa  — 2 Qé) 

is  zQW  (Pa  — Q é ) , b 1 •+-  1 ab  = ~ Q~ » & 


/V  aa 


-h  a a 


)■ 


4-  v'i-  — -j  ; donc  la  machine  doit  être 

• r pT,  -r  • 1 - * * 

conftruite  de  maniéré  que  l’on  ait  1 : — 1 — H 


Digitized  by  Google 


412.  Cours  de  Mathématiques. 


/,P  + Q\  . * 

y/  y q J a : b.  Comme  le  plan  incliné 

n’appartient  pas  aux  machines  qu’on  peut  réduire 
au  levier,  nous  allons  donner  une  folution  par- 
ticulière- pour  cette  machine. 

S j.  Problème.  Si  la  maffe  Q placée  fur  un 
plan  incliné  A B ( fig.  69  ) doit  être  enlevée  par 
le  poids  P au  moyen  d’une  corde  qui  joint  ces  deux 
maffes  & qui  pajfe  fur  la  poulie  F,  on  demande 
tinclinaifon  du  plan  pour  que  le  tems  de  l’éléva- 
tion du  poids  Q foie  le  plus  petit  pojjîble  , nous 
fuppofons  la  portion  F Q de  la  corde  parallèle  au 
plan  incliné.  Soit  A B = AC  = a j la  malfe 
Q defcendra  fur  le  plan  incliné  par  l’aétion  d’une 
Qa  . 

force  = — (*).  Il  eft  donc  néceffaire  que 


P > 


Ainlî  la  forée  accélératrice  fera 


P*  — Qa  . , 

= — tt; — , quantité  confiante  qui  ne 

* ( P + Q ) 

dépend  pas  de  la  variable  x ou  de  la  longueur 

du  plan.  Soit  — — — =>  r : à caufe  de  d t = 
r *(P+QJ  1 


( * ) Si  l’on  décompofe  la  force  verticale  Q p qui  pouffe 
le  corps  Q vers  le  centre  de  la  terre , en  Q M perpendiculaire  , 
&QN  parallèle  au  plan  A B , la  première  étant  détruite  pat 
la  réfiftancc  du  plan  ; la  fécondé  agira  feule  pour  faire 
defeendre  le  corps  vers  B.  Les  triangles  AC  B,  QMp 
font  évidemment  femblabies  , & donnent  x ■ a : Q P = Q î 
« Qa  " . . ' ‘ 

M»=QN= • Maïs  cette  force  eft  la  même  fut  tous 

x 

les  points  du  plan  incliné  ; & le  rapport  de  a:  x,  ou  de 
fi  h.  AC  B : AB  demeurant  le  même,  elle  ne  fautoit  varies* 
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dx  d x 

— , & de  dv=i g%dt  j on  aura  dv  = “ 

ou  v dv  — ig\d  x , ou  v 1 = 4 £ y’*  > parce  que 
^ eft  confiant.  Mais  le  rems  de  la  montée  étant 
et  d x dx  it 

fuppolé  —t  y on  aura  de  = “ — 1 V g Ve  ’ “ 

*\/(P-+-Q)  T 

:•  La  con- 


l’on  tire  t = y/ ( — ) = 


£?/  VCgP*—  *eQ) 
dition  du  maximum  donnera  ( en  divifant  paç 

V ( P-+-Q)  & Par  > o = (Px  — Qû)“* 


_ £ 

— f P a:  (Px  — Qa)  '•  Si  l’on  multiplie  cettg 

i 

équation  par  (P* — Qd)“  , on  trouvera  *aifé- 
ment  \ Par  = Qa , ou  Pa:=  i Qa;  donc  x : a 
::  Jinus  total  : fin.  ABC  : : 1 Q : P ; c éft-à- dire  > 
que  fi  le  finus  total  eft  au  finus  que  fait  le  plan  in- 
cliné avec  la  bafe  comme  le  double  du  poids  Q eft 
au  poids  P 3 le  poids  Q fiera  enlevé  dans  le  moindre 

tems  pojfible  (*  ) ; parce  que  a:  = , le  tems 

de  la  montée  fera  — y-y/ (~~9  (P-J-Q))* 


Remarque.  Quand  il  s’agit  d’eftimer  I’a&ion  des 
hommes  ou  des  animaux , il  faut  avoir  égard  à la 
vîteffe  avec  laquelle  ils  marchent  5 car  ils  peuvent 
exercer  une  plus  grande  force , lorfque  fans  avoir  au- 
cun mouvement  progreflîf,  ils  font  effort  pour  mou- 
voir un  corps  parle  moyen  des  pieds  ou  des  mains. 
Bien  plus  un  animal  qui  marche  avec  une  grande 


(*)  Si  Q=»P,  l’angle  ABC  doit  être  de  30°. 


r 
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vîteffe  , ne  peut  employer  aucune  force  pour  traî- 
ner ou  pour  pouffer  un  obftacle.  Plufieurs  Phy- 
ficiens  , principalement  Amontons  & Defaguliers 
ont  fait  différentes  expériences  pour  déterminer 
les  forces  des  animaux  ; mais  ils  n’ont  pas  dé- 
terminé le  rapport  félon  lequel  leur  force  dé- 
croît eu  égard  à leur  vîteffe. 

S (S.  Problème.  Déterminer  F action  des  animaux 
dans  le  mouvement  des  machines.  11  femble  qu’on 
peut  comparer  l’aéHon  d’un  animal  qui  met  une 
machine  en  mouvement  avec  celle  d’un  fluide 
qui  agit  fur  un  obftacle.  Or  l’aétion  d’un  fluide 
qui  frappe  perpendiculairement  un  plan  immo- 
bile .F  , avec  une  vîteffe  c , eft  = F.  c 1 ; mais 
fi  le  plan  fe  meut  avec  la  vîteffe  v , cette  aélion 
fera  comme  F (c — v)  1.  Soit  A = F. c 1 ou  F=s 

jî  j — (c—v)1— A.  ( 1 — 7")  = P fera  l'ac- 
tion que  le  fluide  ( dont  la  denfité  eft  fuppofée 
= i ) exercera  fur  le  plan  mobile.  Comme  cette 
aétion  décroît  lorfque  la  vîtefTe  augmente , elle 
refletnble  en  cela  à l’a&ion  d’un  animal  dont  la 
force  pour  mouvoir  un  obftacle  décroît  auflî  lorf- 
que fa  vîtefle  augmente.  La  quantité  A repré- 
fentera  l’aétion  d’un  animal  qui  n’a  aucun  mou- 
vement progreffif,  c la  vîtefle  qui  ne  permet  pas 
à l’animal  d’exercer  aucune  puiflance , Ôc  P l’ef- 
fort que  peut  faire  l’animal  lorfqu’il  a la  vîteffe 

v.  Or  la  formule  A.  ^ i — — ^ 1 «=  P fatisfait 

aux  conditions  de  la  queftion.  Si  l’animal  n’ayant 
aucune  vîtefle  progreffive , agit  fur  un  obftacle 
par  le  moyen  feulement  de  fes  mufcles , on  aura 
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v = o & A=P.  Si  l’animal  Ce  ment  avec  lapins 
grande  vîreffe  c , on  aura  v = c , 8c  P =0. 

Par  les  expériences  de  l’illuftre  Defaguliers  il 
paroît  que  l’effort  d’un  homme  qui  agirai!  moyen 
de  fes  feuls  mufcles  équivaut  à 80  livres  = A, 
tandis  qu’en  fe  mouvant  avec  une  vîreffe  de  3. 
5 pieds  par  fécondé,  il  peut'  exercer  une  aétion 
P = 30  livres.  Subftituant  ces  valeurs  dans  la  for- 
mule ci-deffus  , on  aura  la  plus  grande  vîreffe  c 
qui  fait  perdre  à l’homme  toutes  fes  forces.  Or 

1 \/  \ , doncc=  — V ; donc 

c v \ A / VA—  VP 

c •=■<).  6 pieds,  c’eft-à-dire  qu’un  homme  qui 

parcourroit  à chaque  fécondé  9.  6 pieds  ne  pour- 

roit  exercer  aucune  force  fur  un  obftacle  ; & puif- 

que  fix  hommes  font  à peu-près  autant  d’effort 

qu’un  cheval , la  formule  pour  un  cheval  fera  P = 

6.  A ( ï 

87.  Théoremf.  Pour  entretenir  le  mouvement 
des  machines  uniformes  j on  a befoin  de  la  meme 
puijfance  que  pour  conferver  leur  équilibre.  Les  puif- 
fances  qui  font  mouvoir  les  machines  uniformes 
font  des  animaux  ou  des  fluides  ; mais  les  fluides 
confervant  une  vîreffe  uniforme,  du  moins  fen- 
fiblement  pendant  un  certain  tems  , le  mouve- 
ment de  la  machine  ne  peut  manquer  de  par- 
venir bientôt  à l’uniformité  : car  le  frottement, 
la  tenfion  des  cordes  , l’inertie  de  la  machine  étant 
conîprifes  dans  le  fardeau  qu’on  doit  mettre  en 
mouvement  , & oppofant  toujours  ( au  moins  fen- 
fiblement  ) la  même  réfiftance  , le  moment'  de  la 
rélîftance  ne  peut  manquer  d’être  égal  à celui  du 


\ • 
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fluide  choquant,  & aufli-tôt  que  la  machine  aura 
un  mouvement  uniforme , il  faudra  employer 
pour. le  conferver  , l’aétion  d’une  puiflance  égale 
à l’aélion  & à la  réa&ion  , qui  naît  de  l’inertie , 
& qui  eft  égale  au  fardeau  qu’on  doit  mettre  en 
mouvement.  S’il  s’agit  des  animaux  , dès  qu’ils 
auront  produit  le  mouvement  de  la  machine, 
ils  continueront  ( du  moins  fenfiblement , & pen- 
dant un  certain  tems  ) à fe  mouvoir  avec  la  vî- 
tefle  uniforme  v,  à moins  que  fatigués  par  un 
travail  trop  violent  , ils  ne  perdent  fubitement 
leurs  forces.  Il  y a véritablement  des  machines 
hydrauliques  , qui  font  mifes  en  mouvement  par 
des  puiflances  non  uniformes  ; mais  on  a accou- 
tumé de  les  conftruire  de  maniéré  que  dans  la 
pratique  leur  mouvement  peut  être  regardé  com- 
me uniforme  , ou  du  moins  que  leurs  puiflances 
accélératrices  ou  retardatrices  puiflent  être  rédui- 
tes à une  force  moyenne  , qu’on  peut  regarder 
comme  uniforme. 

88.  Problème.  Etaju  donnée  la  conjlruclion 
d’une  machine  uniforme  3 le  fardeau  Q & la  vîtejfe 
de  ce  fardeau  3 trouver  combien  d’hommes  , ou  de 
chevaux  , l’on  doit  appliquer  à la  machine  & dé- 
terminer en  même  tems  fon  effet.  Comme  cette  ma- 
chine peut  fe  réduire  à un  levier  dont  les  bras  fe- 
roient  a Sc  b , l’on  aura  à caufe  du  mouvement 

uniforme  de  cette  machine , A Çi  — — ^ a = 

Q.é , lorfque  la  machine  doit  être  mife  en  mou- 
vement par  un  feul  homme.  Si  le  nombre  des 
hommes  eft  =*  n , la  formule  deviendra 


Digitized  by  Google 


PROBLEMES  Ph  YSICO  - M ATHE’MAT.  417 


nA|  1 . — ~ ^ a — Q.  b.  Soit  u la  vîteffe  du  far- 
deau , Ton  aura  b : ai  : u:  v — — , &c  par  confé- 
quent  n A ^ 1 — 77  ) a ==  Q-  A j & « =3 
Q.A:A*  ( 1 — ~)  1 (*). 


Si  l’on  employoit  des  chevaux  au  lieu  des  hom- 
mes , l’on auroit n = — ^ • Mais 

( au  \ * Q & , / V Qb\ 

Kl~ï7J  =^idonc“  = (,-^)x 

7 j ainfi  l’effet  de  la  machine  fera  = Q.« 

/ */Q*  \ QJ<  ar-  • , 

( 1 7 — — • , ettet  qui  îera  en  mcme- 

\ y fia  J a 

tems  égal  au  moment  de  la  puiffance.  Or  la  vî- 


teffe v c==  — doit  être  plus  petite  que  9.  6 dans 

une  fécondé  de  tems.  On  ne  peut  donc  pas  efpé- 
rer  de  lever  par  le  moyen  d’une  telle  machine , 
un  poids  à la  hauteur  de  plus  de  9 pieds  environ 
dans  une  fécondé. 

89.  Problème.  Déterminer  la  çonjlruclion  d’une 
machine  uni  forme  3 mife  en  mouvement  par  des  ani- 
maux j qui  produife  le  plus  grand  effet  pojjîble. 


( * ) Cette  exprelfioü  indique  la  divifion  de  Q.  g par 
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Comme  la  conftru&ion  de  cette  machine  dépend 
des  quantités  a & b , fuppofons  ~ , l’effet 

de  la  machine  fera  Q.  «=  1 » 

dont  le  maximum  donnera  a £ — 3 £ 1 v/ = 
o , ou  r — * ^ A ; d’où  l’on  tire  — = ? 1 = 
Mais  parce  qu’on  fait  ordinairement 
on  pourra  fuppofer  — = , ce  qui  donnera 

Q v v • 

== ( à peu-près  en  faifant  A = 80  livres). 

Donc  la  conftruétion  de  la  machine  fera  la  plus 
avantageufe  qu’il  eft  poflible  , lorfqu’on  aura 
a : b : : Q : 37,  n ( 37  défignant  37  livres  ) ; mais 

alors  u = ^ 1 — ^ v/ devient  = (1 

4C«A  4CB A a / » 

— t).  — — — = — — D un  autre  cote  b :a::u:v 

}/  9 Q *7  Q 

/4  A c rt\  a / 4 A nc\  9 Q c 

b \ 17Q  J b \ i7Q  ) 4A  n } 

Donc  la  vîteffe  de  'l’homme  doit  être  égale 
au  tiers  de  fa  plus  grande  vîtefTe  , laquelle  eft 
= 9.  6 j ainfî  v—  3.  2.  C’eft  pourquoi  les  hom- 
mes produiront  le  plus  grand  effet  poffible  , lorf- 
qu’ils  auront  une  vîtefTe  de  3.  2 pieds  par  fécondé, 

3 v b c 

& la  vîtefTe  du  fardeau  fera  «=  — = — pieds: 

a i a c * 
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& parce  que  a > b , il  eft  vifible  que  u < 3.  1 
pieds  par  fécondés. 

Ainfi  le  plus  grand  effet  poffible  fera  Q.u= s 
— — , auquel  chaque  homme  contribuera  pour 

une  portion  P = A Ç 1 — = 80.  | = 37  ‘ 

livres,  qu’il  doit  élever  en  s’émouvant  avec  une 
vîteflTe  de  3.2  par  fécondé. 

Dans  le  problème  précédent  nous  n’avons 
fait  attention  ni  au  frottement  ni  à la  roideut 
des  cordes.  Les  Phyficiens , fondés  fur  un  grand 
nombre  d’expériences  , qu’on  peut  regarder  à 
peu-près  comme  exaétes  , ont  établi  0.  que  le 
frottement  eft  égal  à une  certaine  pttrtie  de  la 
preffion  qu’un  corps  exerce  fur  une  furface  ; mais 
cette  partie  eft  différente  félon  que  les  corps  font 
différens.  Il  faut’  même  avoir  l’attention  de  ne 
pas  faire  frotter  les  corps  de  même  efpèce  l’un  con- 
tre l’autre  } 8c  il  eft  plus  avantageux  de  faire  frotter 
un  corps  de  fer  , par  exemple  , contre  une  fur- 
face  de  bois  Qie  contre  une  furface  de  fer. 

i°.  Le  frottement  , difent-ils,  n’eft  pas  altéré 
par  la  vî telle  du  mouvement.  ’ 

3°.  Le  frottement  ne  dépend  point  de  la  figu- 
re de  la  bafe  du  corps  frottant  ou  du  corps  frotté, 
non  plus  que  de  fa  grandeur  , mais  feulement  de 
la  preffion. 


Ces  réglés  que  plufieurs  Phyficiens  , fur-tout 
Defagulliers  dans  fa  phyfique , Sc  Camus  dans 
fon  Traité  des  for^s  tnouvantes  ,.ont  établi  avec 
grand  foin  par  un  grand  nombre  d’expériences , ne 

Dd  a 
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font  cependant  pas  bien  rigoureufes  ; & il  y a 
quelques  Savans , parmi  lelquels  i*e  trouve  le  fa- 
meux Mushenbroek , qui  doutent  que  le  frotte- 
ment puiffe  être  altéré  par  la  figure,  la  grandeur 
de  la  bafe  & la  vîteiTe.  En  effet  M.  Hennert 
rapporte  avoir  éprouvé  fort  fouvent  qu’un  corps 
• mis  en  mouvement  fur  un  plan  horifontal  par  le 
moyen  d’un  poids  s’arrête  après  un  certain  rems. 
Or  ce  phénomène  paroît  inexplicable  fi  l’on  n’ad- 
met qu<s  le  frottement  augmente  avec  la  vîreffe 
du  mouvement,  ou  du  moins  qu’il  croît  par  d’au- 
tres raifons  qui  ne  font  pas  encore  connues.  On 
peut  concevoir  que  les  alpérités  & les  finuofités 
des  furfaces  frottantes  s’engagent  de  maniéré  que 
les.émindfcces  de  l’une  des  furfaces  entrent  dans 
les  cavité?  de  l’autre  furface  ; de  forte  que  le 
mouvement  ne  peut  continuer  à moins  que  les 
afpcrités  ne  fléchiffçnt  ou  du  moins  que  les  corps 
qui  frottent  ne  foient  un  peu  fcfulevés , pour  que 
les  afpérités  de  la  futface  frottante  fe  dégagent 
des  cavités  de  la  furface  frottée. 

Il  patoît  que  malgré  toutes  les  expériences 
qu’on  a faites  fur  cette  matière,  la^pufe  du  frot- 
tement n’eft  cependant  pas  encore  entièrement 
connue.  En  effet  les  filamens  de  la  furface  frot- 
tée font  fléchis  par  les  corps  mis  en  mouvement; 
éar  l’on  voit  le  frottement  augmenter  lorfque  le 
corps  frottant  fait  un  certain  féjour  fur  le  corps 
frotté , ôc  il  ffeft  pas  douteux  que  la  cohéfion 
ou  l’attraftion  n’ait  quelque  part  au  frottement. 
Quoiqu’il  en  foir , on  peut  fuppofer  dans  la  pra- 
tique que  le  frottement  eft  une  partie  de  la  pref- 
fion,  de  forte  que  la  preffion  •“tant  fuppofée  — 
P , le  frottement  fera  s=  n P.  Or  cette  quantité 
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eft  ordinairement  le  tiers  ou  le  quart- de  la  prefïion: 
il  ne  s’agit  pas  ici  des  corps  pointus  fur  le  frottement 
defquels  nous  n’avons  prefque  aucune  connoifTance. 

90.  Problème.  On  demande  d'expliquer  mathé- 
matiquement la  caufe  du  frottement.  Puifque  le 
frottement  paroît  augmenté  îorfque  les  furfaces 
font  moins  polies;  nous  pouvons  concevoir  la  fur- 
face  d’un  corps  comme  remplie  de  fînuofîtés,  telles 
que  ac m{ fig.  70).  Soitfuppofée  = Pla  prefïion  du 
corps  qui  fe  fait  dans  une  direction  C P perpen- 
diculaire à la  furface  frottée  N D.  Que  le  corps 
frottant  foit  pouffé  paa  une  force  V quelconque 
félon  la  direction  C B parallèle  à ND,  qu’on 
mène  C A parallèle  au  côté  c a de  la  cavité  m c a , 
& foit  l’angle  ACBrac  i = p Qu’on  tire  par 
le  point  p , la  ligne  p R perpendiculaire  fur  le 
prolongement  de  la  ligne  A C , & ayant  fait  C p 
e=f  P,  CR  repréfentera  la  réfiftance  que  la  pref- 
11  on  du  corps  qu’il  faut  tirer  de  la  cavité  me  a , 
oppofe  à la  puiffance  V.  SoitC^fc  V , & foit  me- 
née par  le  point  B la  ligne  B ^^vpendiculaire 
fur  C A , on  aura  C A — V fÈPf-  Mais  C A 
étant  oppofée  à la  direétion  Civ  = P (in.-{  , il  eft 
vifible  que  la  puiffance  V fait  un  effort  V cof  £ 

fiour  vaincre  le  frottement  P Jîn.  [.  Ainfi  quand 
e mouvement  du  corps  fera  parvenu  à l’uniformité, 
on  aura  V cof.  ç = P fin.  & V = P.  tang.  ç. 

Puifque  le  frottement  eft  exprimé  par  P.  tang. 
il  eft  vifible  qu’il  eft  proportionnel  à la  prefïion  , 
& fl  l’on  fait  tang.  £ = /2,  le  frottement  fera  ==s 
égal  n. P.  Au  refte  cette  explication,  du  frottement 
eft  plus  mathématique  que  phyflque  ; mais  on 
peut  dans  la  pratique  l’employer  avec  allez  de 
confiance^ 

I>d5 
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91.  Problème.  Déterminer  le  mouvement  pro- 
grejfif  d'un  corps  M fur  un  plan  horifontal  & fur  un 
plan  Incliné , follicité  au  mouvement  par  une  puif- 
fance  confiante  P.  Nous  fuppofons  ici  que  ce  corps 
ne  tourne  pas.  Soit  l’efpace  m B(  fig.  71  ) par- 
couru dans  le  temsr  = jr  & la  vîteffe  = v,  on 

aura  v d v=  1 g.  — ^ x > car  frottement 


M 


diminue  l’inrenfité  de  la  puiffance.  Donc  v1  — 

(P  - “M2  Del^=si  = X/-7iLl— 

v V g ( P — « M) 


4 gx 


M v Y g\ 

Si  le  corps  fe  meut  fur  un  plan  incliné  tel  que 
l’angle  que  ce  plan  fait  avec  la  bafe  foit  = ^, 
la  preflîon  que  ce  corps  exercera  fur  le  plan  in- 
cliné fera  =‘M  cof  d’où  naîtra  le  frottement 
n M cof  Mais  le  corps  eft  pouffé  le  long  du  plan 
incliné  par  une  force  = M fin.  % ( fig.  69  ) , en 
fuppofant  que  la  maffe  du  corps  Q eft  = M ( * ) ; 
donc  le  corps  Q defcendra  avec  une  force  = 
M ( fin.  £ — nÆtÜ  ? )•  Soit  l’efpace  parcouru  = x 

m 

8c  le  rems  = t , jg  aura  v d v = — X 1 • g [fin.  % 

— ncofii)dx=i.g(fin.z — ncof\)dx ; 8c 
d x / r-  x 7 

• Donc  x =- 


"ST-Vt 


( Jin-l  — ncoJ, . f). 
g t1  [fin.  \ — n cof  \ ) . 


(*)  Suppofons  Qp=M,  ABC=T,Ie  triangle  rectan- 
gle M Q/>  femblable  au  triangle  ABC  donnera  finus  total 
<=*  t : M : : fin.  Q p M = cof.  z : QM*=M.  cof.  p , preftïon 
que  fait  le  corps  Q donc  nous  defignerons  ici  la  nialîe  par  M , 
fur  le  plan  incliné  A B.  Le  même*  triangle  donne  I : M : : 
fin.  M Q/>  =»  fin.  f : M.  fin.  ? = M p = Q N , force  qui 
pouffe  le  corps  le  long  du  plan  A B.  Il  eft  vifible  que  fin.  % 
doit  être  plus  grand  n cof.  j , autrement  il  n’y  auroit  point  de 
mouvement. 
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g z.  Problème.  Déterminer  Vintenfité  de  la  puïf- 
fance  appliquée  à une  roue  néce faire  pour  vaincre  le 
frottement  de  l’axe  B N ( fig . 71  ).  Soie  le  poids  de 
la  roue  & de  l’axe  = Q,  & la  puiftance  qui  agif 
fur  la  roue  dans  une  dire&ion  horifontale  A P = 
P.  Lorfque  la  roue  fe  meut,  dans  la  direction 
ADE,  le  frottement  s’oppofe  au  mouvement. 
Or  cette  réfiftance  fe  fait  au  point  N : elle 
eft  = n Q , & fon  momént  eft  = BC.reQ, 
auquel  doit  être  égal  le  momertt  de  la  puiftance 

P , fa  voir  C A.  P : donc  P = B C'  ” tel  eft  l’ex- 

C A 

preftion  de  la  puiftance  néceftaire  pour  vaincre  le 
frottement. 

Si  la  puiftance  ap  — P fait  effort  pour  mou- 
voir la  roue  dans  une  direction  oblique  & non 
horifontale  ap  (fig.  7}  ) , je  tire  par  le  centre 
C la  ligne  C B , que  je  fuppofe  parallèle  à la  direc- 
tion a p & = P , & la  verticale  C F = Q.  Ayant 
achevé  le  parallélogramme  CFG  B dont  la  diago- 
nale CG  exprimera  la  preftion  de  l’axe  fur  le  fup- 
port  cave  R N S,  fuppofons  l’angle  aCA  = à 
caufe  des  angles  droits  Cap , BCa,  on  aura 
F C B -q—  a CA  = 90°  , & C G = \é  ( P 1 ■+* 
Q1-!-  2 P Qjfo.  £ ) (*).  C’eft  pourquoi  dans  ce 


( * ) Soit  l’angle  BGC=m,  FCB=*p,le  triangle 
C B G donnera  eu  faifant  CG  = «,  u : fin.  p : : P.  fin.  C G B 

fin.p.  P 

*=»  fin.  F C G = fin.  m = • Le  triangle  CFG 

donne  u : Q : : fin.  p : fin.  ( p — m ) , ou  fin.  ( p — m)  = 

Q.fin.  p 

{fin.  p.  cof,.m.  — fin.  m.  cof.  p)  — . ..(A).  Mais  en 

Dd  4 
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casP.Ca=/z.CN.  \/  ( Pl.-+-Q1-4-2  PQ7?/i.^); 
donc  en fuppofant C a — a,  & CN  = b,  il  vien- 

p n b Q [ ( n b fin.  g -+-  V (a.  a — nnb  b cof.  £ ) 

a a — n n b b 

Par  la  folution  de  ce  problème  il  eft  facile  de 
voir  que  la  réfiftance  du  frottement  eft  d’autant 
moindre  que  la  puiflance  eft  appliquée  à un  plus 
long  levier  C a.  11  eft  évident  encore  que  la  fi- 
gure (73)  repréfentant  l’axe  dans  le  tour,  le 
frorttement  augmente  dans  cette  machine  félon 
l’obliquité  de  la  direétion  de  la  puiflance , par 
rapport  à la  verticale  CA.  La  réfiftance  fera  donc 
la  plus  grande  pofiible  lorfque  l’angle  % fera  de 

o « « «iQ(ni-f-a)  nbQ 

90  , & alors  on  aura  P = — — — - = 

(.aa — nnb ) a — nb 

Mais  quand  la  puiflance  a une  direétion  oppofée 
, la  réfiftance  diminue.  Suppofons  que  dans 


\ K 

fuppofant  le  rayon  = 1 , l'on  a cof.  m = y/  ( 1 — fin.  m ) 

ftituant  la  valeur  de  fin.  m & cof.  m dans  l’équation  A , il 


vient  fin.  p. 
Q./în.p 


i/  ( u u — fin.  p.  P ) — fin.  p.  cof  p.  P ) 


• Donc  Ÿ'  (uu  — P.  1 fin.p  ) = Q -f-  P cof.p , 

u u — • P V fin.  p «=  Q 1 -(-  P l.  cof.  p + * Q P.  cof.  p ; 

&;  ( à caufe  de  cof.  p fin.  p — 1 ) , « = Q y*  (P'2-f- 
4- Q 1 -J-  t P Q fin.  1 ) , en.faifant  attention  que  ç étant 
le  complément  de  p-,  on  a fin.  £ ==  cof.  p. 
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ce  cas  \ = — 90°.  , parce  qu’alors  les  angles  ont  - 
une  lituation  contraire  , nous  aurons  P = 
«iQ(a  — nb)  nbQ  . . 

— 2= — — == --  , exprefnon  qui  raie  voir 

aa  — nnbb  a-\-nb 

que  dans  ce  cas  on  a befoin  d’une  plus  petite 
force  P. 

On  peut  par  le  moyen  de  la  formule  ^ 


trouver  la  quantité  de  frottement  dans  la  poulie  8c 
l’axe  dans  le  tour,  en  fuppofant  le  rayon  de  l’axe 
— b , celui  de  la  roue  ou  des  poulies  = <2,lorfque 
la  quantité  Q outre  la  malle  du  cylindre  & de  la 
poulierepréfente  la  fomme  du  fardeau  & dela'puif- 
fance  8c  que  les  directions  du  fardeau  8c  de  la  pjiif- 
fance  font  parallèles  ; car  dans  ce  cas  ona|  = 90°. 
La  formule  fatisfera  même  à la  pratique  avec  allez 
d’exaélitude  , quoique  l’angle  £ différé  de  10  ou 
n degrés  , & peut-être  plus  de  90°. 

9 5 . Problème.  Déterminer  le  frottement  dans 
les  moufles.  Soit  une  moufle  compofée  de  deux 
poulies  mobiles  8c  de  deux  immobiles.  Chacune 
des  poulies  mobiles  porte  la  moitié  du  fardeau 
que  je  fuppofe  = 4Q.  Ainfi  le  frottement  dans  la 

première  poulie  mobile  fera=  :&  la  corde 

a — nb 


x n b Q 
a — nb 


fera  tendue  par  le  poids  Q 
- — b l ^ quantité  que  je  fais  = A.  Mais  la 


tenfion  A du  fécond  cordon  doit  être  égale  à celle  du 
troilieme  cordon  ; donc  la  poulie  immobile  corref- 
pondante  fera  chargée  du  poids  z A , d’où  réfultera 


un  frottement  = 


1 n b A 
a — n b 


• Le  troifieme  cordon  eft 
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donc  tendu  par  une  force  = A -f-  — ^ — 

a — n b 

(<»-f-n6)A  (a-bnl)*  .. 

~'a~nb  ' = ( b — nb  )*  Q=  B-  le 

quatrième  cordon  fait  équilibre  avec  le  troifieme, 
la  troifieme  poulie  fera  chargée  du  poids  z B , 

d’où  naîtra  le  frottement  = 1 ” h B-  • ainfi  le 

a — n b 5 

.quatrième  cordon  fera  tendu  par  le  poids  B -f* 
1 n b B ( a -f-  n b ) B (a-f -n b)l 

a — n b.  a — nb  ' (a— n b)i  ^ * 

En-  général  fi  le  nombre  des  cordons  elfc  m , la 

tenfion  du  dernier  fera  — fa~*~nb\  q $ans 

\a  — n b J 

le  frottement  la  puifTance  devroit  être  = Q ; 
ainfi  l’augmentation  qui  réfulte  du  frottement  eft 

/ a -+-  n b \ m — 1 

^ Va  — nb)  Q — Q*  doit  encore  ajouter 

le  frottement  qui  réfulte  du  poids  des  poulies  =s 

R , frotement  qui  fera  exprimé  par  — — — 

Outre  le  frottement  dont  nous  venons  de  par- 
ler , on  doit  encore  avoir  égard  à la  roideur 
des  cordes , quand  il  s’agit  d’eftimer  les  effets 
des  machines.  Par  les  expériences  d’Amontons  & 
de  Defagulliers  , il  eft  évident  que  la  roideur 
d une  corde  , ou  la  difficulté  de  la  plier  eft  d’au- 
tant plus  grande  que  fon  diamètre  eft  plus  grand , 
que  le  poids  qui  la  tend  eft  plus  grand  & que  le 
diamètre  du  cylindre  autour  duquel  on  la  plie 
eft  plus  petit , de  forte  que  la  roideur  d’une  corde 
eft  en  raifon  compofée  de  la  dire&e  du  poids 
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rendant , du  diamètre  de  la  corde  & en  rai/on 
inverfe  du  diamètre  de  la  poulie.  Defagulliers  a 
trouvé  que  la  roideur  d’une  corde  d’un  demi- 
pouce  de  diamètre  , roulée  autour  d’un  cylindre 
d’un  pouce  & demi  de  diamètre  & tendue  par  uu 
poids  de  60  livres  , faifoit  une  réfiftance  de  75 
onces.  Appellant  donc  cette  réfiftance  R , on  aura 
_ 960.  onces  X o.  f _ .. 

R = — • = 320.  ouppoions  une  autre 

*•  f 

corde  d’un  pouce  de  diamètre  , tendue  pat  un 
poids  de  80  livres  & roulée  autour  d’une  poulie 
de  cinq  pouces  de  diamètre  , fa  roideur  fera 

comme  ~ — ==  1 6.  Donc  en  faifant  320:75  on- 
ces : : 1 6 livres  :x=  6 ± livres , on  aura  la  roideur 
de  cette  corde. 

Il  n’eft  pas  difficile  de  voir  comment  il  faut 
s’y  prendre  pour  calculer  l’augmentation  de  la 
puiflance  dans  les  moufles-,  eu  égard  à la  roideur 
des  cordes  & au  frottement  ( * ). 


( * ) Pour  faciliter  aux  commençans  le  moyen  de  calcu- 
ler l’effet  du  frottement  & de  la  roideur  des  cordes  dans 
Tes  machines,  nous  prendrons  le  palan  ou  caliorne  de  la 
figure  (-  + ).  En  fuppofant  que  le  rayon  des  chevilles  ou 
c/Tieu  eft  la  cinquième  partie  du  rayon  de  chaque' rouet, 
& que  le  frottement  eft  le  quart  de  la  preflion  , parce 
qu’il  eft  prefque  toujours  plus  grand  lorfque  les  machi- 
nes font  plus  compoféçs  à caufe  des  vices  d’exécution  qui 
fe  multiplient.  S’il  n’y  avoir  point  de  frottement  les  quatre 
branches  du  palan  foutîfcndroient  chacune  le  quart  du  poids 
P que  je  fuppofe  de  400  livres  ; ainfi  chaque  rouet 
inohile  foutiendroit  la  moitié  du  poids  , 8c  les  cordons 
1 6c  a foutiendroient  chacun  le  quart  du  poids.  Mais  félon 
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94-  PROBLEME.  Trouver  la  vltejje  avec  laquelle  un  poids 
P peut  étever  un  fardeau  Q par  le  moyen  ae  l'axe  dans  le 
tour  , eu  Igard  au  frottement  O à l'inertie  de  la  machine. 
Soit  le  petit  rayon  de  l’axe  dans  le  tour  — a , & le 


la  fuppofition  c|ue  nous  avons  faite  cette  moitié  du  poids 
produit  un  frottement  qui  fera  le  quart  de  cette  moitié  ; 
Sc  comme  ce  frottement  produit  une  réfiftance  cinq  fois 
moindre  à caufe  de  la  grandeur  du  rayon  de  la  j>oulie,  la 
branche  z fera  tirée  en  haut  avec  une  force  qui  fera  la 
vingtième  partie  de  la  charge  , pour  remédier  au  feul  frot- 
tement. 

La  force  ajoutée  n’eft:  la  vingtième  partie  de  la  charge 
qu'après  que  cette  force  a été  ajoutée  : ainli  elle  eft  la  dix- 
neuvieme  partie  de  la  charge  confidérée  avant  l'addition. 
Si  le  poids  P pèfe  donc  400  livres , ce  qui  donne  zoo  livres 
pour  la  charge  des  deux  branches  1 & 1 jointes  enfem- 
ble  , nous  n’avons  qu’à  prendre  la  dix-neuvieme  partie 
de  zoo  livres,  & nous  aurons  10  if  livres  pour  l'excès 
de  la  force  avec  laquelle  la  branche  z doit  être  tirée  en 
Jiaut.  La  branche  1 qui  n’eft  fujette  à aucun  frottement 
n’eft  tendue  qu’avec  une  force  de  100  livres;  mais  comme 
la  branche  z doit  foutenir  le  même  poids,  & qu’elle  doit 
de  plus  furmonter  le  frottement  fur  la  poulie  d’en  bas  ; 
il  efb  nécelfairc  qu’elle  foit  tirée  en  haut  avec  une  force 
de  1 1 o -j-f  livres. 

Ce  fera  la  meme  chofe  dans  le  paflage  de  la  branche^ 
à la  branchd> } fur  une  des  poulies  fupérieures.  Il  faut  , 
à caufe  du  frottement,  comme  on  vient  de  le  voir,  que 
la  branche  z foit  tendue  avec  une  force  de  110  fy  livres, 
pendant  que  la  branche  1 ne  foutient  que  too  livres.  La 
tcnlion  de  la  branche  ; doit  être  plus  grande  dans  le  même 
rapport  ; ainli  elle  fera  d’un  peu  plus  de  1 z t livres  : il  faudra 
faire  une  augmentation  femblable  pour  la  branche  4 qui 
fera  tendue  avec  une  force  de  I } y livres,  & une  autre 
augmentation  encore  proportionnelle  pour  la  branche  j , 
qui  doit  être  tirée  avec  une  force#d'cnviron  149  Ainli 
la  puiHancc  M au  lieu  d'agir  avec  une  force  de  100  livres 
fera  obligée  de  tirer  avec  une  force  plus  grande  d’environ 
une  moitié. 


Digitized  by  Google 


■ - ■ * - - - ■ ^ ■ ■ 

Problèmes  Physico-Mathe'mat.  429 


grand  rSyon  — 5 , le  frottement  de  l'axe  = F , frot- 
tement qui  augmente  le  fardeau  Q appliqué  au  petit 
rayon  a.  C'eft  pourquoi  ce  fardeau  total  eft  Q -f-  F 
qui , étant  rapportée  à la  diÜance  b doit  être  ■=* 


Les  nombres  100  , iio  |f,  «3?,  149  font  en  progreP- 
fion  géométrique  ; ainfi  connoirtanr  le  premier  & le  fécond, 
il  fefoit  facile  d’avoir  les  autres  fi  on  ne  les  connoilfoic 
pas. 

Si  nous  voulons  tenir  compte  , non-feulement  du  frotte- 
ment , mais  encore  de  la  roideur  des  cordes,  on  doit  faire 
attention  qu’une  côrde  de  < lignes  de  diamètre  chargée 
d’un  poids  de  no  livres  , & partant  fur. un  rouleau  de 
î pouces  de  diamètre  , oppofe  une  rëfiftancc  de  8 livres  , 
ainfi  que  l’expérience  l’apprend.  Cela  pofé,  fuppolons  que 
le?  poulies  de  notre  figure  (oient  de  4 pouces  de  diamètre, 
& que  le  diamètre  du  cordage  cft  de  4 lignes.  Si  nous 
multiplions  no  livres  par  6 lignes  =7  pouce,  nous  aurons 
<0.  Divifant  ce  produit  par  3 diamètres  du  rouleau  , le 
réfultat  2o  donnera  le  premier  terme  d’une  analogie  donc 
la  roideur  8 fera  le  fécond.  Je  multiplie  les  4 lignes  ■= 
4 de  pouce  de  diamètre  qu’a  la  corde  de  notre  figure  par 
les «2lo  fl  livres  qui  forment  la  charge  des  deux  branches 
I & 2 jointes  enfemble  , & je  divife  le  produit  par  le 
diamètre  4 pouces  des  poulies,  le  réfultat  cft  à peu-près 
17  f livres  , & c’eft  là  le  troifiemc  terme  de  l’analogie  donc 
le  quatrième  7 livres  eft  l'effet  de  la  roideur  du  iunin. 

Nous-  avon?  dit  ci-deffus  que  la  branche  % devoir  être 
tirée  de  bas  en  haut  avec  une  force  de  rio  jf  livres  à 
caufc  du  frottement.  Il  faudroit  donc  ajouter  7 livres  à 
cette  quantité  , fi  la  poulie  fous  laquelle  patfe  cette  corde 
étoit  fyutenue  par  fon  centre.  Mais  lorfqu’on  agit  fur  la 
branche  1 pour  vaincre  fa  roideur  & celle  de  la  branche 
I , le  point  d'appui  cft  fitué  au  point  où  la  branche  1 ren- 
contre la  poulie  ; de  forte  que  le  bras  du  levier  fur  le- 
quel on  agit  eft  alors  égal,  non  au  rayon,  mais  au  dia- 
mètre de  la  poulie;  il  ne  faut  donc  ajouter  que  Ja  moitié 
de  7 livres  à ijo  ff,  & il  nous  viendra  environ  114  livres 
au  lieu  de  118  f livres  que  nous  trouverions  fans  cette 
attention  , pour  la  force  avec  laquelle  il  faut  tirer  en  haut 
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■ j < P > de  forte  que  la  force  motrice  fera 

«=  P — (Q  + F).  Mais  en  faifant  la  maffe  du  cy* 

lindre  = M , fon  moment  d’inertie  fera  exprimé  par 
M a.  a 

— ^ — 5 & cette  inertie  du  cylindre  étant  tranfportée  à 
Ma  a 

la  diftance  5 eft  = ~fj~’  Mais  les  inerties  des  poids 

Qiia, 

P & Q font  P -+-  — jj—  > donc  la  force  accélératrice 

f a „ \ /Man  . Qa<r\ 

fera=(l>-  £ CQ+F))  , (T,X+1 ' + ~n) 


la  branche  i , afin  de  vaincre  le  frottement  & la  raideur 
de  la  corde  joints  cnfemble.  La  branche  a étant  tendue 
avec  une  force  de  114  livres,  la  branche  3 fera  tendue 
eu  égard  au  frottement  & à la  raideur  du  cordage  par 
une  force  qu’on  trouvera  en  faifant  la  proportion  100: 
11S  : : 114:  x,  parce  que  dans  le  pafTage  de  la  branche 
a à la  branche  3 , la  poulie  étant  foutenue  par  fon  cen- 
tre , on  ne  doit  pas  faire  la  rédu&ion  dont  on  a parié 
ci-dcflus.  Ce  qui  donnera  13t. 09  livres  pour  la  tendon  du 
cordon  3.  Dans  lepaflage  du  cordon  3 au  cordon  4 , il  faudra 
à caufe  de  la  poufle  mobile  embrafléc  par  ces%ordoas  , faire 
la  proporrion  100:  114::  133.09  :x,,Ie  quatrième  terme 
de  cette  proportion  fera  trouver  la  force  avec  laquelle  le 
cordon  4 doit  être  tiré  en  haut.  Çette  force  eft  d’environ 
134  livres.  Le  cordon  3 fera  donc  tiré  avec  une  force  qu’on 
trouvera  en  faifant  100:  1 18  -£■  ::  154  : x = iSi*àpcu- 
pres.  U faut  donc  , eu  égard  à tout,  que  la  guidance  M 
fade  un  effort  d’environ  181  livres. 

Il  eft  aifé  de  fentir  qu’il  faut , autant  qu’il  eft  podible , cm-, 
ployer  des  cordes  d’un  petit  diamècre  Sc  les  plus  fouples  que 
l’on  peut,  faciliter  le  mouvement  des  poulies  & augmenter  .leur 
diamètre , autant  qu’on  le  peut , fans  rendre  leur  pefanteur 
nuifibie.  * 
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[P*  — u (Q  + F)]i 


Donc  en  faifant  la  vîteffe 


4-  P i 6 -f-  Q a a 

Jm 

du  fardeau  = v , l’efpace  parcouru  = 
[PS-t«(Q  + F)]6 

vdv  = iga  x. 


r M a a -t-  P i i -+-  Q d « 


= x , on  aura 
J dont  l’inté- 


grale donne  v%  =4^*7 


[ 1H—  <2  (Q+F  )]b 


Si  l’on 


{ M aa-^-Vbb  -f-Q  a a 

à.  x 

fuppofe  le  tems  de  la  montée  t — S,  — — , il  viendra 

gf»[P*— «(CH-F)1*_ 

* fMad-f-Pü-J-Q  a a 

Si  le  fardeau  Q eft  fuppofé  = o,  l’on  aura  la  vîteffe 
‘ gx ( Pii  — F a b ) 

telle  fera  la  vîtefle 


/ T gx(Vbb  — V ab)  -J 

V L iMaa  + Vbb 


r a -+-  P b b 

du  cylindre , eu  égard  d fon  inertie  & au  frottement. 


Des  corps  qui  fe  meuvent  dans  les  fluides. 

95.  Problème.  Trouver  la  réfiftance  des  folides 
de  révolution  qui  fe  meuvent  dans  un  fluide  par- 
faite Soit* A D ( fig.  75.  ) la  courbe  qui  par  fa  ré- 
volution autour  de  l’axe  A B,  engendrera  le  folide 
de  révolution  que  nous  fuppoferons  fe  mouvoir 
dans  la  dire&ion  B A , & fuppofons  MT  parallèle  à 
BA.  Ayant  mené  la  tangente  M m , conftruit  le  rec- 
tangle mTnM  , je  tire  mt  perpendiculaire  fur 
MT.  Cela  pofé  fi  MT  exprime  la  réfiftance  du 
fluide  , par  rapportai!  point  M , il  eft  vifibie  qu’on 
peut  décompofer  cette  force  en  deux  autres 
T m , m M.  Mais  M m , étant  la  force  par  laquelle 
le  fluide  tendra  à gliffer  le  long  de  la  tangente 
m M , n’altérera  pas  le  mouvement  de  l’élé- 
ment Mm,  qui  ne  fera  altéré  que  par  la  force 
T»ic=/iM,  perpendiculaire  à la  'tangente  M m. 


Décompofant  m T en  t T & t m , la  force 
t m fera  détruite  par  une  force  contraire  & op- 
pofée  , qui  agira  fur  le  point  P , & la  feule 
force  t T pourra  retarder  le  mouvement  du 
folide.  Suppofant  M T = i , M m = d s 
( qu’on  peut  regarder  comme  un  arc  infiniment 
petit  de  la  courbe  » qui  fe  confond  avec  fa  tan- 
gente ) , m t = dy  ( car  m t — p M dy , en 
faifant  a c=y  ) , M t = dx,  les  triangles  rec- 
tangles femblables  MmT,  M m r , donneront 

d s : i i d y : T m — Mais  les  mêmes  trian- 

y d s 


gles  donnent  T M: 


T m — ^-  : : ~ :T  i=: 

as  as 


— • Maintenant  fi  on  conçoit  que  les  filets  du 
as 1 

fluide  aillent  choquer  l’arc  m M parallèlement  à 
l’axe  A B , il  eft  vifible  que  le  nombre  de  ces 
filets  fera  égal  à celui  des  filets  qui  pourroient 
choquer  p — d y,(\  l’arc  m M étoit  anéanti  (*); 
donc  le  nombre  de  ces  filets  eft  propof tionnel  k 
dy\  donc  en  multipliant  T t par  dy  , on  aura  la 
force  que  le  fluide  exerce  fur  l’élément  /«M, 
dans  la  direction  de  l’axe  j donc  cette  force  fera 

repréfentée  -par  Si  r repréfente  le  rayon  d’un 
cercle  dont  la  circonférence  foit  c , ex- 


(*)  Car  fi  le  diamètre  d’une  particule  de  fluide  eft  la 
centième  partie,  par  exemple,  de  dy , dy  vaudra  100, 
en  fuppofant  que  les  parties  fe  touchent  j fi  elles  four 
également  diftantes  l'une  de  l’autre  leur  nombre  fera 
neanmoins  propeytionnei  à dy. 

primera 
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{>rimera  l’aéfcion  du  fluide  fur  la  zone  décrite  par 
a révolution  deMm  autour  de  l’axe  AB.  Mais 
fi  on  fuppofe  que  le  mobile  fe  meuc  dans  le 
fluide  avec  la  vîtefle  qu’on  a fuppofée  au  fluide, 
& que  celui-ci  foit  en  repos , le  mouvement  que 
communiquera  ( à chaqile  inftant  ) le  mobile  au 
fluide  pourra  évidemment  être  exprimé  par  la 
même  formule  ; donc  la  réfiftance  qu’éprouve 
un  folide  de  révolution  qui  fe  meut  dans  un 
fluide  parfait , dans  la  dire&ion  de  fon  axe  eft 

cy  dy\ 

rds  1 

Exemple  I.  Soit  la  courbe  A D une  demi-pa- 
rabole dont  l’équation  foit  iax—yy , on  aura  dsx 


z=dx  1-\-dy 


=s. 


ydy 


a a 
c a a 


( a a -hyy  ) , & S. 


cy  d y * 
rds 


— 111.  L. (a u-+-y y)-4- C. 

aa-i-yy  r r 

pour  déterminer  la  conftance  C , je  remarque  que. 
l’intégrale  doit  s’évanouir  lorfque  y = ° } donc 

L.aa,  & l’intégrale  complette  eft 

# 

( aa 

r ' V a a J * 

Exemple  II.  Si  on  fuppofe  que  AD  eft 
l’arc  d’un  cercle  dont  l’équation  foit  a a — y y = 

x*,  on  aura  d s — a—^~  > & en  fuppofant  r = a , 
l’élément  de  la  réfiftance  du  folide  fera  —Hf  - 

a î 

C ^ 

— — y d y — — y * d y , en  fubftituant  la  va- 


caa 


Tome  V. 


E e 
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t c y 1 cy  ^ 

leur  de  x x s donc  la  réfiftance  fera  ~ — — • 

Si  Ion  fuppofe  * — o , ce  qui  donne  y ==  a, 
la  réfiftance  de  l’hémifphère  & par  conféquent 
celle  de  la  fphére  entière  ( car  l’hémifphère  pof- 
térieur  n’a  aucune  réfiftance  à vaincre  ) fera  =a 

e— } laquelle  n’eft  que  la  môicié  de  celle  d’un  de 

fes  grands  cercles.  . 

Exemple  1 1 1.  Soit  BD  = r=  i le  demi- 
petit  axe , A B = a le  demi-grand  axe  d’une 
ellipfe  j l’on  aura  aay1  — a a — «j  aaydy 

—  x dx  , a* y1  d y 1 ==  x 1 d x 1 , d x 1 =s 

*xilàsi  . , j..*  . *'ylày%  _ 

-Z—J—,  is'=dy 

, en  faifant  a « - . =g  > ; donc 

! — yy 

la  différentielle  de  la  réfiftance  fera  — — — ^ — - 

1 +esyy 

— h y dy(*)),  à caufe  de  g g 

es  \i -\-ggyy  / 

-4-  i =aa j dont  l’intégrale  en  faifant  L.  ( i 

« 

. \f  n r c (aan  y*''» 

O O J P / gg  \ga  X ) 


* ee  \g g t J 

. c û a 

Lorfque  y — i , cette  intégrale  devient  — -yx 

ë 


( *)  On  trouvera  facilement  que  le  premier  membre  de 
l’équation  eft  égal  au  fécond  en  réduifant  — y dy  en 
une  fraâion  dont  le  dénominateur  foit  z -t-  ggyy  , Bc 
en  faifant  attention  que  a a = •+•  t. 
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L.  a ^ qui  exprime  la  réfiftance  de  l’ellip- 

foïde  entier.  On  n’a  pas  ajouté  de  conftanre  parce 
que  le  logarithme  hyperbolique  de  1 étant  = o , 
l’intégrale  devient  = o lorlque  y =>  o j ainlf 
que  cela  doit  être.  Si  B A étoit  le  fécond  demi- 
axe  , l’on  auroir  1 ><2,  & g g = a a — 1 , feroic 
une  quantité  négative , de  forte  qu’il  faudroir 
changer  le  ligne  du  fécond  terme  de  l’intégrale 
qui,  pour  le  cas  de  la  réliftance  du  foLide  entier  , 

donneroit  L.  a -h  — — 
g 4 *gg 

Exemple  IV.  Soit  DAP  (fig.  76)  la  feétion 
d’un  cône  droit,  dont  le  rayon  D B de  la  bafe 
foit  r = dj  & le  côté  D A =b.  Ayant  tiré  la  ligne 
TC  perpendiculaire,  & M a parallèle  à DB  , les 
triangles  femblables  A Ma,  A BD  donneront 
BD  = æ:AD  s=  b::M.a  = y : M A = s =2 

“^.dont 


— i donc  d j , 3c 

<»  ’ a r as1 


bb 


• dC  V ^ ♦ • 

l’intégrale  = — — , exprime  la  réfiftance  du  cô- 


xb  b 

ne  M A r.  Et  li  l’on  fait  y 


■ a , la  réfiftance  du 


cône  entier  DÂP,  fera  = -7-  = — • • Or  a 

xbb  i bb 

étant  plus  petit  que  b < 1 } donc  la  réfiftance 

qu’éprouve  le  cône  eft  plus  petite  que  celle  qu’é- 
prouveroit  fa  bafe  , réfiftance  qui  feroit  repréfen- 

tée  par  ^ , & les  réfiftances  du  cône  Sc  de  fa 
bafe  font  entr’elles  comme  : 1 ::  a a:  bb>  c’eft- 


E e 


Digitlzed  by  Google 


4 }6  Cours  de  Mathématiques. 


J 


à-dire  comme  le  quarté  du  rayon  de  la  bafe  eft 
au  quarré  du  côté  du  cône. 

Si  l’on  fuppofe  un  cône  droir  ( fig.  77  ) 
infcrit  dans  un  hémifphère  , le  triangle  rec- 
tangle ifocelle  DAB  donnera  DA  = b 1 =3 
i.DB  = 1c1;  donc  alors  a~  = \i  & la  réfif- 


tance  qu’éprouve  le  cône  devient  = — , la  même 

que  celle  qu’éprouve  l’hémifphère  D AP,  ce  qui 
mérite  d’être  remarqué. 

96.  Problème.  Entre  tous  les  fines  droits  tron- 
qués de  même  bafe  D B b & de  même  hauteur  BP, 
décrits  par  le  trapèze  P y?  D B autour  de  l’ axe  B P 
(fig.  78  ) & qui  fie  meuvent  parallèlement  à cet  axe  , 
trouver  celui  de  la  moindre  réfifiance.  Ayant  pro- 
longé le  côté  D p j jufqu’à  la  rencontre  de  l’axe 
en  A , je  mène  Pm&BM,  perpendiculairement 
à D A.  Cela  pofé , nous  fa^bns  que  la  réfiftance 
de  la  furface  décrite  par  A D#eft  à celle  de  la  bafe 
comme  le  quarré  a a du  rayon  de  la  bafe  ettàb  b 

» 1 

quarré  du  côté  D A*  ou  comme  D M : D B , à 
caufe  des  triangles  femblables  DBA,  D M B.  De 
tnême  la  réfiftance  du  petit  cône  p A a fera  à celle 

de  fa  bafe  comme  pm\  P p \ donc  P m différence 

des  quarrés  P p &tpm  exprimera  la  différence 
entre  la  réfiftance  de  la  bafe  de  ce  cône  p A.a  , fic  du 


cône  lui-même  , tandis  que  D M exprime  celle 
du  cône  dont  le  côté=D  A.  Maintenant  il  eft 
vifible  que  la  réfiftance  de  notre  cône  tronqué 

fera  uu  minimum  fi  DM  + P m eft  un  mini - 


* 
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mum:  car  cette  réfiftance  fera  d’autant  plus  petite 

Z — ■>  - 1 

que  la  fomme  de  DM  & dePm  fera  plus  pe- 

• ■ i —1 

tite , puifque  DM  P /zz  eft  comme  la  réfif- 
tance totale  (*).  Mais  fi  l’on  mène  P /t  parallèle 
à Dp  jufqu’à  la  rencontre  de  B M en  n , on  aura 

M n = P m , & D/i  = DM  -+-P/n  ; donc  D n 
& par  conféquent  D n doit  être  un  minimum . 
Mais  à caufe  de  P n parallèle  à D A , l’angle  B n P 
eft  droit  ; donc  il  eft  placé  fur  la  circonférence 
du  diamètre  B P.  D’un  autre  côté  la  plus  courte 
ligne  qu’on  puifTe  mener  d’un  point  Dà  une  courbe, 
eft  la  perpendiculaire  , ainfi  qu’on  l’a  vu  dans  la 
première  Seéfion  ; donc  D n eft  perpendiculaire 
au  demi-cercle  B n P ; elle  pafte  par  conféquenc 
par  fon  centreC,  tk  l'on  a Cn  = CP.  Mais  à 
caufe  des  parallèles  D A , n P , les  triangles  DCA, 
n C P font  femblables  } ainfi  puifque  le  dernier 
donne  C/2=  CP,  le  premier  donnera  CD  = 
CA  ; c’eft-à-dire  qu'on  trouvera  la  hauteur  du 
cône  entier  , en  menant  D C par  le  point  D , & 
par  le  milieu  C de  la  haurèur  du  cône  tronqué  , 
Sc  prenant  C A = C D. 

97.  Problème.  Encre  tous  les  folides  dont  la 
bafe  a pour  rayon  D C , engendrés  par  la  révolu- 
tion d’une  courbe  D A autour  de  l’axe  C B , déter- 


, ( * ) Car  fi  a exprime  la  réfiftance  du  cône  dont  A D 

eft  le  côté  , 4 la  réfiftance  de  b bafe  fupérieure  du  cô:tc 
tronqué,  c celle  du  petit  cône,  a b — c,  fera  celle  du 

cône  tronqué  , laquelle  en  faifant  « = DM,  4 — c.  ==» 

P m , devicndroit  DM  + Pm. 

E e } 


4*8  Cours  de  Mathématiques. 


miner  celui  dont  la  réfiftançe  dans  le  fens  de  l’axe 
ejl  un  minimum  ( fig . 79  ).  Confidérons  les  zones 
engendrées  par  les  arcs  AM&MG,  fi  l’on  fup- 
pofe  que  la  première  reçoive  une  augmentarion 
dans  fa  réfiftançe  , il  faut  que  la  fécondé  reçoive 
une  diminution  égale  , fans  cela  la  réfiftançe  fur 
la  zone  entière  engendrée  par  l’arc  G Ane  fauroit 
être  un  minimum  } ce  qu’on  vient  de  dire  par  rap- 

fiort  à ces  deux  zones  doit  s’entendre  de  toutes 
es  autres  zones  prifes  deux  à deux  , & lorfqu’el- 
les  auront  cette  propriété  , la  furface  entière  en- 
gendrée par  la  courbe  , aura  évidemment  la  pro- 
priété du  minimum.  Revenant  donc  aux  deux  zo- 
nes dont  nous  venons  de  parler,  je  différencie 


l’exprçffion 


cydyi 

rds1 


de  la  première  , en  faifant 


feulement  varier  dx  ( c’eft-à-dire  , que  je  regarde 

dy  auffi-bien  que  y comme  conftans  ) , ce  qui 

, — xcdxddxydy*  ..  . . . 

me  donne  — , , — ; • Mais  alors  la  zone 

r(ay  -j-dx1)1 

fuivante  doit  donner  pour  la  différentielle  de 


j cdxàdxy  dy* 
r {dyx-\-dyx  J1  * ^ar 
ce  que  la  hauteur  F B des  deux  zones  étant  fup- 
pofée  ne  pas  varier , lorfque  la  hauteur  de  la  pre- 
mière augmente  de  la  quantité  ddx,  celle  de 
la  fécondé  diminue  de  la  même  quantité  j donc 
xcdxddxydy*  icdxddxydy 5 


fa  réfiftançe , l’expreffion  -f~ 


y dxdy J ydxdy 5 ... 

- ^ 4 ■■  css  o.  Maintenant  quoique 
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rcdxâdxydyï  pQjtuns  qUancicé  infiniment  petite, 

. ,r  zcddx 

rien  n’empêche  qu’en  la  divilanr  par — , elle 

ne  devienne  une  quantité  finie  telle  qu’on  voudra  (*); 
& parce  que  nous  pouvons  fuppofer  que  toutes 
les  zones  éprouvent  des  variations  égales  par  rap- 
port à leurs  réfiftances  , les  unes  en  plus  les  au- 
tres en  moins  alternativement  , nous  pourrons 

faire  y — a , quantité  confiante  3 donc 
ds  4 

ydy  } d x = a d s 4 = a d x 4 -+*  1 a d x1  dy  * -J-' 

z d.  y>  1 >,  . ' 

a dy  4.  Suppofant  maintenant  d x — — — , fubf- 

tituant  cette  valeur  dans  l’équation  qu’on  vient 
de  trouver,  divifant  enfuite  par  \dy  4 & multi- 

? i a1  ... 

pliant  par  a , on  aura  y— ~ ••  *(A). 

7 d.  w 

Subftituant  dans  d x = — - , la  valeur  de  dy 

a 

prife  de  l’équation  A , & en  ifitégjant , on  aura  x 

_ — aL.%....  (B).  Si  dans  l’équation  A 

l’on  faitjK=o  t on  aura  en  multipliant  par  £ & 
par  a a , £ 4 -J—  iuq^  + a4  = o,  d’où  l’on  tire 
£ \ cl  = o j % % = — a a & \ = \/  —r-  a a y 
quantité  imaginaire  qui  fait  voir  qu’on  ne  peut  fup* 
pofer<y  = o , & que  la  courbe  11e  rencontre  pas  fon 
axe.  Si  l’on  fuppoie  dy  — o , ce  qui  indique  la 

- --  — ■ 

( *)  Cela  aura  lieu  en  fuppofant  à ddx  une  valeur  con- 
venable. 

Ee  4 
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. , _ . i T z i i 

plus  petite  ordonnée  B A , on  aura  — — — -+- 

l d 7 aaiZ  __  Q ^ pon  tjre  y 4 _|_  i a £ y y 

1 zz 

^-L  a a— — \aa, 
y = a\/  y , à l’origine  B des  y & des  x.  Subftituant 
cette  valeur  de  £ dans  celle  des  y , on  aura  pour 
la  valeur  de  la  plus  petite  ordonnée  y = 1f-  a \/  ÿ. 

Maintenant  fi  nous  fuppofons  qu’on  prenne  ç 
dans  un  logarithmique  m b , telle  que  l’ordonnée 
B b foit  = a y & qu’on  prenne  les  abfcilïes  B T 
pofitives  , tandis  qu’on  prend  les  abfcifles  Bp  né- 
gatives , on  aura  L.  ûyy=o,&à  l’origine  A 
de  la  courbe , ou  ^ = a y'  y , l’on  aura  L.  y = o , 
ce  qui  arrivera  lorfque >x  fera  = o ; donc  l’équation 

( B ) donnera  dans  ce  cas  x = -+-  — , quan- 

tité qui  doit  être  = o , puifque  * = 0.  Mais  alors 
ç = a\/  y j donc  cette  quantité  deviendra  *—  -+* 

Il  faut  donc  ajouter  une  con- 

$ '*  4*  3 4*  3 * 2. 

liante  C à l’intégrale  B , & cette  confiante  doit 

être  = — — * 

I z 

Maintenant  fi  nous  fuppofons  , que  la  fou- 
tangente  de  la  logarithmique'  m a foit  — B t fie 

que  B t foit  =e  a \ S.  — * = a L.  y fera  = BT, 

lorfque  l’on  fera  B N = T m = \ , & qu’on  pren- 
dra les  logarithmes  dans  la  logarithmique  m b. 
Cela  pofé  pour  conftruire  la  courbe  A D , je  prends 
B A = -ç  a y/y , en  fai  fant  B t = a 3 a eft  arbitraire. 
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Je  fais  enftûte  B N = T m — \ , je  fais  1 abfcitlg 

g ? ? 4 — — — — BT,  8c  l’ordon- 

v^  — x—  ,-r-  a ii 

^ 5 aa 

née correfpondante  CD  = y = — -H  * ? -h  y .» 

& j’ai  le  point  D de  la  courbe  , on  trouvera  de 
même  tous  les  autres  points  de  la  même  courbe  , 
dont  l’origine  eft  en  A (.*  )• 

' Remarque.  'Si  l’on  mene  la  ligne  t c , 
elle  fera  parallèle  à la  tangente  Gn  au  point  G 
de  la  courbe  , Trouvé  en  fuppofant  la  quan- 
tité correfpondante  [ = B c : car  1 équation 

» ^ y t 

d x = ~ — donne  d y = f G : d x =r  / M : : a 


(*)  Si  l’ordonnée  -D C delà  bafe  eft  fuppoféc  détermi- 
née , ainfï  que  l’annonce  le  Problème,  quelle  foit  de  dix- 
pieds  , par  exemple  , on  doit  prendre  a & £ , tels  que 

î J a a 

ait  y *=  10  pieds  == -+-  1 ^ * Si  l’on  faii^ 


r 


on 


a — 1 pied,  on  trouvera  p par  la  réfolution  de  l’équation 
j 4 4-  x ^ j — ,o  ? _J_  1 = 0,  qui  eft  du  quatrième  d*-'  ré. 
Si  alors  011  aura  facilement,  la  valeur  de  BC  — 
la  hauteur  du  folide.  Si  l’on  veut  que  CD  foit  de  icr^Ieds 
a pouces  , on  n’aura  qu’à  fuppofer  j de  deux  pieds  , SC 
a = t pied. 

Si  on  vouloit  conftruire  la  courbe  fans  employer  la  lo- 
garithmique, on  feroit  attention  qu’au  point  A de  la  courbe 
J eft  <=a  V},  ce  qui  donne  pour  la  valeur  de  x dans  ce 

j a '' 

point iL.(e  V Iî)»  tandis  qu’on  doic  trouver  o j 


on  ajouteroit  donc  à l’intégrale  B ci-delTus  qui  repréfente  la 
valeur  de  x , une  confiante  C =*  a L.  a y/  -y  — rr  a , &c 


l’on  cherchcroit  enfuite  pour  chaque  valeur  de  :j  , la  valeur 
de  y & de  x ; mais  comme  les  logarithmes  dont  on  doic 
faire  ufage  font  les  hyperboliques  , ou  pourra  facilement 
les  trouver  par  le  moyen  des  tabulaires  corfime  nous  l’avons 
enfeigué  dans  la  première  fc&ion  (n°;  14  ). 
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= B t : £ = B c \ de  forte  que  les  côtés  qui 
comprennent  les  angles  droits  des  triangles  G/M , \ 
tBc,  étant  proportionnels  , ces  triangles  font 
femblables  , 8c  l’angle  /GM,  qui  eft  cenfé  le 
meme  .que  celui  que  forme  la  tangente  G^n  avec 
l’ordonnée  , eft  égal  à l’angle  Etc;  ainfi  G n 
& T c font  parallèles.  Par  ia  même  raifon  t b 
eft  parallèle  à la  tangente  au  point  A de  la  courbe 
qui,  fe  trouvant  entre  les  tangentes  8c  l’axe,, 
tourne  , fa  concavité  vers  cet  axe. 

En  prenant  les  % plus  grands  que  BÆ  , on  dé- 
crit la  branche  A D.  Mais  en  prenant  les  ^ plus 
petits  que  BA  on  décrira  la  branche  A V , de  la 
même  courbe  qui  par  conféquent  aura  un  point 
de  rebrouftement  en  A.  Si  l’on  fait  B h=p  a — 

Bp 

% , on  prendra  ~ pour  L.  £ , & l’on  aura  B p = £ 

a L.^,  & au  lieu  de  fouftraire  cette  derniere  quan- 
tité on  l’ajoutera;  parce  que  Bp  étant  négatif, 
il  faut  changer  le  ligne  — en  , 8c  les  tan- 
gentes de  la  branche  AV  étant  parallèles  aux  t h , 
elle  tournera  fa  convexité  du  côté  de  l’axe. 

98.  Si  l’on  fait  tourner  la  branché  A D autour  de 
fon  axe , elle  engendrera  un  folide  qui  aura  la 
propriété  que  demande  le  problème.  U en  fera  de 
même  fi  l’on  fait  tourner  la  branche  A V ; on  em- 
ployera  cette  derniere  branche  , fi  l’on  veut  avoir 
un  folide  qui  fous  même  longueur  ait  plus  de 
folidité.  Si  l’on  vouloit  donner  la  figure  de  l’un 
des  folides  dont  nous  venons  de  parler  é la  proue 
d’un  vailfeau  on  pourroit  pour  la  rendre  poin- 
tue, lui  ajouter  la  figure  conique  que  formeroit 
la  tangente  Kg  ( au  point  A ) parallèle  à t b , 
par  fa  révolution  autour  de  la  ligne  C N. 
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99.  Problème.  Si  un  corps  m fe  meut  dans  un 
fluide  parfait -dont  la  dcnjite  J'oit  D j trouver  une 
équation  qui  contienne  te  rapport  entre  ï efpace  par- 
couru & la  vîteffe  reflante.  Suppofons  que  la  fur- 
face  g repréfente  la  furface  plane  qui  éprouve* 
roic  la  meme  réfiftance  que  la  furface  du  folide  , 
en  fuppofant  que  la  vîteffe  de  cette  furface  fuc 
égale  à celle  du  folide  , & repréfentons  la  vî- 
teffe du  mobile  par  u , ce  mobile  pouffera  cha- 
que couche  infiniment  mince  du  fluide  , avec 
un  effort  exprimé  par  £ D m ( * ) , & la  dimi- 
nution de  fon  mouvement  fera  comme  le  pro- 
duit de  gDu  par  le  nombre  des  couches  qu’il 
rencontrera  3 lequel  eft  .proportionnel  a 1 ef- 
pace d s qu’il  parcourt.  On  aura  doncgDtft/r  — 
— m d u:  on  donne  le  ligne  — à du  , parce  que 

. . . _ g D à s 

l’efpace  augmentant  u diminué  j ainu  — — — - = 
— - — , & en  intégrant  Sc  ajoutant  une  confiante  L.  A, 
il  vient  = — L.  u- f-L.  A (la  quantité  Adoit 

m 

être  égale  à la  vîteffe  primitive  avec  laquelle  le 
corps  m a commencé  à fe  mouvoir  ).  Donc 

= L.  — , & L.  e = L.  A , e étant  le  nom* 
u m u 

bre  dont  le  logarithme  hyperbolique  = 1 •,  ainfi 


(*)  A caufc  que  la  couche  du  .fluide  cil  fuppofée  in- 
finiment mince  , fille  cil  cenfée  recevoir  toute  la  vuefTe 
«ftuclic  du  mobile. 
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g p*  A 

* — A,  & a ...(A),  équation  qui  ré- 

^ S ^ 

É 01 

fout  le  problème. 

i oo.  Problème.  Suppofant  quun  corps  m Je  meut 
dans  un  fluide  parfait  dont  la  denflté  = D , trou- 
ver la  relation  entre  l'efpace  parcouru  3 & le  tems 
employé  à le  parcourir , u érant  la  vîrelfe , t le  tems, 
s l’efpace.  On  a udt=ds ; donc  1 équation 
gï)uds  = — mdu  trouvée  dans  le  problème 
précédent , deviendra  g D u 1 d t — — mdu , ou 

s’oit  du  _ . , „ 

- — = — — • En  intégrant  oc  ajoutant  une 

n gDt  1 1 A — U A 

conitante , on  aura  = ~ — = — - — > A 

.m  u A Au 

étant  la  vîteffe  primitive  du  mobile.  Si  l’on  fubf- 
titue  la  valeur  dé  u trouvée  dans  le  problème 

g D* 

m ... 

précédent , on  aura  ^ — • • .(B),  équation 

qui  réfout  le  problème. 

Si  un  corps  cylindrique  dont  la  hauteur  eft 
= A & la  bafe  = g , fe  meut  dans  un  Huide 
de  même  denfité , & dans  la  direétion  de  fon 
axe  , on  pourra  fubftituer  h D g au  lieu  de  m , 
& lorfque  l’efpace  parcouru  s fera  égal  à la  hau- 
teur h ^on  aura  = i , & l’équation  A (du 

TTl  i - / 

A 

problème  précédent  ) donnera  u = ~ : on  au- 
ra auili  e^-  = Mais  = ~ i donc  t 

m A m h 
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— h. 


Soit  h 


= 6 pieds , fi  A eft  «ne  vî- 


te(Te  capable  de  faire  parcourir  10  pieds  par  fé- 
condé ; comme  e = 1.  71818  , à peu-près  , on 

aura  a = ==  3.  o , en  s en  tenant  a une 

71818 

décimale,  c’eft-à-dire,que  la  vîtelfe  reliante  pourra 
faire  parcourir  au  corps  environ  3.  6 pieds  par 

fécondé.  L’équation  t = h.  — donne  dans  ce 


cas  r=  1.  03097,  en  s’en  tenant  à cinq  déci- 
males, c’eft-à-dire,  que  le  mobile  aura  employé 
environ  1.03097  fécondés  de  tems  à parcourir 
l’efpace  h où  fa  longueur.  1 

A 

On  peut  remarquer  que  l’équation  u = — - 


fait  voir  que  fi  plufieurs  cylindres  de  même  ma- 
tière fe  meuvent  dans  un  lluide  de  même  den- 
fité  & dans  la  direction  de  leur  axe  & qu’ils 

{>arcourent  chacun  un  efpace  égal  à leur  longueur, 
es  vîtefles  reliantes  font  égales  aux  vîtelfes  primi- 
tives divifées  par  e , & par  conféquent  ces  vîtelfes 
feront  proportionnelles  aux  vîtelfes  primitives. 

De  F Hydrodynamique. 

rot.  La  théorie  de  l’équilibre  & du  mouve- 
ment des  fluides  eft  fi  intéreflante  que  nous  fom- 
mes  perfuadés  que  nos  Leéleurs  feront  bien  ai- 
fes  que  nous  donnions  ici  en  peu  de  mots  les  prin- 
cipes généraux  de  Y hydrodynamique  , c’eft-à-diM^ 
de  l’hydroftatique  & de  l’hydraulique.  L’hydn^ 
tatique  eft  cette  fcience  qui  traite  de  l’équilibre 
des  fluides  , Y hydraulique  au  contraire  traite 
de  leurs  mouvemens , de  leur  aéfcicm  & de  leur 
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réfiftance.  Nous  avons  déjà  parlé  de  l’adion  & 
de  la  réfiftance  des  fluides  , difons  aufli  quel- 
que chofe  de  leur  équilibre  & de  leur  mouve- 
ment. 

La  dire&ion  de  la  gravité  étant  perpendicu- 
laire à l’horifon  , i °.  Si  un  fluide  contenu 
dans  un  vafe  a fa  furface  parallèle  à l’horifon  , 
toutes  les  particules  qui  compofent  les  couches 
ou  tranches  horifontales,  & tout  le  fluide  feront 
en  équilibre.  i°.  Il  eft  vifible  que  tout  le  fluide 
contenu  dans  le  vafe  A H DF  ( fig.  80  ) & 
celui  qui  pourroit  être  contenu  dans  le  vafe 
B C G E , doivent  être  en  équilibre  , en  fuppo- 
fant  que  la  ligne  A B E F , eft  parallèle  à l'horilon  , 
& que  par  conféquent  le  fluide  contenu  dans  les 
vafes  communiquans  A BC<z , EGCaHDF  fera 
en  équilibre  lorfque  la  ligne  A F fera  une  li- 
gne de  niveau  ou  parallèle  à l’horifon.  De  là  on 
. peut  conclure  que  la  preflion  des  fluides  fur  une 
même  bafe  parallèle  à l’horifon  eft  proportion- 
nelle à la  hauteur.  Car  fi  on  mène  la  ligne  a C 
parallèle  à l’horifon  & que  l’on  fuppofe  que 
Au  CP  repréfente  un  tube,  il  eft  évident  que 
tout  le  fluide  H A PCGEFDH  fera  en  équili- 
bre ; donc  la  preflion  des  deux  parties  A uCB  , 
u C G E F D H fur  la  même  bafe  C a fera  la  même. 
Il  eft  évident  d’ailleurs  que  la  preflion  des  fluides 
hétérogènes  qui  ont  même  hauteur  & qui  font 
contenues  dans  des  tubes  cylindriques  eft  pro- 
^É^tionnelle  à la  denfité  où  à la  gravité  fpéci- 
fique  de  ces  fluides  & à la  grandeur  de  la  bafe  j 
de  forte  que  fi  la  gravité  fpécifique  d’un  des  flui- 
des eft  double  de  celle  de  l’autre  , la  preflion 
qu’exercera  te  premier,  fera  double  de  celle  du 
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fécond  j mafs  fi  de  plus  la  bafe  devient  triple , 
la  preflion  doit  devenir  triple.  En  général  la  pref- 
fion  fera  en  raifon  compofée  de  la  bafe  , de  la 
hauteur  & de  la  gravité  fpécirique  des  fluides  ; 
& les  fluides  hétérogènes  feront  en  équilibre  dans 
les  tubes  communiquans  , lorfqu’ils  auront  des 
hauteurs  en  raifon  inverfe  de  leurs  gravités  fpé- 
cifiques. 

On  peut  conclure  des  principes  ci-deflus  , que 
fi  un  folide  eft  plongé  dans  un  fluide , la  preflion 
relative  qu’exercera  ce  fluide  fur  le  folide  pour 
le  repoufler  fera  égale  au  poids  d’un  pareil  volu- 
me de  fluide.  Car  fi  on  fuppofe  qu’un  pareil  vo- 
lume de  fluide  de  meme  figure  vienne  à occu- 
per la  place  du  folide,  tout  le  fluide  fera  en  équi- 
libre , ce  qui  ne  pourrôit  arriver  fi  le  poids  de  ce 
fluide  n’étôit  égal  à la  preflion  dont  on  vient  de 
parler  -,  ainfî  un  corps  plongé  dans  un  fluide  fera 
repoufle  en  haut  avec  une  force  égale  au  poids 
d’un  pareil  volume  de  fluide  , & s’il  eft  fpéci- 
fiquement  plus  péfant  que  le  fluide  , il  perdra 
une  partie  de  fon  poids  égale  à la  péfanteur  d’un 
pareil  volume  de  fluide.  De  plus  les  preflions  ho- 
rifontales  du  fluide  fe  détruiront  mutuellement 
& leur  effet  fe  réduira  à prefler  le  corps. 

De  là  on  peut  conclure  1 °.  que  fi  l’on  plonge 
fucceflivement  le  même  folide  dans  des  fluides 
de  différentes  péfanteurs  fpécifiques,  les  portions 
qu’il  perdra  de  fon  poids  , feront  proportionnel- 
les aux  gravités  fpécifiques  des  fluides.  i°.  Q«g 
différens  corps  plongés  dans  le  même  fluide  per- 
dront des  parties  de  leur  froids  proportionnelles, 
à leurs  volumes.  De  plus  à eau  le  que  les  poids 
des  corps  font  comme  les  produits  des  volumes 
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& des  denfités  , ce  qui  fait  que  les  poids  étant 
égaux  , les  volumes  doivent  être  en  raifon  in- 
verfe  des  denfités  ; fi  on  plonge  plufieurs  corps 
de  même  poids  dans  le  même  fluide  , les  parties 
de  leurs  poids  que  perdront  ces  corps,  feront  en 
raifon  inverfe  des  denfités.  Mais  parce  que  fi  on 
les  plonge  dans  des  fluides  dont  les  péfanteurs 
fpécifiques  foient  différentes , ils  doivent  perdre 
des  parties  de  leur  poids  proportionnelles  à leurs 
volumes  , & à la  gravité  fpécifique  des  fluides 
dans  lefquels  on  les  plonge  , ils  perdront  des  par- 
ties de  leur  poids  qui  feront  en  raifon  direéte 
des  gravités  fpécifiques  des  fluides,  & en  raifon 
inverfe  des  denfités  des  corps  plongés. 

Si  un  corps  eft  fpécifiquement  plus  léger  que 
le  fluide  , la  partie  du  folide  qui  s’enfoncera  dans 
le  fluide  fera  égale  au  volume  de  fluide  de  même 
péfanreur  que  le  folide  ; & parce  que  les  volumes 
des  corps  de  même  poids  font  en  raifon  inverfe 
de  leurs  denfités  ou  gravités  fpécifiques , le  vo- 
lume entier  du  folide  , fera  au  volume  de  la  par- 
tie plongée,  comme  la  gravité  fpécifique  du  fluide 
eft  à celle  du  folide.  Ainfi  les  gravités  fpécifi- 
ques des  folides  de  même  volume  , feront  pro- 
portionnelles -aux  parties  plongées  dans  le  même 
fluide;  & s’il  s’agit  de  folides  de  même  gravité 
fpécifique  , les  parties  plongées  dans  le  même 
fluide  , feronc  proportionnelles  à leurs  volu- 
mes ( *). 


( * ) Puifque  l’occalion  fe  présente , nous  jugeons  à pro- 

Îos  de  dire  un  mot  du  célèbre  problème  de  la  couronne 
e Hieron  , Roi  de  Syracufe.  Ce  Prince  foupçonnant  que 
l’ouvrier  avoir  mêlé  de  l'argent  dans  la  couronne  qu'il  lui 

101.  Pour 
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ioz.  Parlons  maintenant  du  mouvement  des 
fluides.  Selon  Torricelli , les  fluides  qui  coulent 
par  des  orifices  faits  dans  les  vafes , peuvent  re- 
monter au  niveau  du  fluide  du  vafe  , 8c  les  vî- 
teffes  des  premières  particules  qui  s’écoulent  font 


avoit  fait  faire,  propofa  à Archimede  de  trouver  la  por- 
tion d’argent  mêlée  avec  I’op:  voici  comment  on  peut 
réfoudre  le  problème.  Soit  P le  poids  dp  la  couronne  , * 
le  poids  de  l’or  contenu  dans  la  couronne,  £ le  po’ids  de 
l’argent  , p la  partie  du  poids  qu'une  malfc  P d'or  perd 
dans  l’eau } fi  par  exemple , l’or  perdoit  rj  de  fon  poids 
dans  l'eau  , p ferait  , q la  partie  du  poids  que  perd 

une  malle  d’argent  = P,  & t le  poids  que  perd  la  couronne.  En 
' ' px 

faifant  P : p : : * : — , on  aura  le  poids  que  perd  dans 

* r 

t*  » 9 ? 

l’eau  l’or  de  la  couronne.  Par  la  même  raifon  ~ expri- 
mera la  perte  de  poids  de  l'argent  de  la  couronne.  Mais 
ces  deux  pertes  font  égales  à la  perte  t que  faic  la  cou- 

p x q 7 

ronne;  ainfi  l’on  a l’équation  — p-  H — — = t.  De  plus 

les  poids  x & ç pris  enfemblc  doivent  être  égaux  au  poids 
P de  la  couronne  ; c’eft  pourquoi  nous  aurons  la  féconde 
équation  x ^ = P.  Donc  ^ = P — x.  Subflituant  cette* 
valeur  de  ^ dans  la  première  équation,  on  trouvera  faci- 


lement x = 


(g  — O-P 

q—p  ■ 


• Cette  valeur  fubftituée  dans 


„ . t 1 — p j.  r 

1 équation  7 = P — x donnera  7 = Cepen- 

x 7 — P ■ 

dant  cette  folution  fuppofp  que  l'or  & l’argent  qui  entrent 
dans  la  couronne  forment  après  le  mélange  un  volume  égal 
à la  fomrae  des  volumes  qu’ils  donneraient  s’ils  étoient 
féparés , ce  qui  fans  doute  n’eft  vrai  qu’à  peu-près,  & non 
cxaélcmenc. 

Tome  F.  Ff 
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en  raifon  foudoublée  de  la  hauteur.  Mais  ce  Sa-  ^ 
vajit  ayant  remarqué*  que  dans  les  eaux  jaillif- 
fantes  , la  hauteur  du  jet  n’alloit  pas  tout-à-fait 
jufqu’au  niveau  de  l’eau  du  réfervoir  , il  attribua 
cette  différence  en  partie  à la  réfiftance  de  l’air 
( rcfiftance  qui  eft  caufe  de  la  divifion  des  gout- 
tes d’eau  qu’on  obferve  dans  les  jets  ) , 8c  en  par- 
tie à l’eau  qui  en  retombant  du  fommet  du  jet, 
retarde  les  gouttes  fuivarites.  En  effet  les  pre- 
mières gouttes  d’eau  qui  fortent  lorfqu’on  ouvre 
l’orifice,  montent  plus  haut  que  les  fuivantes , 

& lorfque  par  le  moyen  de  la  machine  pneu- 
matique on  a pompé  l’air  , la  difperfion  des 
gouttes  n’a  pas  lieu  , & la  hauteur  du  jet  aug- 
mente. Mariotte  dans  Ton  Traité  du  mouvement 
des  eaux , ajoute  à ces  caufes  le  frottement  que 
fouffre  l’eau  en  fortant  par  les  orifices  , frotte- 
ment qu’il  a trouvé  être  plus  confidérable  pour 
les  grands  que  pour  les  petits  jets  , de  maniéré 
que  la  hauteur  de  l’eau  au-deffus  de  l’orifice  étant 
de  cinq  pieds,  la  hauteur  du  jet  n’eft  moindre 
que  d’une ^ partie  de  cette  hauteur,  & lorfque 
la  hauteur  eft  de'}}  ou  44  pieds,  la  diminution 
de  la  hauteur  du  jet  n’eft  qu’une  7V  Partie  de 
cette  hauteur.  Par  les  expériences  de  Mariotte  , 
Gulielmini  & autres  , les  vîteffei  des  eaux  qui 
coulent  par  des  orifices  égaux  & femblables , 
mais  fitués  à différentes  diftances  de  la  furface 
de  l’eau  , font  en  raifon  foudoublée  , du  moins  à 
peu-près,  des  hauteurs.  Ce  qu’on  dit  des  vireffes 
doit  s’entendre  des  quantités  d’eau  qui  coulent 
en  même-rems  par  ces  orifices.  Gulielmini  dans 
fon  livre  fécond  de  la  mefure  des  eaux  cou- 
lantes, ayant  fait  au  côté  d’un  vafe  16  orifices 
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égaux , dont  chacun  pouvoit  être  ouvert , les  au- 
tres étant  fermés  , trouva  fix  fois  les  quantités 
d’eau  proportionnelles  aux  racines  des  hauteurs  , 
il  trouva  une  fois  un  défaut  de  , une  fois  un 
défaut  d’un  ^ & dans  les  huit  autres  expériences 
le  défaut  fut  d’un*  ou  plus  petit. 

10 j.  PROBLEME.  Suppofant  que  la  vitejfe  d'urt 
fluide  qui  s’écoule  par  un  orifice  efl  proportionnelle 
à la  racine  de  la  hauteur  du  fluide  , cherchons  quelle 
Jeroit  la  quantité  d’eau  qui  s’écouleroit  par  un  orifice 
quarré  ABDC  ( fi  g.  Si  ) qu’on  auroit  pratiqué 
dans  une  des  faces  d’un  vafe  parallelipipéde  H TDC  , 
en  fuppofant  que  la  furface  du  fluide  efl  terminée 
par  la  ligne  AB,  & que  pendant  l’ écoulement  on 
entretient  le  fluide  à celte  hauteur.  Soit  A C = 
C D = a — 1 , am  — x,  M N parallèle  & égale 
à C D & perpendiculaire  à.  a m , étant  multipliée 
par  m p dx  donnera  adx  pour  l’élément 

Mg-.nN  de  l’orifice.  Multipliant  adx  par  x r, 

on  aura  ax  1 d x pour  l’élément  de  la  quantité  de 
fluide  qui  s’écoule  à chaque  inftant  $ donc 
4 * . i 

S.  a a;  dx  = jax  , fera  la  quantité  de  fluide 
qui  s’écoule  à chaque  inftant  par  la  partie  A MN  B 

de  1 orifice  ; & fi  l’on  fait  x = a , f a ’ fera  la 
quantité  de  fluide  qui  coulera  par  l’orifice  entier. 
Si  l’on  mefure  la  quantité  de  fluide  qui  coule 
pendant  une  fécondé  , & qu’on  la  fafle  = 

l 

f a1,  en  multipliant  enfuite  par  60  , on  aura 

la  quantité  de  fluide  qui  s’écoulera  pendant  une 
minute. 


F f a 
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Si  par  le  milieu  a du  côté  A B,  on  tire  les 
lignes  a C,  aD  pour  avoir  le  triangle  ifocclle 
CaD,  les  triangles  femblables  aCb  , arm , don- 

neronr  a b — a : b C = ~ ::  a m = x\mr  — — 

• z 

ainfi  r t — x j & rt  su  = x d x.  Donc  l’élément 

* t_ 

de  la  quantité  de  fluide  écoulé  fera  = x.  x 1 d x 
x 1 d x j j x L fera  la  quantité  de  fluide  écou- 
lé , & lorfque  x fera  = a — i , l’on  aura  \ a 1 =2 
j pour  la  quantité  d’eau  icoulée  par  l’orifice 
triangulaire  a C D. 

104.  Si  dans  le  quarré  011  infcrit  un  cercle,  donc 
l’ordonnée  foit  mi  ( fig.  82  ),  on  aura  •zmi.mp 
pour  l’élément  de  l’aire  de  ce  cercle.  Mais  fi  l’on 
veut  avoir  la  quantité  d’eau  qui  s’écoulera  par  la 

_X  £ 

partie  tb  i,  on  multipliera  2 p A=  1 x 1 (1  — x) 1 
par  p m j en  faifan t p m = — d x , parce  que  . 
nous  prenons,  les  d xdans  un  fens  contraire  aux 
x qui  fe  prennent  en  allant  de  a vers  b ; & en 

multipliant  cette  quantité  par  x 1 , l’élément  du 

Jl 

fluide  écoulé  fera  = — z xd  x{  1 — # ) 1 = — • 

* ± 

X d x(  1 — r)‘+i</x(i  — x)  1 j à caufe  de 
x = a m=>  1 — m b=  1 — ( 1 — x).  Donc  l’in- 
tégrale fera  f ( 1 — x)  ‘ — f (1  x)7  j s’il 


Digitized  by  Google 


PROBLEMES  PhYSICO-  MaîHE'mAT.  4^ 


s’agit  de  l’orifice  entier , on  aura  \ — bm3  ou 
1 . — x ■ — 1 8c  l’intégrale  fera  = ^-  5 ainfi  la 
quantité  qui  coulera  par  l’orifice  circulaire  entier 
fera  = -ft. 

Si  la  courbe  M a N ( fig.  85)  étoit  une  parabole 
dont  le  paramètre  fût  égal  à b D=x=BD,  l’axe  aby 

• # X . ' t. 

l'ordonnée  m N=jy,  on  aurait y==  x 1 , t x 1 d x 
ferait  l’élémenr  de  la  parabole  , 1 x d x l’élément 
de  la  quantité  du  fluide  écoulé  , x 1 la  quan- 
tité d’eau  écoulée  correfpondante  à l’abfcifle  amt 
& 1 la  quantité  correfpondanre  à l’abfcifle  a b = 
1 , ce  qui  ne  doit  pas  furprendre,  parce  que  l’or- 
donnée correfpôndànre  à cetre  abfcifle  étant  ==  x , 
la  largeur  de  la  parabole  fera  = z.  • 

105.  Suppofons  maintenant  que  H T ( fig.  81.) 
eft  la  furface  du  fluide  , en  faifant  P m—  x , l’on 
aura  dans  le  cas  de  l’orifice  quarré  ABCD,  l’on 
aura  , dis -je  (en  faifant  AB  = AC  = 1), 

x 1 d x pour  l’élément  de  la  quantité  de  fluide 

l 

écoulé  t 8c  ~ x 1 -4—  C pour  la  quantité  d’eau 
écoulée  par  la  partie  A M N B.  Pour  détermi- 
ner la  confiante  C , je  remarque  que  l’intégrale 
doit  s’évanouir,  lorfque  x devient  = B a que 

je  fuppoferai  = a ; donc  f a 1 C = o , ou 

• 1 

C =±=  — j a 1 ; ainfi  l’intégrale  completre 


fera  \ C * 1 — a‘)'>  qui  lorfque  x — P b 


! 


4-  i , devient  — y (a-+-  i 1 — a Dans  le  pas 
de  l’orifice  triangulaire , on  aura  l’élément  du  fluide 
écoulé  = x d xÿ  (x-\-a)  , en  faifantPa  = tf  & am 
= at.  Si  l’on  fuppofe  \ / ( .v  -4-  a ) = y , on  ren- 
dra cette  formule  rationnelle,  & l’on  pourra  fa- 
cilement l’intégrer.  En  effet  l’on  aura  S.  xd x ( a 

4-  * ) = S.  x </*  ( * 4 t—  K 

Cette  intégrale  devant  s’évanouir  lorfque  x=t  o , 
ou  lorfque  ç = \/  a , on  doit  lui  ajouter  une 
confiante  C = 4 - ~ a1  a. 

Si  l’on  fuppofe  que  la  courbe  M a N ( fig.  85) 
eft  une  hyperbole  équilatère  * dont  l’un  des 
axes  foit  = a = a P , en  faifant  a m = x , 
y/  ( d 4-  x ) fera  la  racine  de  la  hauteur  Pm, 
& l’on  aura  M N = x,  y/  ( a x -4—  x x ) 

' i 

e=iï‘  y/  ( æ -f-  a: ),  & l’élément  du  fluide  écoulq 
1 1 • 
fera  . — 5 xjcl*(a-f-  x).  dx  = \ ax*  d x — H 
i - , i x 

x a: 1 dx  , fon  intégrale  fera  = yÆï‘  -4—  y x ’• 

Cette  intégrale  s’évanouifTant  lorfque  x = o eft 
complette,  & fi  l’on  fuppofe  x = 1 = <té,  elle 


deviendra  = 


Si  l’équation  de  la  courbe 


MaN  efty  = ^^(<24-*),  t xdx  (ar\-x) 
fera  l’élément  du  fluide  écoulé.  ‘Donc  en  inté- 


grant , l’on  aura  a x x ■ 


, expreflion  du  fluide 


écoulé  par  le  fegment  M <z  Si  on  fuppofe  x=*  1, 
la  quantité  du  fluide  écoulé  par  l’ouverture  CüD 
fera  = a.  1 -4-  y.  Il  n’eft  pas  difficile  dé  voir 


Digitized  by  Google 


PROBLEMES  PhYSICO- M ATHE'MAT.  45  y 


comment  il.  faut  s’y  prendre  lorfque  les  orifices 
ont  d’autres  figures. 

106.  Toricelli  conclut  que  la  vîtefle  des 
fluides  doit  être  proportionnelle  à la  racine  de  la 
hauteur  , principalement  de  ce  que  fi  l’on  adap- 
toit  un  tube  ( convenable  ) à l’orifice  , l’eau  mon- 
terait jufqu’à  une  ligne  horifontale  menée  fur  la 
furface  fupérieure  du  vafe(fuppofé  plein  ).  Vari- 
gnon  dans  les  Mémoires  de  l’Académie  ( année 
170J  ) a voulu  conclure  la  même  chofe  de  ce  que 
la  preflion  eft  proportionnelle  à la  hauteur , 8c 
que  la  quantité  du  mouvement  eft  comme  le 
produit  de  la  quantité  du  fluide  & de  la  vîtefle, 
( laquelle  eft  aulli  comme  la  quantité  du  fluide  ) 
. ou  comme  le  quarré  de  la  vîtefle.  Herman  a fuivi 
la  même  méthode  dans  fa  Phoronomie.  Daniel 
Bernoulli  a voulu  le  prouver  par  le  principe  du 
Savant  Huygens , de  l’égalité  entre  la  defcente 
a&uelle  & l’afcenfion  potentielle  des  corps.  Le 
grand  Newton  ( 1.  1 , propofition  ?<>  ) confidere 
l’eau  comme  fi  elle  delcendoit  de  la  hauteur 
qu’elle  a au-deflus  de  l’orifice.  On  peut  remar- 
quer auffï  que  les  particules  d’eau  qui  jailliflenc 
d’un  orifice  ouvert  ne  fuivent  pas  toutes  une  di- 
reétion  perpendiculaire  à la  furface  de  l’orifice  ; 
mais  plufieurs  en  coulent  vers  les  bords,  par  des 
mouvemens  obliques.  8c  convergens , ce  qui  ref- 
ferre  la  veine  de  l’eau  coulante  & la  rétrécit  à 
une  petite  diftance  de  l’orifice.  On  peut  recon- 
noître  ces  mouvemens , en  jetrant  de  la  pouf- 
fiere  dans  l’eau  , ainfi  que  l’a  fait  le  Savant  Da- 
niel Bernoulli } comme  on  peut  le  voir  dans  fou 
Hydro-dynamique  , partie  ? , fe&ion  4.  M.  New- 
ton a trouvé  qu’à  un  demi-pouce  à peu  près  de 
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l’orifice  le  diamètre  de  la  veine  reffetrée,  eft  à ce- 
lui de  l’orifice  comme  21  : 15.  D’autres  ont 
trouvé  d’autres  rapports.  11  y en  a qui  ontobfervé 
que  la  contraétion  de  la  veine  n’avoit  lieu 
que  pour  les  petits  orifices  dp  trois  ou  quatre  li- 
gnes de  diamètre,  & qu’à  peine  elle  étoit  fenfî- 
ble  pour  de  plus  grandes  ouvertures. 

Il  eft  aifé  de  comprendre  combien  font  éloi- 
gnées de  la  force  de  la  démonftration  les  raifons 
par  lefquelles  Toricelli  , Varignon  , Herman  ont 
conjeéfcuré  que  la  vîtefte  de  l’eau  étoit  propor- 
tionnelle à la  racine  de  la  hauteur  , & combien 
eft  éloignée  delà  vérité  l’hyporhèfe  de  Newton  & 
de  Daniel  Bernoulli , que  l’eau  qui  coule  par  un 
orifice  eft  defcendue  de  toute  la  hauteur  du  vafe.  . 
Cependant  par  les  expériences  de  Mariotte  , Gu- 
lielmini,  Polenus,  répétées  avec  foin  par  l’illuftre 
Lecchi , comme  on  peut  le  voir  dans  fon  hydrof- 
tatique  imprimée  en  1765,  on  peur,  avec  aftez 
de  confiance  fuppofer , que  la  vîtefte  eft  propor- 
tionnelle à la  racine  de  la  hauteur.  Les  expérien- 
ces font  voir  que  les  orifices  doivent  avoir  un 
certain  rapport  avec  la  capacité  des  vafes.  Si 
les  orifices  font  trop  grands,  il  peur  fe  faire,  à 
caufe  de  la  cohéfion  des  parties  du  fluide  , que  la 
nouvelle  eau  ne  fuccede  pas  tout  de  fuite  à celle 
qui  vient  de  s’écouler.  Si  Jes  orifices  font  trop 
petits  , le  frottement  &C  la  cohéfion  des  parties 
peuvent  retenir  le  fluide.  Gulielmini  ayant  rem- 
pli fucceflîvemenr  le  meme  tube  d’eau  & de  mer- 
cure , obferva  que  le  tems  des  écouletnens  étoit 
le  meme  dans  les  deux  cas.  On  peut  traite?  en 
peu  de  mots  ce  qui  regarde  l’équilibre  <fes  fluides , 
mais  la  théorie  de  leur  mouvement  n’eft  appuyée 
que  fur  des  hypothèfes  & n’offre  que  des  doutes 
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& des  incertitudes.  Lorfqu’il  s’agit  de  déterminer 
les  mouvemens  des  corps  les  problèmes  font  d au- 
tant plus  compliqués  qu’il  y a un  plus  grand 
nombre  de  corps  qui  agiflent  les  uns  contre  les. 
autres  ; & puifque  les  particules  des  fluides  agiffenc 
toutes  les  unes  fur  les  autres  en  fe  preflant  Sc  en  fe 
mouvant  d’une  maniéré  que  perfonne  ne  connoit  &s. 
ne  connoîrra  peut-être  jamais,  il  eft  vifible  que  le 

f»roblême  par  lequel  on  demande  de  déterminer 
eurs  mouvemens,  leur  aétion  &c  leur  réfiftance  fur- 
paflfe  les  forces.de  la  Géométrie  &c  de  l’analyfe 
connues,  & que  c’eft  en  pure  perte  que  l’on  feroit 
des  efforts  pour  réfoudre  de  tels  problèmes , puif- 
que la  folution  ne  pouvant  être  appuyée  que  fur 
des  hypothèfes  qu’on  ne  fauroit  djémontrer , ne 
peut  jamais  être  bien  rigoureufe. 

107.  Problème.  Soit  un  tube  cylindrique 
A B H G {fi g*  84)  ouvert  de  tous  côtés ^ plein  d‘*eau,  de 
maniéré  que  V ayant  enfoncé  jufques  en  /G  ( T t 
repréfentant  le  niveau  de  Peau  du  vafie  N D C M ) on 
retire  fubitement  le  pouce  avec  lequel  on  tenoit 
forfice  G H fermé  , on  demande  4 quelle  profon- 
deur au-dejjous  de  T t l’ eau  pourra  defeendre.  Soit 
la  longueur  du  tube  A G = a , le  cercle  dont  le 
diamètre  eft  AB  = c,  la  gravité  fpécifiqué  de 
l’eau  = n , /G  = b , l’efpace  AP,  par  lequel 
l’eau  defcènd  — x.  11  eft  vifible  que  l’eau  fGHg 
étant  en  équilibre  avec  celle  du  vafe  ne  contribue 
en  rien  au  mouvement  de  l’eau  du  tube  j de  forte 
que  la  puiffance  motrice  eft  feulement  égale  à la 
mafle  P rng  f,  qui  fe  trouve  au-deflus  du  niveau. 
MaisP/=<z — b — x;  donc  P mgf=  ( a — b 
— a*  )n  c : or  cette  mafle  motrice  doit  mouvoir  à 
chaque  inftant  la  mafle  PH  — {a  — x)nc.  Donc  la 
force  accélératrice  du  fluide  dans  le  tube  eft  = 
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Soit  v la  vîtelTe  du  fluide  au  point  P , 

M M 

g l’efpace  que  la  gravité  fait  parcourir  aux  corps 
dans  une  fécondé  de  tems  , on  aura  vdv  = 

b)  dx  i i g b d x , 

— f-  zgdxy  8c 

a — x ° 


1 g- 


( a — x- 


a — x 


v1—4 g h L.  a -f-  4g x , en  ajoutant  une 

confiante  C = — L.  a , qui  rende  v = o , lors- 
que x = o.  Si  donc  on  fait  v =o  pour  avoir 

4 g b.  L.  ^ 4 g x—o  3 x indiquera  la 

profondeur  A R , à laquelle  le  fluide  defcendra 
dans  le  tube. 


ïo8.  Theoreme.  Les  ofcillatïons  d’un  fluide  qui 
monte  & defcend  par  les  branches  d’un  flphon 
B A S,T  D G ( flg.  8 5 ) font  .tautochrones  3 c’efl- 
à-dire  d’égale  durée.  Suppofons  que  le  niveau  du 
fluide  foit  repréfenté  par  la  ligne  M P , la  longueur 
du  canal  M T P étant  = L.  Soit  le  finus  de  l’an- 
gle BQR=p.  Suppofons  encore  que  le  fluide  en 
montant  dans  la  branche  A S QB  parvienne  en 
mn  , tandis  qu’elle  defcend  dans  l’autre  branche 
jufqu’en  p o.  Soit  Bn  = *,BN  = a , & N n = 
a — x , la  grandeur  de  l’amptitude  A B = e , celle 
de  l’amptitude  cortefpondante  C D=/.  Puifqu’il 
doit  monter  autant  d’eau  dans  une  des  branches 
qu’il  en  defcend  dans  l’autre  , on  aura  e.  N n =s 
in-  n *•*(<»  — * j 

Mais enfaifantlerayon=i,  ona  i :^==/fn.QRC 
r=fln.  L O C <=fln . / O o : : O o =P p : / o =L  K . Donc 

LK=<g(g~y)»  Déplus  QK:QZ::/*.QZK 
/ 
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-p\  x ::LK:NZ»ou/>:  i :: LK :NZ=— — x) 


Donc  n Z = n N -1-  N Z a.  — — x 

Ça—x).  (/y  + t})^  (<»■ 


il 

/> 


-#)  A 


en* 


• h 

f’’'h",  = h.  EnfinZQ:QK::sZ:çK, 


faifant 


/ 


ou  i :j>::nZi  QK  = (æ  — x)  h.  Maintenant  il 
eft  vilible  que  la  quantité  de  fluide  mZ  eft  = 
( ah  — h x ) e.  Donc  la  mafle  de  fluide  B , conte- 
nue dans  le  fiphon  eft  follicitée  par  la  force  mo- 
trice [ah  — h x)  e.  Soit  la  vîtefle  de  l’eau  qui 
defcend  = v , nous  aurons  v d v = 


jinfi  le  tems  employé  à parcourir  nN  fera  t = 

s-  v - s-(  ^ B' 

>/-&* 


V(eg-4  a hx — itgkxx) 

dx  •/  B . 

— =v  —7 — -Afin. 

xx  V i ng  e 


y' ( rax — xx  V tAg 
Si  l’on  fuppofe  >zN  = B N = N Z==  x=a,  l’on 
aura  le  tems  d’une  demi-ofctllation  , & ce  tems, 

^ JC  • c 

àcaufe  de  1,’arc  A fin.  — qui,  dans  ce  cas  = *— 

^ • 

(c  étant  la  demi-circonférence  d’un  cercle  dont  le 

c / b 

rayon  — i),  fera  t = — . y — — • Comme  l’ef- 

pace  qui  doit  être  parcouru  n’entre  point  dans 
cette  expreiïion , il  s’en  fuit  que  dans  le  même 
fiphon  , les  demi-ofcillations  & par  conféquent 
les  ofcillations  entières  font  tautochrofles. 
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ioc).  Problème.  Déterminer  la  longueur  d'un 
pendule  qui  fait  fes  demi-ofcillations  dans  le  tems 
que  le  fluide  du  Jiphon  du  théorème  précédent  em- 
ployé à monter  ou  à defcendre.  Le  tems  d’unç 
demi- vibration  dans  un  pendule  dont  la  lon- 


gueur eft  a , étant  = — - » 

W-r.-Wz  ' 


B 


nous  aurons 

B 


B/ 


; donc  à = — - 

h g-  c he 


je  ^ nous  ^PPofons  que  les  branches 
du  fiphon  font  verticales  & que  e—f,  il  viendra 

B f B 

a = — — = — -•  Mais  la  longueur  du  canal  étant 
xff  î f b 

fuppofée= h,  on  a B — b f-  donc  a — j 

c’eft-à-dire  que  dans  ce  cas  la  longueur  du  penj 
du!%  eft  égale  à la  demi-longueur  de  la  colonne 
de  fluide  (*). 


( * ) Le  favant  Newton  a comparé  ( Principes  de  là 
Tkilofophie  naturelle , Liv.  II,  Seélion  8 ) le  mouvement 
des  ondes  avec  celui  de  l’eau  dans  les  lîphons  ou  canaux. 
Si  l’on  conçoit  que  par  une  aélion  quelconque  dirigée  fut 
le  point  A ( fig.  86  ) , il  s’eft  produit  une  cavité  A dans 
une  eau  ftagnante  fG  , .l’équilibre  de  cette  eau  en  fera 
tropblé,  & les  eaux  s’élèveront  à droite  & a gauche  juf- 
ques  en  C & B pour  redefcendre  enfuite  par  leur  gravité  , 
en  partie  du  côté  de  A , en  partie  du  côté  de  G & de  F. 
Il  eft  vifible  que  par  les  vitefîes  dues  aux  hauteurs  Bù, 
C c les  eaux  formerqnt  des  nouvelles  cavités  en  F & D , 
d’où  elles  s’élèveront  de  nouveau  en  H & E , & ainfî  de 
fuite  le  mouvement  des  ondes  fe  propagera  en  cercles  autour 
du  point  A par  des  montées  Sc  des  defeentes  fucceffives. 

' A C 

Si  on  fnppofc  un  pendule  dont  la  longueur  foit  = — - 

% 


( 
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\ 

Si  on  fuppofe  e—f , on  a B — b j = b e ièc 

a = ; c’eft-à-rlire  que  dans  ce  cas  la  longueur 

P~\~i 

du  pendule  eft  égale  à celle  du  canal  occupé  par 
l’eau,  divifée  par  la  fomme  des  finus  d’inclinailon 
des  branches  du  fiphon. 


B A 

«=  , àcaufe  de  AC  = BA,  l’onde  defeendra  danslc  creux 

X 

B A , ou  montera  au  Commet  du  fillon  A C dans  le  même 
tems  que  ce  pendule  fera  une  vibration.  Ainfi  il  fera 
deux  vibrations  entières  pendant  le  tems  que  l’onde  montera 
& defeendra  , c’eft-à-dire  , pendant  le  rems  que  l’onde  par- 
courra fa  largeur  BCou  AD.  En  effet  il  fera  une demi-ofcil- 
lation  dans  le  tems  que  l’eau  B parviendra  en  b qui  eft  le  point 
où  elle  s’arrêteroit  fi  elle  ne  continuoit  à fe  mouvoir  par  le 
mouvement  acquis  de  B en  b ; de  forte  que  le  tems  que  le 
point  B met  à parcourir  fi  b eft  le  même  que  celui  d'une  demi- 
ofciilation  dans  un  fiphon  dont  une  des  branches  feroit 
B b & l’autre  SD  = b B.  Müfis  le  nombre  des  vibrations 
des  pendules  fuit  la  raifon  renverfêc  foudoublée  de  leurs 

A B 

longueurs  ; donc  un  pendule  dont  la  longueur  feroit  4 — — 

=1.  AB,  fera  une  ofciilation  dans  le  tems  que  l’onde  parcourra 
fa  largeur BG,  qu’on  peut  fuppofer  = i.AB,  àcaufc  du 
peu  de  profondeur  des  ondes.  Si  l'on  fait  = p la  longueur  d’un 
pendule  qui  fait  une  vibration  dans  une  fécondé , la  pro- 
portion y p i 1"  : : V B C : r donnera  le  tems  d'une  vi, 

V BC 

bration  d’un  pendule  de  la  longueur  BC,  ou  t ==■  — — ■ • 

Si  l’on  divife  l’efpace  BC  par  le  tems  t , on  aura  la  vîtefic 
de  l’onde  v=*^(  BC.  p ) , de  forte  que  la  vî telle  des  ondes 
fuit  la  raifon  fous -doublée  de  leurs  largeurs  ; & fi  l'on 
fuppofe  3 C =>p,  v fera  — p-  Les  ondes  qui  ont  ; pieds 
8 t lignes  de  largeur  parcourent  cet  efpace  en  une  féconde, 
& par  conféquenc  1 8?  pieds  6 pouces  6 lignes  dans  une  minute. 

Cependant  ces  chjfes  ne  font  vraies  qu'à  peu-pies,  parce 
qu’on  fuppofe  que  dans  les  ondulations  (es  parties  de  l'eau 
montent  & dcfcpndent  en  ligne  droite  , au  lieu  que  leur 
Qiouvement  fe  fait  en  ligne  courbe. 


J 
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no.  P R.o  blême.  Déterminer  le  choc  de  l’eau 
qui  frappe  horifontalement  les  ailes  inférieures  de  la 
roue  d! un  moulin  ( fig . 87).  Soit  le  rayon  AC 
de  la  roue  = b , C B = a , la  longueur  de  l’aîle 
fera  = a — b ^ foie  la  largeur  de  l’aîle—/,  la 
VîreiTe  de  l’eau  = c , celle  du  point  B,  extré- 
mité du  rayon  CA  = v,  la  vî telle  avec  laquelle 
l’eau  choque  le  point  B fera  = c — v.  Mais  fi 
on  fuppole  CP  = a:  , on  aura  la  vîtefle  du  point 

X V 

P = — — xv:a  y & celle  avec  laquelle  l’eau 

X V 

choque  ce  point  fera=c — • Mais  l’élément 

MNnffl  de  l’aîle  étant  = fdx  , l’adion  de  l’eau 

* / X*V\ 

contrecetélémentferaexpriméapar/rf  c — — J dx. 

Dont  l’intégrale  eft  f(~~~ 1 ~~  "H  \ x 4 ) 

= — -+-  —Ç-)  fa  a -+*  C , en 

\ la  a } a}  4. a4/ 

ajoutant  une  confiante  C.  Mais  au  point  A le’choc 

eft  nul  ; donc  en  faifant  x = b,  l’on  aura  C = 

, ^ ( t'b 1 icbiv  b*v*\  A.  r ,, 

— faa r-  H r7)*  Ainfi  l ac- 

\ i a a 3 a*  4 a + / 

lion  de  l’eau  fur  la  partie  D M N E de  l’aîle  fera 

_ / c1  b 1 zebiy  b + vl  c 1 x l 

= f a a I 1 : — r 

\ zaa  3 a > 4 a4  iaa 

lcx*u  ï + v*  \ , / A v , n 

3 ai  4a  4 / V C 

4-  y en  faifant  x = a , ~ = p , ou  1 — 
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a — b 


> T ( 1 P 1 ) = A , 


I H-  p 


B, 


( — ( 1 -H /O  ~ C,  & la  furface  f (a — b) 
de  l’aîle  — m.  On  peut  regarder  ce  moment  de 
percuflion  comme  un  poids  d’eau  — clm  ( — -L 


■+■  B H-  L— ^ appliqué  au  rayon  a=sCB. 

ni.  Problème.  Déterminer  la  conjlr action  PP  un 
moulin  quï^  doit  produire  le  plus  grand  effet'  poffible. 
Puifque  l effet  d une  machine  doit  s’eftimer  par 
la  vitefle  du  fardeau  qu’elle  doit  élever  & par 
le  poids  de  ce  fardeau , fi  nous  faifons  ce  fardeau 
= P Sc  fa  viteffe^V,  l’effet  du  moulin  fera=P.V. 
Mais  lapuifiance  motrice  appliquée  au  rayon  G B eft 

— c 1 m (b — 1 — & fa  vîteffe  eft  = v j 


donc  en  faifant  ouv=c^  & multi- 

pliant cette puifTance parc:$;  = v,c}TO£(B  — A ç 
-f-C  ^ 1 ) fera  comme  P V.  Or  en  faifant  3 variable 
le  maximum  de  cet  effet  donne  c'  m (B  

2 A?  -h  jCç*  )=  o j*donc  r = — - -d-\ / (— — 

x 3 c — V Vj,  c1 

B \ 

J*  Mais  dans  le  cas  du  maximum  on  doit 

faire  ^ — y/  (JL.  — -L)  comme  il  eft 

facile  de  le  conclure  de  ce  que  nous  avons  dit 
fur  les  maxima  & les  minima  dans  le  calcul  diffé- 
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rentiel.  Comme  la  valeur  de  z efl^Kn-feulémenc 
très-compliquée,  mais  quelle  eft  encore  différente 
félon  les  valeurs  de  a 8c  de  b , il  eft  à propos  de 
chercher  une  valeur  moyenne.  Or  il  n’eft  pas  conve- 
nable que  b foit  <£  — , ni  > —•  Si  nous  fuppo- 

a b 

fons  b — — , nous  aurons  p = — = { , &c 

Z U 

B=-l±i=i,  c = 

v 

yr.  D’où  l’on  tire  z = — = 0.4J  ; c’eft.-à-dire  que 

v fera  = 0.4}  c.  Dans  le  fécond  cas  ou  b = 

— , il  vient  ~ =p  = = 

10  “ 

C=«^s-,  d’où  l’on  tire  v = o.  ji.  c.  Donc  la 
vîtefTe  de  la  roue  eft  plus  grande  , lorfque  les  ailes 
font  plus  courtes  (*). 

Comme  les  vîteffes  de  la  roue  dans  ces  deux  fup- 
pofitions  extrêmes  ne  different  pas  beaucoup  prenons 
une  valeur  moyenne  arithmétique  entre  celles  de  p 

b 

ou  de  — , cette  valeur  fera  ( { ■+■  ~ ) : 2 = 0.7, 

a 

& alors  la  longueur  de  £aîle  a — - b fera  = 

(— a = — = — — , c’eft-à-dire  que  la  lon- 

\ a / 10  7 . 


( * ) Mais  il  eft  vifible  que  pour  qu’il  fc  fade  une  • 
efpece  de  compenfation  , il  eft  nécefiaire  que  les  allés  aient 
uue  certaine  longueur  -x  car  fi  elles  font  trop  courtes  le  choc 
fera  moindre , que  fi  elles  font  plus  longues. 

gueur 
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gueur  de  l’aîle  doit  être  les  \ du  rayon  de  la  roue 

& alors  1 — = 0.  38  à peu-près  j donc  la  vî- 

tefle  des  aîles  doit  être  à peu-près  les  de  celle 
du  fluide  ou  à peu-près  les  deux  cinquièmes  de 
celle  du  fluide  ( * ).  On  voit  par  là  que  la  théo-  • 
rie  vulgaire  que  nous  avons  exoofée  ci-delïus  ne 
s’accorde  pis  avec  celle-ci,  ce  qui  vient  de 
ce  que  l’on  y a regardé  l’aile  comme  un  plan 
mu  dans  la  même  direction  que  le  fluide  3 mais  la 
folution  que  nous  venons  de  dônner  s’accorde  à 
très-peu  près  avec  l’expcrience. 


( * ) Si  l’ôa  fubftitue  la  valeur  de  £ dans  IcxpreC- 
lîon  ci  mi  B — Aç-j-cj1)  , on  trouvera  que  le  plus  grand 
7 dm 

effet  eft  comme > maisr>fi  l’aîlc  droit  en  repos 

to  1 

le  choc  du  fluide  fcroit  = c1  m , 8c  le  moment  de  ce 
choc  cm2-.  Donc  le  plus  grand  effet  eft  un  peu  plus 
petit  que  la  fepticme  partie  de  celui  que  le  fluide  peut  pro- 
duire par  fon  choc. 

Combinons  avec  la  grande  roue  du  moulin  un  aflemblage 
de  roues  dont  la  derniere  qui  fait  mouvoir  le  fardeau  P faflc 
un  nombre  n de  révolutions  avec  la  vîtcifc  V , tandis  que  la 
grande  n’cn  fait  qu’une , nous  aurons  v : V : : I : n,  ScV  =■ 


o.  38. en.  Ainû 
7 c*  m 


7 c>  m 
S 0 


= 0.38  Pc/l.  D’où  l’on 


, équation  qui  déterminera  la  conftruc- 


yn 
1 

tire  n 

19  P 

tion  de  la  machine. 

Mais  en  faifanc  — a p , la  circonférence  d’un  cercle 
1 a p a 00.  p a 

dont  le  rayon  = t , — exprimera  le  tems 

1 v 3 8.  c r 

d’une  révolution  de  la  grande  roue  , pendant  lequel  celle 

Tome  V.  G g 
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iii.  Problème.  Déterminer  le  moment  d’im- 
puljion  des  ailes  d’un  moulin  à vent,.  Soir  M M la 
coupe  d’une  aîle  perpendiculairement  à Ton  axe 
AC  (fig.  89),  & fuppofons  que  le  vent  aille 

qui  fait  mouvoir  le  poids  P fait  Je  nombre  n des  revo* 
lutions. 

Si  la  réfiftance  de  la  meule  qui  écrafc  le  bled  eft 
défignée  par  P.  q , ayant  pris  q pour  le  levier  auquel 
cette  réfiftance  eft  ccnfé  appliquée  , nous  aurons  ip  a : 

V nq  38 . c nq  7 c * m 

z p nq  : : v :V  = ==» * Donc  P V 

f 2 a loo. a ( jo 

38.  P enq  . q c1  ma 

, d ou  Ion  tire  n = — " 

100.  a 1 9.F5 

Si  l’adion  de  l’eau  eft  comme  le  quarré  de  la  vîtefle 
multiplié  par  a , avl  exprimera  cet  effort.  Si  l’on  appelle 
x la  hauteur  dont  un  corps  devroit  tomber  pour  acquérir 
cette  vite  ffe  , l’on  aura  vdv  = i g.  dx,  itérant  la  vîtelfe 
que  la  gravité  communique  dans  une  fécondé , & v * =■> 

v 1 

4 g.  x — 60.  * , ou  * — “ — , & la  réfiftance  par  rap- 

port  à la  furface  / fera  exprimée  par  axf.  Or  /x  eft  un 
prifme  qu’il  faut  multiplier  par  le  poids  n d’un  pied  ctjbe 
d’eau  en  fuppofant  ce  prifme  exprimé  en  pieds.  A l’égard 
du  coefficient  a il  paroît  par  certaines  expériences  qu’on 
peut  le  faire  à peu-ptès  égal  1.7;  ainfi  t.  7 fn  h défignera 
j'aétion  de  l'eau  correfpondantc  à la  vîtcfTc  c duc  à la 
hauteur  k. 

Voici  à peu -près  comme  il  paroît  qu’on  peut  s’y  pren- 
dre pour  déterminer  le  nombre  des  ailes  d’une  roue  de 
moulin  pour  que  le  choc  de  l'eau  ne  foie  pas  affaibli  par  leur 
nombre  ( fig.  88  ).  Nous  fuppofons  que  les  direélions  des 
aîles  forment  un  angle  BCE  an  centre  de  la  roue.  Cela 
poféj  menons  la  ligne  horifontale  NA  qui  indiquera  la 
direâion  du  fleuve  , il  eft  vifible  que  la  partie  F E de 
l’aîlc  DE  eft  frappée  par  l'eau  , aurti  - bien  que  la  partie 
H B de  l'aile  verticale  AB.  Afin  donc  que  le  choc  de  l’eau 
fur  la  roue  ne  foit  pas  diminué  par  l’interpofition  de  l'aile 
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frapper  cette  coupe  ( fig.  90  ) avec  la  vîteffe  &c 
la  direction  VP.  Soit  P E la  vîtelTe  de  l’aile 
qui  11e  peut  tourner  que  dans  une  direction  per- 
pendiculaire à PV  , ou  EL.  puifque  pendant 


DE,  il  eft  néceflaire  que  l’a&ion  de  l’eau  fur  les  parties 
H B,  EF  foie  égale  à celle  qui  auroic  lieu  fur  l’aîle  verti- 
cale AB  fans  l’inteTpofition  de  l’aîle  DE. 

Suppofons  pour  ne  pas  nous  jetter  fans  néccflité  dans 
des  calculs  compliqués  , que  la  roue  eft  en  repos  , & 
que  l’eau  vient  frapper  avec  la  vîteiïe  C les  aîles  immo- 
biles AB,  DE.  Soit  l’angle  B C £ = p , C A = h , C.  R — . 
a,  la  longueur  des  aîles  = a — b , leur  largeur  = /,  & 
le  rayon  = i.  Le  triangle  reétangle  H C E donne  1 : a : : 
cof.  ?:CH  = a.  cof.  p ; donc  HB  = n — • a.  cof.  p.  Ainli 
le  choc  de  la  furface  H B fera  — f C 1 ( u — a • cof.  p ). 
Mais  FG  = AH=  CH  — CA  = a.  cof.  p — b.  Donc 
a.  cof  p — h 

F E = j ainfi  le  choc  de  la  furface  F E ( qui 

coj.  p 1 

a.  cof.p.  — b\ 


/ 6 

eft  oblique)  , fera  = ( - 
fa.  cof.  p — b 


cof.p 


CFA. 


cof.p 


A cof.  p.  C 1 = ( a.  cof  p — b.  cof. p)fcl. 

Mais  le  choc  perpendiculaire  de  l’aîle  ABeft=(c  — b)f  C1. 
Donc  (a  — b). /.  C 1 =(a.  cof.  p — 5.  cof.  p)./C  1 + ( a 
a.  cof.  p ),f.C  1.  Donc  a — b = a.  cof.  p — . b.  cof.  p- f-  a 

a.  cof.  p , ou  cof.p  — cof.p  ~ ; & 

o + / (aa  — i ob  b b s a -4-  b / a — 5\ 

2-4  \r  v 4 au  j lu  \ in  / 1 

G g 1 
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qu’une  particule  d’air  fait  le  chemin  V P ===  L E , 
le  point  P de  l’axe  de  l’aîle  fait  le  chemin  PE, 
il  eft  vifible  qu’en  décompofant  L E en  P E = 
L n & P L = E rc  , PL  fera  la  vîtefte  & la  direc- 


donc  cof.p  = i , & ‘°f  P “ Si  cof-p  = * . on  aura 

B CE  = Ço°  c'eft- à-dire , que  la  roue  ne  devrait  avoir 
LT  quatre  ailes  diffames  l*une  de  l’autre  d’un  quart  de 
cercle!  Mais  parce  que  l’impulfion  de  1 eau  fur  la  roue  doit 
être  continu  Sc  non  interrompu  , il  eft  convenable  que  e 
nombre  des  ailes  foit  plus  grand.  Il  faut  donc  rejetcer  la 
première  valeur  de  cof.p , * employer  la  féconde  cofi  p = 

L ; donc  [in.p  — V ( 1 Ceft  P°UrqU0i  fcI°n  leS 

a fi 

différentes  valeurs  de  ~ le  nombre  des  ailes  de  la  roue  doit 
être  différent.  Suppofons  pour  les  limites  de  la  valeur  de 
® ’j-  si  — ==»  4 » on  aura  fin.  p—  fin.  6o°.  Ainfi 

dans  ce  cas  la  roue  doit  avoir  6 ailes.  Si  — , il 

vient  fin.  p = fin.  iy«.  4î\.c  eft-à-dire  , que  la  roue  doit 
alors  avoir  14  ailes.  Ainfi  une  roue  ne  doit  avoir  ni  moins 

• ^ 7 

de  fix  aîles  , ni  plus  de  quatorze.  Si  ““.«©*  on  aura 

y ïn  JL  — fin,  439.  Jé'  i ainfi  une  telle  roue  doit  avoir 

a. 

neuf  ailes.  / 

Remarque  I.  L’on  doit  toujours  prendre  pour  la  lon- 
gueur <2  — b de  l’aîle,  la  profondeur  a laquelle  1 aile  ver- 
ticale A B peut  s’enfoncer  dans  l’eau.  La  theone  des  mou- 
lins dont  les  roues  font  honfontales  eft  appuyée  fur  les 
roc  mes  principes.  . 

Remarque  U.  Quelque  fpécicufc  que  foit  cette  théorie. 
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tion  apparente  de  l’air.  Donc  l’effort  P E fera 

comme  P L.  fin.  L P ~M..fin.  EPH  (voyez  le  n°. 

x 5 ) =PL.  fin.  LPM.  cof.  VP  H.  Maintenant 
P L : L H : : fin.  PHL=/f«.  PHE=  fin.V  P H — 
fin.  p ( en  faifant  l’angle  V PH  —p  ) : fin.  LP  M. 
Donc  P h.  fin.  L P M = L W.fin.p.  Mais  en  fai- 
fanc  PE  = Vj  l’on  trouve  E H ==  v cot.  p =a 

• C’eft  pourquoi  en  fuppofant  VP  = c , 

l’on  aura  LH  = c V- — • Donc  en  fubfti  tuant, 

iang.  p 

PE -cof.p.fin.p^c—-—-^)  = cof.  p(cfin.p 

— v.  cof. p ) L Soit  l’axe  A C (fig.89)  de  l’aîle  = a , 
A P = x , P p = dx  , MM  = y , l’élément 
M mmMde  l’aile  fera  =ydx.  Soit  encore  la  vîtelTe 
de  l’extrémité  C de  l’aile  =%>  la  vîtelTe  du  point  P 


fera  v 


. 


j doncl’impulfion  fur  le  plan  élémen- 
taire ydxkra—yd x cofp(^  c.fin.  p — - — HÜÎfj  • 

Multipliant  cette  quantité  par  la  vîtelTe  du  point 
P , le  moment  d’itnpulfion  fur  le  plan  y d x fera 

— • cof.  p c.fin.p  — - ) , dont  1 in* 


je  doute  quelle  foit  vraie  ; car  un  Savant  prétend  avoir 
trouvé  par  expérience  que  la  roue  produit  un  plus  grand 
effet  lorfqu’clle  a 48  ailes  que  quand  elle  n’en  a que  14 
ou  ri.  Or  les  dimenfions  de  la  roue  qu’il  a employée 
b 

font  telles  que  — cft  = -J  à peu-près. 

Gg  î 
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tcgrale  exprimera  le  moment  d’impulfion  de  l’aîle 
entière  NDcn.  Supppofant  la  largeur  M M = b , 
c’eft-à-dire,  fuppofant  l’aîlereétangulaire, le  moment 

d'impulfion  cherché  fera  _ 

+ *‘*i SLil  \ _4_  c.  Dans 

î a.  4 az  J 

cette  intégrale  \ de  p font  des  quantités  qu’on  re- 
garde comme  confiantes. 

Pour  déterminer  la  confiante  C,  je  remarque 
qu’en  fuppofant  x — AB  = m , l’impulfion  de 
l’aîle  doit  ctre  nulle;  puifque  l’aîle  commence  au 
point  B;  donc  le  moment  d’impulfion  cherché  eft 


_b^cof.p  / 

a V 


■ m } ) 


? 1 e°f-  P 


tq  fin,  p.  cof.  p 


Enfin  en 


fuppofant  .v  = a , & négligeant  la  quantité  m 
qui  dans  les  moulins,  tels  qu’on  les  conflruir, 
eft  très- petite  par  rapport  à la  quantité  a , on 
trouvera  facilement  que  le  moment  d’impulfion 

del’aîleeft  = a(i \cof.p\cc  Jln.p — -c^Jîn.p.cof.  p 


+ Llf *i). 

4 

Il  eft  bon  de  remarquer  que  fi  en  fuppofant  n 
— x = A F , on  trouve  le  moment  d’impulfion  de 
la  partie  L/c/z  pofitif  , & qu’en  retranchant  ce 
moment  du  moment  total  de  l’aîle  , on  trouve 
une  quantité  négative  pour  le  moment  d’im- 
pulfion de  la  partie  reliante  , il  eft  vifible  que 
le  plan  N L/D  bien  loin  d’être  frappé  par  le 
vent  frappera  l’air  au  contraire  : ainfi  il  faut 
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Faire  la  longueur  de  l’aile  demaniere  qu  1 1 n y en  ai  t 
aucune  partie  qui  ne  reçoive  1 impulfion  de  1 air 
& la  terminer  au  point  F , ou  la  quantité  cfn.p 
v cof  P devient  = o , ou  bien  faire  enforte  que 

c foit  toujours  — - — > ou  du  moins  que  c — 

* lcot-P  — z cot'  p — — ? — , en  faifant  x—a  : 
a x tang.p 

car  fi  c <■  X?r  CPt-~  j la  vîtefTe  relative  de  l’impulfion 

devient  négative , & Fini  pulfion  par  rapport  à la  par- 
tie correfpôndante  de  l'aile  fe  change  en  répulfion. 

11 3.  Problème.  Déterminer  la  conjlrucüon  d’un 
moulin  à vent  propre  à produire  le  plus  grand  effet 
poffible.  Soit  A B la  réfiftance  que  je  confidere 
comme  un  poids  P appliqué  au  levier  r , fa  vî- 

teflTe  fera—*  Donc  l’effet  de  la  machine  fera  = 

a 

?— . Mais  parce  que  le  moulin  porte  quatre  ailes , 

P rj  , r ( c- 1 fin.p  iq  Ÿ 

nous  aurons— -^—  = 4 ab^.coj.p  ^ A 

fin.  p.  cof.  p —J—  7 ) (*)  — \ac1b-{.cofpY. 

( * ) Selon  certains  Auteurs  l'aélion  d’un  fluide  eft  égale  au 
poids  d’une  colonne  de  fl  uide  dont  la  hauteur  feroi  t égale  à celle 
dont  un  corps  doit  tomber  pour  acquérir  la  vîtefle  du  mobile» 
d'autres  paroiflenr  mieux  fondés  fur  l'expérience  en  la  fai- 
fant à-peu-près  double.  De  forte  que  félon  ces  derniers  en 
fuppofant  h cette  hauteur,  f la  furface  plane  que  le  fluide 
frappe  direétement,  m le  poids  d’un  pied  cube  de  fluide,  A fm  h 
fera  l’impulfion  direéte  du  fluide  fur  la  furface/-,  en  faiiant  A 
= 1 , à-peu-près  ; je  penfe  que  A cft  à-peu-près  = L 7 
quand  il  s’agit  de  l'eau. 


1 
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— ; f 2 __  i if*£  4_  ) . Soit  1^== 

r V ‘ u 4 ce  / C 


Pr: 


i ou  = y.  tang.  p j on  aura  — : 

C U 

3 4 

maximum  en  regardant  y comme  variable  , donne 


4 a.  b y c i fin.  p Ç f j~  Dont  le 


1 y_ 

} 


î y 


: o , d’où  l’on  rirey  == 


8 zty/io 


4 9 

Mais  pour  le  maximum  l’on  doit  avoir  y 


y'  io 


( voyez  ce  que  nous  avons 


t 8 

— cflf.  p — — 

c r 9 

dit  fur  les  maxima  & les  mïnima  dans  le  Calcul 

différentiel).  Subftituant  cette  valeur  dans  l’équa- 

• • • p y» 

tion  de  l’effet  de  la  machine  , il  viendra  — ±- 


us 


s=  abc  }.  fin'P'  Donc  le  pl 

grand  effet  de  la  machine  fuit  la  raifon  triplée 
du  finus  d’obliquité  de  l’aile  par  rapport  à l’axe 
du  moulin  qu’on  doit  toujours  placer  dans  la 
direction  du  vent. 


il 4.  Problème.  Déterminer  l’inclinaifon  des 

ailes  par  rapport  à l’axe  pour  que  le  moulin  pro- 

duife  le  plus  grand  effet  pojjible . Si  dans  l’expref- 

. yixdx  ( 7x  cof.p\* 

lion  - col.  P c-  P — ) = 

f>C~7  r j-  ( r \XCof.V\l  ... 

x cof.  pdx  \ffm.p  — — — — ) , en  taifant 
y 4=  b y on  confidere  £ comme  confiant , & qu’ou 
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fa(Te  x cof.  p ^ fin.  p — - — ~ 1 

tion  fe  réduit  à chercher  le  maximum  de  S t dx.  Mais 

d.=xdx  CO/: p {.fin.  P - Ü2É£)‘  — dxx 

Vgi.  {fin.p-VLfl}  — xd p.fin. p {fin. p 

lx.eof.p\z  r ( r l*-cof.p\ 

—)  -h xdp.cofipi^fin.p — ) x 


( z cof.  p -4-  ^ . De  plus  en  fuppofant 

d t = P dx  — f—  M dp , dans  le  cas  du  maximum  , 
la  quantité  M doit  = o ( * ) ; donc  

x.  fin.  p ( fin.  p — — - ^ — t-  z x.  cof.  p X 


D’où  l’on  tire  fin.  p (fin.  p — ------  ^ = 


(*  ) Cela  eft  fondé  fur  ce  beau  Théorème  : P étant  une 
fonction  finie  }fidt-'Pdx~{-M.dp,M.  fera  = 0 , lorfque 
S.t  à x fera  un  maximum,  A caufe  de  dr  = Fdjf-l-Mdp> 
l’on  a t = S.  P d x -f-  S.  M dp , & t dx  — d x S.V  d x 
dxS.  M c^pyd’où  l’on  tire  S.tdx=S.dxS.P  d x-t-S.d  tfS.M  dp. 
Donc  le  maximum  donne  tdx  = o = dxSPdx  -+- 
dxS.  M dp  i donc  P dx  -j-  M dp  — o.  Or  dans  le  cas  du 

dx  dx  M 

maximum  — — eft  = o ; donc  ~ — = — =a  o t c’eft 
dp  dp  t 

pourquoi  M = o , parce  que  P eft  une  quantité  finie.  Il  eft  vi- 
fible  d'ailleurs  que  l’équation  tdx  = o,  fuppofe  dx  — o. 
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2.  cof.  p ^ cof.  p -4-  ‘Py  Donc  en  divifant 

par  cof  p 3 l’on  aura  \tang.p tang-P  — 1 -+- 

tang.  p 3 & tang.  p = — — -+-  y i -f- 

n?»»  y 

4 a a cc  ) 

On  voit  par  là  qu’à  chaque  diftance  x répond 
une  inclinaifon  différence , &c  qu’ainfi  l’aîle  doit 
erre  courbe  dans  toute  fa  longueur  , car  x croif- 
fant , tang.  p augmente.  Si  l’on  fuppofe  .v— o , 
on  aura  tang.  p = \/  2=1. 41 4 = tang.  54°.  44'. 
Ain  fi  la  plus  petite  inclinaifon  de  l’aîle  auprès 
de  l’axe  doit  être  de  540.  44"  , tandis  que  la 
plus  grande  inclinaifon  de  l’extrémité  de  l’aîle  fe 

détermine  par  tang.  p = —■  -4-  ÿ ^ 2 —J— 

: — -J  , en  fuppofant  x = a. 

Vfage  du  calcul  intégral  dans  la  recherche  des 
mouvemens  qui  dépendent  d’une  force  accélé- 
ratrice. 

Il 5.  PROBLEME.  L'alfciffe  AP  étant  fuppofce  repré- 
fcnztr  le  tems , & C ordonnée  PM  la  vûejje  corref pondante 
ccquife  par  une  force  accélératrice  , trouver  f e fpace  parcouru 
( fig.  cji  ) Ayant  mené  l'ordonnée  pm  infiniment  proche 
de  PM,  je  fais  AP  = r,  PM  = Z,  ¥p  = dt,  l’élé- 
ment P M m p fera  = Z d t.  Mais  parce  que  pendant  le 
tems  infiniment  petit  dt , le  mouvement  peut  être  re- 
gardé comme  uniforme,  l'efpace  parcouru  pendant  le 
temsir  fera  comme  le  produit  de,  ce  tems  par  la  vî- 
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tefife  Z , ou  fera  = Z d t = P M mp  ; & S.Zdt  ou 
l’aire  A PM  exprimera  l’efpace  parcouru  pendant  le 
tems  A P ou  pendant  le  tems  r. 

Corollaire.  Si  le  mouvement  eft  uniformément 
accéléré , c’efi-à-dire  fi  les  ordonnées  font  propor- 
tionnelles aux  abfcifife?  , l’aire  A PM  ( fig.  91  ) de- 
viendra un  triangle  ( fig.  91  ).  Donc  fi  les  ablcilfes  ou  les 
tems  AP,  AB,  AD  font  dans  le  rapport  des  nombres 
naturels  1,1,  $ , les  aires  correfpondantes  qui  font 
comme  les  quarrés  de  ces  abfcififes,  à caufe  des  trian- 
gles femblables  A PM, ABC,  ADN,  feront  comme 
les  quarrés  1 , 4 , 9.  En  général  les  efpaces  parcourus 
par  un  mouvement  uniformément  accéléré  ( comme  cil 
celui  des  corps  qui  obéiflfent  librement  à l’aûion  de 
la  gravité  auprès  de  la  terre  ) font  comme  les  quarrés 
des  tems.  Mais  les  vîtefifes  font  alors  proportionnelles 
aux  tems  ; puifqu’une  force  confiante  doit  communiquer 
une  vitelTe  double,  dans  un  tems  double,  une  vîtefife 
triple  , dans  un  tems  triple  , &c.  donc  les  corps  qui  obéifi- 
fent  librement  à l’adtion  de  la  gravité,  parcourent  des 
efpaces  proportionnels  aux  quarrés  des  tems  & des  vî- 
telfes  ; de  forte  que  les  vîtefiTes  & les  tems  font  comme 
les  racines  des  efpaces. 

Si  l’on  fuppofe  APM=i,AB=2.AP,  l'efpace parcouru 
pendant  le  tems  2.  AP  fera  = 4.  Donc  l’efpace  parcouru 
pendant  la  fécondé  fécondé  doit  être  triple  de  celui  qui  a 
été  parcouru  dans  la  première  fécondé.  Mais  l’aétion  de 
la  force  accélératrice  étant  fuppofée  uniforme  , cette 
aélion  ne  peut  faire  parcourir  à un  corps  pendant  la 
fécondé  fécondé  qu’un  efpace  égal  à celui  qu’elle  lui 
a fait  parcourir  pendant  la  première  fécondé  ; ainfi  la 
viteire  acquife  dans  la  première  fécondé  efl  capable  de 
faire  parcourir  pendant  la  fécondé  fécondé  un  efpace 
double  de  celui  qui  a été  parcouru  dans  la  première 
fécondé.  En  général  puifque  D N = A a repréfente  la  vî- 
teflfe  acquife  pendant  le  tems  AD,  il  efi  vlfible  qu’avec 
cette  vîtefife  le  mobile  A parcouroit  dans  un  tems  AD 
un  efpace  exprimé  par  A a x A D , c’eft-à-dire  , un  efpace 
exprimé  par  l’aire  du  parallélogramme  A a ND,  tandis 
qu’il  n’a  parcouru  pendant  le  même  tems , qu’un  ef- 
pace moitié  plus  petit , exprimé  par  l’aire  du  triangle 
ADN,  moitié  du  parallélogramme  ADN«. 
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Dans  cette  même  fuppofition  de  la  force  accéléra- 
trice confiante  , les  efpaces  parcourus  fucceflivemenc 
croîtront  comme  les  nombres  impairs  1,3,  y,  7»  9» 
il,  13,  &c.  c’eft-à-dire , que  fi  le  mobile  parcourt  dans 
un  tems  donné  que  j'appellerai  un  inftant  ( * ) un 
cfpace  comme  un  , il  parcourera  dans  le  fécond  in- 
ftant de  l'on  mouvement  un  efpace  comme  3 , dans  le 
troiiieme  inftant  un  efpace  comme  y,  &c.  En  effet, 
en  fuppofant  AP— =PB=BD,  fi  l’efpace  APM 
= 1 , 1 efpace  ABC  fera  = 4 & l'efpace  A DN  = 9.  » 
Maintenant  l’efpace  APM  ayant  été  parcouru  dans  le 
premier  inftant , il  eft  vifible  que  P M C B exprime  l’ef- 
pace parcouru  au  fécond  inftant,  & BCNl)  l’efpace 
parcouru  au  troifieme  inftant.  Or  P MCB  =*  ABC 

— APM  = 4 — 1 = 3.  De  même  BCND  = DAN 

— B A C = 9 — 4 = y.  On  prouvera  par  un  raifonnement 
femblable  que  l’efpace  parcouru  au  quatrième  inftant 
doit  être  =7,  & ainfi  de  fuite. 

Mais  parce  que  le  mouvement  des  corps  qui  mon- 
tent contre  l'aétion  de  la  gravité  doit  être  retardé 
dans  la  montée  de  la  même  maniéré  qu’il  a été  accé- 
léré dans  la  defcente  ; car  la  caufe  retardatrice  eft 
la  même  que  la  caufe  accélératrice , les  efpaces  par- 
courus en  montant  doivent  être  comme  les  nombres 
impairs  1,3,  y,  7 , &c.  pris  dans  un  ordre  renverfé , 

& li  deux  mobiles  D & B remontent  contre  la  gravité 
îufqu’à  ce  qu’ils  ayent  perdu  toute  leur  vîtefle  en  A , 
les  efpaces  parcourus  par  ces  mobiles  , feront  comme 
les  triangles  DNA,  B C A , c’eft-à-dire  comme  les- 
quarrés  des  tems  D A & B A. 

lié.  PROBLEME.  Si  AB  (fig.  91  ) repréfentant  l' ef- 
pace parcouru  par  un  mouvement  accéléré  , les  ordonnées 
A D , P Q font  comme  les  forces  qui  agiffent  dans  les  points 
A , P tandis  que  P M repréfente  la  •vîtefle  acquife  par  le 


( + ) Selon  ce  que  nous  avons  die  dans  notre  métaphy- 
fique  l’inftant  n’eft  autre  chofc  que  la  lir.iite  qui  fépare 
le  tems  paflé  du  tems  futur.  Mais  nous  prenons  ici  ce  terme 
dans  un  autre  fens , c’eft-à-dire  , que  nous  fuppofons  que 
l’inftant  repréfente  un  tems  déterminé. 
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mobile  au  point  P , trouver  la  vîrejfe  corrcfpondante  à cha- 
que point  de  f efpace.  Soit  P Q — « , AP  = r,PM*=f,  la 
mafle  du  mobile  =m  , on  aura  1? p = dr.  Mais  la  vî- 
tefle pendant  le  tems  d t employé  à parcourir  P/j  pouvant 
être  regardée  comme  uniforme , on  aura  dr  — ç.dt  , j = 
d r dr 

,&dt’=  — • De  plus  la  quantité  de  mouvement 

engendré  pendant  le  teins  dt  fera  — mdy,  & parce  que 
la  quantité  d’aétion  qui  répond  au  tems  dt  eft  égale 
à la  force  mouvante  multipliée  par  le  tems,  on  a udt  = 


md^  . dr 

m d? , ou  dt— • Mais  dt  — ■ — j donc  — 

*'  u { 


md% 


, ou  uir  —m[d[y  & S.  udr  = \m n 


en  fuppofant  m — x.  Mais  S.  udr  — S.  ( P Qqp)  — 
APQD.  Donc  fi  la  mafle  eft  fuppofée  confiante,  la 
moitié  du  quarré  de  la  vîtefle  & par  conféquent  le 
quarré  de  fa  vîtefle  fera  proportionnel  à l’aire  des  for- 
ces APQD, 


x 17.  Problème,  Suppofan:  que  les  forces  AD, 
P Q , font  comme  les  dijlances  AC,  PC,  au  point 
C , trouver  la  vîtejje  dans  chaque  point  P de  l'ejpace 
( fig.  93  ).  Puifque  ( par  l’hypothèfe  ) A D : P Q : : 
A C : PC,  1 aire  des  forces  A C D fera  un  trian- 
gle , & CD  une  ligne  droite.  Soit  AC  = a , AP 
=>  x , la  force  correfpondante  au  point  P ==  a , on 
aura  P C = <* — x , &c  parce  que  P Q eft  comme  PC, 
on  aura  ( par  le  problème  précédent  ) , en  fuppofant 

toujours  la  vîtefle  exprimée  par  5,  S.  udx  = — — = 

f x x 

S.  {adx  ■ — xdx)=>  ax — , o u 1 ax — ***=££. 

Mais  fi  du  centre  C on  décrit  le  quart  de  cercle  A M B , 
P M fera  = V ( lax  — xx  ) = p Donc  fi  du  centre 
C avec  le  rayon  C A on  décrit  un  quart  de  cerclî 
par  le  point  A où  commence  , le  mouvement  , les  vî- 
tefies  dans  chaque  point  P compris  entre  C 8c  A feront 


478* Cours  de  Mathématiques. 


comme  les  finus  des  arcs  correfpondants  du  quart  de 
cercle. 

1 18.  PROBLEME.  Dans  cette  même  kypothefe , on  de- 
mande le  tems  de  la  defcente  le  long  de  A C , PC,  6’c.  jus- 
qu'au point  C.  Il  eft  vilible  que  P p = dx  — j de  = 

/ X 

dt\/(t.ax — x x ),  & parconféquentdf=— — 

V ( 1 ax~xx) 

équation  que  je  défigne  pat  ( A ).  Mais  les  triangles 
l’MC./iMm  ayant  leurs  côtes  perpendiculaires  lotît 
femblables  & donnent  P M : G M : : M a : M m , ou 

'adx 

( 1 ax — xx ) : a:  : dx:  —r~ — ; donc 

y (vax  — xx) 

M m d x _ M m 

= — -=-dr,  Sc  t — S. ; c’eft- 

a y (1  ax — xx ) a 

à-dire  fï  l’on  fuppofe  A P = A C , oux=e,  le  tems 
A M B • , „ . , 

t fera  = Par  la  meme  raifon  n le  mouvement 

a 

commence  au  point  P , le  tems  de  la  defcente  le  long 

P H G 

dePC=ifera  exprimé  par  — — ■ — • Mais  il  eft  vifible 

que  le  rapport  du  quart  de  la  circonférence  au  rayon 
eft  le  même  dans  tous  les  cercles  ; aînfi  dans  cette  loi 
des  forces,  le  mobile  arrivera  au  point  C dans  le  mê- 
me tems  , foit  qu’il  parte  du  point  A , ou  du  point  P. 

Nous  avons  vu  ci-deflus(  ji  ) que  cette  loi  des  for- 
ces a lieu  pour  les  vibrations  d'un  pendule  qui  fait  fes 
ofcillations  dans  des  petits  arcs  de  cercle  ; donc  les  vi- 
brations d’un  tel  pendule  doivent  être  dégale  durée, 
quoiqu’elles  ne  foient  pas  égales. 

119.  PROBLEME.* «Sap/Jo/anr  que  le  mobile  parcourt  une 
droite  A a ( fig.  94)  qui  ne  pa/je  pas  par  le  centre  C des 
forces  , & que  le  mouvement  commente  au  point  A , trouver 
la  vtteffe  dans  chaque  point  B de  l’cfpace.  Je  mene  la  ligne 
C A au  point  A ou  commence  le  mouvement,  la  ligne 
CM  perpendiculaire  fur  A a , & je  fais  AM  = a, 
CM  = A,CB  = x,  pour  avoir  B M — V ( * * — é b ). 
Soit  u la  force  qui  agit  fur  le  mobile  au  point  B dans 
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la  direûion  C B , la  décompofant  en  deux  autres  , l'une 
félon  BM,  l’autre  félon  Bc  perpendiculaire  à B a & 

fiarallele  à MC  5 il  eft  vifibleque  la  force  perpendicu- 
aire  à la  ligne  A a fera  détruite  par  Je  plan  A a , 3c  que 
la  feule  force  félon  BM  produira  le  mouvement  Main- 
tenant la  force  abfolue  , que  je  fuppofe  exprimée  par 
B C , fera  à la  force  refpeftive  comme  B C : B Al  : : x : 
\/  ( x x — bb).  C’eft  pourquoi  x : ( x x — bb):zu : 

u Ÿ(xx — b b ) 

, force  refpe&ive  qui  produit  le  mouve- 


ment. 

Soit  A B = 

on  aura  d r = 


AM-BM  = 

— xd  X 


V C xx — ■ bb ) 
Kl 


a — V {xx — 6 b)  =r t 
C’eft  pourquoi  fi  dans 


l’équation  S.  ud  r — —7-  trouvée  ci-defliis  ( 1 16  ) à la 

place  de  la  force  qu’on  a exprimée  par  «dans  l'endroit 
cité  , on  fubftitue  la  force  refpeâive  qui  eft  ici  = 

«V '{xx  — bb)  . — xdx 

, & qu  on  mette  ■ p,  , ; rrr  à la 


V {xx — bb) 


Kl 


place  de  dr}  on  aura  -7-  =S.  ( — u d x)  ; c'eft-à-dire 

fi  l’on  fait  CP  ==  CB=*  , &r  qu’en  prenant  A C 

fiour  axe,  on  décrive  la  courbe  des  forces  DQ  dont 
es  ordonnées  Q P repréfentent  les  forces  centrales  u , 

K K 

on  aura  au  point  B,  — = ADQ  P.  Ainfi  la  vîteffe 

acquife  au  point  B le  long  du  plan  incliné  AB  eft 
égale  à celle  que  le  mobile  auroit  acquife  en  tombant 
verticalement  ,1e  long  de  AP,  pourvu  que  les  points 
P&  B foient  également  éloignés  du  centre,  & que  la 
loi  des  forces  (oit  la  même  ( voyez  le  n°.  116). 

Corollaire.  Le  mouvement  fera  donc  accéléré 
depuis  le  point  A jufqu'au  point  M , où  la  force  ac- 
célérante BM  s’évanouira.  Depuis  le  point  M le  mou- 
vement fera  retardé  en  allant  vers  b,  à caufe  de  la  force 
b M qui  repouffera  le  mobile  vers  M , &c  à la  diftance 
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M a = M A , le  mouvement  fera  totale*ment  éteint.  En- 
fuite  le  mobile  reviendra  de  a en  A par  un  mouvement 
accéléré  depuis  a jufqu’en  M , & retardé  depuis  M 
jufqu'en  A , & ainfi  de  fuite  ; de  forte  que  s'il  n'y  avoit 
aucun  obllacle  ni  de  la  part  du  plan  ou  du  milieu,  le 
mobile  fe  mouveroit  perpétuellement  de  A en  a & de 
a en  A. 

12,0.  PROBLEME.  Suppofons  que  la  force  accéllranit  ejl 
confiante  , &*  quelle  eft  dirigée  vers  le  centre  de  la  terre  , 
on  demande  dans  quel  rapport  la  force  refpeclive  qui  pouffe 
un  mobile  le  long  d'un  plan  incliné  A C ( fi  g.  9 f ) , eft  à la 
force  verticale  qui  le  pou/fetoit  le  long  de  A B.  Soit  la 
force  abfolue  (qui  pouffe  le  mobile  m vers  le  centre 
de  la  terre)  exprimée  par  Mm  parallèle  à AB  , & dé- 
compofons  cette  force  en  deux  autres,  l’une  Mb  per- 
pendiculaire au  plan  AC,  l’autre  m n = M N qui  agit 
dans  la  direction  mC  ; à caufe  des  triangles  MNa, 
ABC  dont  le  côtés  font  perpendiculaires  & qui  par- 
conféquent  font  femblables,  on  a la  proportion  Mot: 
M N : : A C : A B , c’eft-à-dire  la  force  refpeétive  qui 
fait  mouvoir  le  mobile  m , le  long  du  plan  incliné  eft 
confiante  , & elle  eft  à la  force  abfolue  qui  la  feroit 
mouvoir  le  long  du  plan  vertical  AB,  comme  la  hau- 
teur du  plan  incliné  eft  à fa  longueur. 

Corollaire.  Si  l'on  mène  BD  perpendiculaire  à 
A C , les  triangles  rectangles  M N m , ABC  , ADB 
feront  tous  femblables  , & l’on  aura  Mm  : M N : : A C : 
A B : : A B : A D.  Donc  fi  A B repréfente  la  force  ver- 
ticale , A D repréfçntera  celle  qui  fait  mouvoir  le 
corps  m le  long  du  phn  incliné  ; & parce  que  cette 
force  ell  confiante  , les  efpaces  AD,  AC  font  comme 
les  quarrés  des  tems  employés  à les  parcourir.  Donc 
en  appellant  ces  rems  r & T , nous  aurons  1 1 : T T : : 
AD:  AC.  & v'AD:  V AC.  Mais  parce  que. 

dans  une  proportion  continue  le  premier  terme  eft  au’ 
troifieme  comme  le  quarré  du  premier  à celui  du  fé- 
cond , ou  comme  le  quarré  du  fécond  à celui  du  troi- 
fieme , la  proportion  AC:AB::AB;AD,  ou  AD: 

A B : : A B : A C , donnera  AD  : ACV.AD:  AB, 
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& V'  A D : VAC::AD:  AB.  Donc  r:T::  AD: 
AB::BA:  AC. 

D'un  autre  coté  les  vîteffes  acquifes  par  des  forces 
accélératrices  confiantes  l'ont  comme  les  produits  «es 
tems  & des  forces,  ou  en  raifon  compofée  des  tems  Sc 
des  forces  > donc  la  vîteffe  acquife  le  long  du  plan  incliné 
A C eft  à la  vîteffe  qui  feroit  acquife  par  la  chute  le  long 
du  plan  vertical  A B de  même  hauteur  en  raifon  com- 
pofée de  A C : A B & de  A B : A C , ou  comme  A G X 
A B : A B.  A C : : 1 : 1 , ou  en  raifon  d'égalité. 

Menons  fg  parallèle  à A a,  & B b perpendiculaire 
au  même  plan  A a.  Si  AB  repréfente  la  force  con- 
fiante de  la  gravité  auprès  de  la  furface  de  la  terre, 
A D & Ab  repréfenteront  les  forces  accélératrices  le 
long  des  plans  AC,  A a Ç ouf  g).  Et  parce  que  ces 
forces  font  en  raifon  compofée  de  AD  à A B,  ou  de 
A B à AC  Sc  de  Aj  à AB  ou  de  /g  à f'B  , c’eft-à- 
dire  dans  le  rapport  de  AB Xfg  à A L X/B  (car  AD=* 


AB 

AC 


AB 

A b — -t—  ; donc  A D r A b : : A , 

A a 


AC}  mais  à 

, . AB  .fg 

caufe  des  triangles  A a B , fgB , l’on  a A a = — yg — } 

donc  An  : AC:;  AB  -fg  : AC./B)  , il  eft  évident 
qu'elles  font  en  raifon  direéle  des  hauteurs"  des  plans 
AB  & /B  & en  raifon  inverfe  des  longueurs  A C &/  g. 

Puifque'  la  force  le  long  de  AC  eft  à la  force  le 
long  de  A B comme  A D : A B , les  efpaces  AD.AB 
feront  parcourus  en  tems  égaux  : comme  cela  fuit  évi- 
demment de  ce  qu’on  a dit  ci-deffus  (118).  Par  la 
même  raifon  l'efpace  A b fera  parcouru  dans  le  même 
tems  que  A B.  Si  donc  on  mène  les  c«rdes  A D , A b 
( fig.  96)  perpendiculaires  aux  cordes  BD,  B b,  ces 
cordes  feront  parcourues  dans  le  même  tems  que  le 
diamètre  vertical  A B , & par  conféquent  elles  feront 
parcourues  en  tems  égaux.  Et  fi  l'on  fuppofe  les  cordes 
B N,  BM  refpe&ivement  égales,  & par  cor.féquenc 
parallèles  aux  cordes  AD,  Ab,  elles  feront  évidem- 
ment parcourues  dans  le  même  tems , puifqu'elles  font 
également  inclinées  à l'horifon,  d’où  il  fuit  que  toutes 
Jes  cordes  qui  aboutiflent  aux  extrémités  A & B d’un 
diamètre  vertical  font  parcourues  en  tems  égaux. 

- Tome  y.  . il  li 
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La  théorie  que  nous  venons  de  développer  peut  fervir 
à réfoudre  ce  beau  Problème  : Etant  donnée  une  ligne  P B 
( fi  97  ) Inclinée  h l'horijon  , & un  point  A Jur  la  ver- 
ticale B D , trouver  la  ligne  droite  A P que  doit  Juiyre 
le  mobile  A pour  arriver  d la  ligne  B P dans  le  moin- 
dre cems  poffiole.  Ayant  mené  A Q perpendiculaire  fur 
B P , divifez  l'angle  D A Q en  deux  également  par 
ligne’  PA,  cette  ligne  fera  le  chemin  qui  doit  fuivre 
le  mobile.  Par  le  point  P ou  la  ligne  A P rencontre 
la  li 
gles 
par 

point  C pris  pour  centre  avec  le  rayon  C P on  décrit 
un  cercle  , il  paffera  par  le  point  A ; & fi  l'on  mène 
les  lignes  A M,  elles  feront  plus  grandes  que  les  lignes 
correspondantes  A c.  Maintenant  les  cordes  A(,  AP 
font  parcourues  en  tems  égaux  ; donc  le  tems  employé 
à parcourir  A P fera  plus  court  que  le  tems  employé  à 
parcourir  AM;  & partant  A P eft  la  ligne  droite  le 
lone  de  laquelle  le  mobile  A arrivera  le  plus  promp- 
tement à la  ligne  BP.  Si  DA  eft  parallèle  à QP, 
l'angle  CAP  fera  de  4J°. 

lil.  PROBLEME.  Trouver  la  vïteffe  qu  un  mobile  peut  ac- 
çué'tr  en  defcendant  le  long  d'une  courbe  AB  ( fig.  98  ). 
Soit  A m la  force  qui  pouffe  le  mobile  A félon  la  ver- 
ticale A b , comme  ce  corps  ne  peut  pas  fuivre  cette 
ligne,  à caufe  de  la  courbe  A M,  je  décompofe  cette 
force  en  AN  perpendiculaire  à ta  courbe  , & A M que 
je  confidére  comme  un  plan  incliné.  La  force  A N étant 
détruite  par  la  réfiftance  de  la  courbe , la  feule  force 
AM  produira  îte  mouvement,  & félon  ce  qu’on  a dit 
ci  devant,  la  vïteffe  acquife  le  long  de  A M fera  égale 
à la  vïteffe  acquife  le  long  de  la  verticale  A m , & 
comme  on  peut  faire  le  même  raifonnement  pour  tous 
les  élémens  de  la  courbeuAB.  il  s’enfuie  que  la  vî- 
teffe  acquife  le  long  de  l’arc  A B fera  la  même  que  celle 
que  le  mobile  acquéreroit  s'il  tomboit  de  la  hauteur  A b. 

On  objectera  peut-être  que  le  mobile  en  choquant  la 
courbe  doit  perdre  un  peu  de  fa  vïteffe  & qu’ainfi  il 
ne  peut  avoir  à la  fin  de  fa  chute  en  B la  même  vïteffe 
qu’il  auroit  acquife  en  tombant  le  long  de  A b.  Pour 
répondre  à cette  difficulté , je  fuppofe  que  le  mobile. 


gne  donnée  15  vQ  , menez  r parauete  a n vq  ; tes  an- 
alternes  internes  Q A P , A PC  feront  égaux.  Mais 
conftruûion , Q A P = C A P ; ainfi  A P C = C A P 
e triangle  CAP  eft  ifocelle.  C’eft  pourquoi  fi  du 
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ait  déjà  parcouru  l’arc  A a ( rig.  yo  ) , il  ell  certain  qu'il 
tend  à continuer  fon  mouvement  le  long  de  la  ligne  a g 
tangente  de  la  courbe.  11  eft  donc  évident  que  le  mobile 
fera  un  effort  que  je  repréfente  par  a g,  pour  parcourir  cette 
ligne.  Ayartt  décompofé  la  force  ag  en  a D perpendiculaire 
à la  courbe  & af  — gD  qui  repréfente  la  force  ref- 
tante  , l'angle  fag  = ag  D fera  infiniment  petit,  puis- 
que la  tangente  s’éloigne  infiniment  peu  de  la  courbe  ; 
& parce  que  dans  un  triangle  quelconque  les  finus  des 
angles  font  comme  les  côtés  oppofés  à ces  angles , le 
côté  a g fera  au  côté  a D comme  le  rayon  cil  au  finus 
d’un  angle  infiniment  petit , ou  comme  1 : De  même 

fera  infiniment  plus  grande  que  aD  j c’elt-à-dire 
que  a D ell  une  quantité  infiniment  plus  petite  que  la 
vîteflé  ou  D#.  Maintenant  pour  favoir  de  com- 
bien a g ell  plus  grande  que  af  ou  D g , du  point  g comme 
centre  avec  le  rayon  a g , je  décris  l'arc  an  julqu’à  la 
rencontre  du  prolongement  de  g D.  Il  ell  vifible  que 
l’angle  «aD  ell  infiniment  petit  ; car  l’angle  a D n ell 
droit  & l’angle  a n D , en  confidérant  l’arc  n a comme  une 
ligne  droite  , ne  peut  différer  qu  infiniment  peu  d’un  an- 
gle droit;  donc  le  côté  D«  ell  infiniment  plus  petit 

Îue  «D.  Mais^a  D ell  infiniment  plus  petit  que  g a. 

)onc  fi  g a repréfente  une  quantité  finie , üD  fera  un 
infiniment  petit  du  premier  ordre , & D n un  infiniment 
petit  du  fécond  ordre  ; de  forte  que  les  quantités  a g , af 
ne  différent  que  d’une  quantité  infiniment  petite  du  fé- 
cond ordre , qui  répétée  une  infinité  de  fois , c’ell-à- 
dire  autant  de  fois  qu’il  y a d'arcs  infiniment  petits  dans 
la  courbe  A B,  ne  peut  produire  qu’un  infiniment  petit 
du  premier  ordre.  Donc  la  vîteffe  acquife  le  long  de 
A B ne  peut  différer  de  la  vîteffe  acquife  le  long  d'un 
plan  vertical  de  même  hauteur  que  d’une  quantité  in- 
finiment petite  par  rapport  à elle;  donc  ces  viteffes  doi- 
vent être  fuppofées  égales. 

Si  l’on  fuppofe  que  les  élémens  N n,  M m (fig.  tco) 
appartiennent  a des  arcs  de  cercle  femblables  NB,  Mi, 
& que  ces  élcmens  font  dans  le  rapport  de  ces  arcs,  on 
pourra  les  confidérer  comme  des  plans  également  incli- 
nés à l’horifon  & dont  les  longueurs  font  comme  les 
quarrésdes  tems  employés  à les  parcourir.  La  même  chofe 
aura  lieu  dans  tous  les  autres  élémens  des  arcs  N B , M b -, 

H h a' 
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de  forte  que  ces  arcs  feront  parcourus  dans  des  tems  pro- 
portionnels aux  racines  de  leurs  longueurs , parce  que  les 
vîteflës  acquifes  le  long  de  N n & Mm  font  comme 
les  racines  des  longueurs  N n & Mm  & par  conféquent 
proportionnelles  aux  vîtefles  qui  auront  lieu  ( par  l'ac- 
tion de  la  gravité)  dans  les  élémens  fuivans  & fembla- 
bles nD,mC,  & ainfi  de  fuite.  Donc  les  tems  em- 
ployés à parcourir  les  arcs  femblables  N B,  Mi  font 
comme  les  racines  des  longueurs  de  ces  arcs,  ou  comme 
les  racines  des  rayons  AB,  a b. 

Si  N B & MA  font  fuppofés  deux  arcs  femblables  de 
deux  paraboles  défignées  par  les  équations  y 1 = a xr 
y 1 =zbx , qui  font  des  courbes  femblables  , & qu’on 
prenne  les  abfciffes  BP  , bp  dans  le  rapport  des  para- 
mètres a&c  b,  les  arcs  NB  & MA  feront  dans  le  même 
rapport , & les  tems  employés  à parcourir  N B & M A 
feront  comme  les  racines  des  paramètres.  Ainfi  fi  a — 
2jA , ces  teins  feront  comme  y : I. 

, Des  cordes  vibrantes. 

ira.  Nous  fuppoferons  que  les  cordes  fory: d’un  très-petit 
diamètre  d’une  grofleur  uniforme  , de  même  matière  } 
ce  n’eft  pas  qu’on  ne  puiffe  comparer  les  tems  des  vi- 
brations des  cordes  de  différente  matière  ; mais  il  faut 
alors  connoître  par  expérience  l’élafticité  de  cha- 
cune > car  les  forces  élaftiques  de  l’acier  trempé, 
de  l'or,  de  l’argent,  &rc.  ne  fuivent  pas  la  raifon  des 
gravités  fpécifiqlies  de  ces  matières  Nous  fuppoferons 
encore  que  les  vibrations  , font  très-petites  Se  telles 
quelles  ont  lieu  dans  les  cordes  de  violon  ou  de  bafle 
par  l’a&ion  de  l’archet. 

|1J.  PROBLEME.  Trouver  le  rapport  des  tems  des  vi- 
brations fo’t  petites  quoiquinépales  d'une  même  corde  A B. 
(Jî«.  'Ot  ).  Si  une  force  M fiéchit  cette  corde  de  ma- 
niéré que  le  point  M parvienne  ;ufqu’en  D,  la  force 
élaftique  de  cette  corde  pourra  être  fuppofée  propor- 
tionnelle à la  ligne  M D ; fi  le  point  M parvient  en 
m,  la  force  reftituante  fera  cenfée  proportionnelle  à la 
ligne  M m.  Donc  les  efpaces  que  les  parties  de  la  corde 
auront  a parcourir  pour  arriver  à la  ligne  horifontale 
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AMB feront  comme  les  forces  qui  font  parcourir  ces 
efpiaces.  Donc  , félon  ce  qu'on  a dit  ci-deffus  ( 118),  ces 
efpaces  feront  parcourus  dans  le  même  tems  j c’eft-à- 
dire  que  les  vibrations  très-petites  d'une  même  corde 
fe  feront  en  tems  égaux  , quoiqu'elles  foient  inégales. 

124.  PROBLEME.  Trouver  le  tems  des  vibrations  de  deux, 
tordes  AB,  a b qui  ne  different  que  par  la  longueur.  Sup- 
pofons  que  la  première  corde  foit  neuf  fois  plus  gran- 
de que  la  fécondé  5 il  eft  vifible  que  fi  une  force  N 

Îieut  fléchir  la  corde  a b à la  profondeur  N n comme  1 , 
a même  force  pourra  fléchir  la  corde  A B à une  pro- 
fondeur M m que  je  fuppoferai  = 9.  N n.  En  effet  la 
force  élaftique  de  A B ne  peut  faire  équilibre  à la  puif- 
fance  fléchiflante  que  lorfque  les  parties  de  la  corde 
A B feront  autant  écartées  les  unes  des  autres  que  le 
font  les  parties  correfpondantes  delà  corde  ab}  c’eft- 
à-dire  qu'il  eft  néceflaire,  pour  que  la  force  reflituante 
foit  la  même  dans  les  deux  cordes,  que  les  allonge- 
rons des  cordes  foient  comme  les  longueurs  des  cor- 
des , & que  les  angles  A m B , a nb  foient  égaux  j donc 
les  triangles  ifocelles  & femblables  Am  B,  nab  ont  leurs 
hauteurs  M m , N n proportionnelles  aux  bafes  A B & 
a b , ou  ce  qui  revient  au  même,  les  inflexions  pro- 
duites par  la  même  force  font  comme  les  longueurs  des 
cordes. 

Concevons  à préfent  les  efpaces  Mm,  N«  di virés 
en  un  grand  nombre  d'élémens  infiniment  petits,  de 
maniéré  que  chaque  élément  défMm  fait  à chaque 
élément  de  N n comme  M m : N « , & cherchons  le  rap- 
port des  tems  employés  à parcourir  chacun  de  ces  élé- 
mens.  11  eft  vifible  d’abord  que  la  force  reftituante  en 
m eft  la  même  que  la  force  reftituante  en  n , & qu’en 
fuppofant  mT  = t)  nt  , la  force  reftituante  en  T ferai* 
même  que  la  force  reftituante  en  t , puifque  dans  ce 
cas  M T fera  = 9.  N t , & ainfi  de  fuite  pour  tous  les 
autres  élémens  de  M m & de  N n ; maintenant  foit  A =* 
m T,  a = nt-,8c  confîdérons  la  force  reftituante  com- 
me étant  uniforme  pendant  le  tems  employé  à parcou- 
rir les  premiers  élémens  A & a. 

Faifons  encore  attention  que  A étant  = 9.  a , la  même 
force  qui  peut  faire  parcouru  un  efpace  comme  un  à 
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la  mafle  b de  la  première  corde  ai  ne  peut  faire  par- 
courir qu’un  efpace  comme  à la  fécondé  corde  A B = 
B = 9,  b ; mais  une  force  accélératrice  conllante 
qui  peut  faire  parcourir  un  efpace  comme  dans  un 
tems  comme  un,  fera  parcourir  un  efpace  = 1 , dans 
un  tems  comme  3 , & un  efpace  = 9 dans  un  tems 
comme  9 ; ainfi  le  premier  élément  A fera  parcouru  dans 
un  tems  corrme.9.  La  vitefle  acquife  a la  finde  la  defcrip- 
tion  du  premier  élément  étant  la  même  de  part  & d’autre  » 
elle  fera  parcourir  2 A = 18.  a dans  un  tems  —9  à la 
grande,  & 2 a dans  pn  tems  comme  1 à la  plus  courte 
corde.  La  nouvelle  force  què  je  fais  =/  , fera  parcourir 
l’élément  c dans  la  plus  courte  corde  , & un  élément 
9 c dans  la  plus  longue  , mais  dans  un  tems  neuf  fois 

Ïilus  grand  : 8c  parce  que  2Ar(-9e=9(2a  -+-  c ) » 
es  nouveaux  élémens  feront  parcourus  dans  des  tems 
proportionnels  aux  longueurs  des  cordes.  Par  un  raifon- 
nement  femblable  on  prouvera  que  toutes  les  parties  cor- 
refpondantes  des  efpaces  M m , N n font  parcourues  dans 
des  tems  proportionnelles  aux  longueurs  des  cordes.  C’eft 

fiourquoi  le  tems  des  vibrations  entières  feront  comme 
es  longueurs  des  cordes. 

1 2J.  PROBLEME  SL  Les  deux  cordes  A B & a h ( fig.  102  ) 
Jont  juppofées  tendues  par  des  poids  égaux , de  meme  longueur  , 
mais  de  dtjférens  diamètres  , quel  fera  le  rapport  des  tems 
de  leurs  vibrations-.  Si  le  diamètre  de  la  première  corde 
eft  =r2R,  & celui  de  la  fécondé  — ir,  ces  diamè- 
tres feront  comme  ü:r.  Suppofons  R = 9/-,la  pre- 
mière corde  pourra  êtfe  conçue  comme  compofée  dé 
neuf  cordons  dont  chacun  fera  égal  à la  fécondé  corde 
& fupportera  la  neuvième  partie  du  poids  tendant  P ; 
de  forte  qu’il  fera  neuf  moins  tendu  que  la  corde  ab-, 
mais  quoique  chaque  cordon  réfifte  neuf  moins  à la 
force  fiexiliante,  les  neuf  cordons  enfemble  oppoferont 
une  réfrllance  égale  à celle  de  la  corde  ab , & les  deux 
cordes  feront  flexies  à la  même  profondeur  par  l’aétion 
de  la  même  force. 

Cela  pofé,  concevons  les  lignes  Mot  , Nn  qui  dans 
le  cas  préfent  doivent  être  fuppofées  divifées  en  un  même 
nombre  délémens.  Puifque  chaque  cordon  de  la  corde 
AotR  eiï  neuf  moins  tendu  que  la  corde  anb}  la  force 
aclative  qui  fera  parcourir  le  premier  élément  de  Ma 
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fera  à celle  qui  fait  parcourir  le  premier  élément  de 
N a comme  1 : 9.  Donc  fi  le  premier  élément  de  N « 
eft  parcouru  dans  un  tems  comme  1 , le  premier  élé- 
ment de  Mm  fera  parcouru  dans  un  tems  comme  j.  Hn 
effet  fi  nous  concevons  cet  élément  comme  compofé  de 
neuf  parties  égales,  la  force  qu’on  doit  regarder 
comme  confiante  pendant  que  le  premier  élément  eft 
parcouru,  faira  parcourir  la  première  partie  dans  un 
tems  comme  1 ,8e  les  neufpartiespendant  un  tems  comme 
3 , parce  que  les  efpaces  font  comme  les  quarrés  des 
tems,  lorfque  la  force  eft  confiante.  La  force  qui  agit 
pour  faire  parcourir  le  fécond  élément  de  M m eft  com- 
pofée  de  deux  parties.  Tune  qui  peut  faire  décrire  dans 
un  tems  triple  un  efoace  double  du  premier  élément, 
& l'autre  qui  peut  faire  parcourir  dans  le  même  tems 
un  autre  efpace  que  j’appellerai  a.  De  même  dans  la 
fécondé  corde,  la  force  qui  agit  au  commencement  du 
fécond  élément  de  N n efi  compofée  de  deux  parties 
dont  l’une  peut  faire  parcourir  dans  un  tems  comme  1 
un  efpace  double  du  premier  élément  de  N n ou  Mm  , 
l’autre  qui  pendant  le  même  tems  peut  faire  décrire  un 
efpace  qui  efi  évidemment  = a.  Donc  les  féconds  élémens 
de  Mm  & de  N n font  parcourus  par  des  forces  qui  font  en- 
tr’elles  comme  1 8c  9 & comme  d’ailleurs  ces  élémens 
font  fuppofés  égaux  de  part  &c  d’autre  , ils  doivent 
être  parcourus  dans  des  tems  qui  foient  entr’eux  comme 
3 : 1 , ou  comme  les  diamètres  des  cordes.  On  prouvera 
par  un  raifonnement  femblable  que  les  élémens  fuivans 
de  Mm&deNn,&  par  conféquent  M m & N n doivent 
être  parcourus  dans  des  tems  qui  foient  dans  le  rap- 
port des  diamètres  ; Si  parce  qu’il  efi  facile  de  voir  que 
cela  arrivera  de  même , quelle  que  foit  la  groffeur  des  cor- 
des, on  peut  dire  en  général  que  les  tems  des  vibrations  des 
cordes  homogènes  de  même  longueur  8:  tendues  par  des 
poids  égaux , font  comme  les  diamètres  de  ces  cordes. 

iz6.  PROBLEME.  Si  les  cordes  A B & ab  font  fuppofées 
également  g'ofes  & également  longues  ; mais  tendues  par  des 
poids  différent  P di  p , quel  fera  le  rapport  des  tems  de  leurs 
vibrations  ? Suppofons  P — 9.  p , la  même  force  qui  flexîra 
la  corde  AB  a une  profondeur  comme  1 pourra  flexir 
a b à une  profondeur  comme  9,  car  a b étant  neuf 
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moins  tendue  n'oppofera  une  réfiftance  capable  de  faire 
équilibre  avec  la  force  flexiffante  que  lorfque  N n fera 
— 9.  M™  ; parce  que  dans  les  petites  inflexions  des 
cordes  médiocrement  tendues,  telles  qu’on  le  fuppofe 
ici  , la  force  de  lelafticité  eft  proportionnelle  à la 
grandeur  de  l’inflexion  ; par  conféquent  en  divifant 
N « &c  Mm  en  un  même  nombre  d’élémens  iné- 
gaux , mais  cependant  tels  que  chaque  élément  de  N « 
ioit  neuf  fois  plus  grand  que  l’élément  correfpondant 
dans  Mm,  le  premier  élément  de  Mm  fera  parcouru 
dans  un  tems  comme  1,  tandis  que  le  premier  élément 
de  N n fera  parcouru  par  l’aftion  d’une  force  égale  , 
dans  un  tems  comme  3 , & en  raifonnant  comme  dans 
la  folution  de  l’avant  dernier  problème  , on  verra  que 
toutes  les  parties  correfpondantes  de  N n & de  M m font 

fiarcourues  dans  des  tems  proportionnels  aux  racines  des 
ongueurs  de  ces  parties  ou  proportionnels  aux  raci- 
nes de  N n & M m , ou  dans  des  tems  qui  feront  en 
raifon  inverfe  des  racines  des  poids  tendans. 

X27.  PROBLEME.  Trouver  le  rapport  des  tems  des  vi- 
brations de  deux  cordes  A B , a b de  àtffércntes  longueurs  & 
grojfcurs , 6’  tendues  par  des  poids  différens.  Soit  L la  lon- 
gueur de  AB,  M fon  diamètre  & P le  poids  qui  la 
tend  , l la  longueur  de  a b , m fon  diamètre  & p le 
poids  tendant.  Il  eft  vifible  par  les  trois  théorèmes 
précédents  que  le  tems  T d’une  vibration  de  la  corde 
A B eft  au  tems  t d’une  vibration  de  a b en  raifon 
compofée  de  la  direfte  des  diamètres  , des  longueurs, 
& en  raifon  inverfe  des  racines  des  poids  tendants.  De 
ML  m y/  l 

forte  que  T : t : : — 7—  : — -, — : : M.L.  \/p  : ml.  VP. 

VP  Vp 

Si  T = t , on  aura  M.  L.  V P — m /.  VI5-  Enfin  les 
nombres  des  vibrations  étant  en  raifon  inverfe  des  tems 
employés  à faire  chaque  vibration  , ou  étant  comme 

il  V p V P 

"TP"  : , feront  comme  . . : T~m 

T r ’ M.  L ml 

Maintenant  fi  les  forces  élaftiques  repréfentées  par 
les  poids  tendants  font  les  mêmes,  les  longueurs  & les 
grofleurs  égales , mais  les  maffes  ou  les  folidités  des 


Digitized  by  Google 


PROBLEMES  PhYSICO- MaTHE'MAT.  489 


cordes  différentes , il  eft  vifible  que  la  même  force  ne 
fera  pas  parcourir  aux  cordes  des  efpaces  égaux  en  tems 
égaux. 

Soit  fuppofée  n la  mafie  ou  folidité  d'ilne  des  cordes  , 
N =9.  n la  folidité  ^ ou  la  mafTe  de  la  fécondé  corde, 
& fuppofant  quelles  foient  flexies  à une  profondeur 
comme  1.  Si  dans  un  tems  comme  1 , la  première  corde 
parcourt  l'efpace  1 , la  fécondé  ne  parcourera  évidem- 
ment que  l'efpace  4 dans  le  même  tems  ; & parce  que 
nous  pouvons  fuppofer  que  l’a&ion  du  poids  tendant 
eft  uniforme  pendant  la  durée  de  la  reititution  de  la 
corde , cette  fécondé  corde  parcourera  dans  le  fécond 
initant  égal  au  premier  un  efpace  = 4.  & dans  le 
troifieme  inftant  un  efpace  = 4 j ainfi  elle  parcourera 
un  efpace  comme  1 dans  un  tems  comme  3.  On 
prouvera  par  un . raifonnement  femblable-  que  les 
rems  des  vibrations  des  cordes  font  toujours  comme 
les  racines  des  folidités  M , m de  ces  cordes.  En 
général  fi  les  longueurs  de  deux  cordes  font  L & 
i , les  folidités  M & m , les  poids  tendants  P & p 

, . ..  • r y/LM  yftm 

les  tems  des  vibrations  feront  comme  — >—  • —, — • 

✓ P Vp 

& le  nombre  des  vibrations  d’une  corde  fera  toujours 

V p 

comme  ^LM* 

Si  l’on  fuppofe  que  les  poids  tendants  de  deux  cor- 
des métalliques , homogènes  & femblables  A & B , lorf- 
qu’elles  font  fui>  le  point  de  fe  rompre  font  en  raifon  di- 
recte des  folidités  & en  raifon  inverfe  des  longueurs, 
les  nombres  des  vibrations  dans  le  même  tems  feront 
V M y ' m 

comme  —7 - — 77-77-  : —77 — — — : : / : L ; & parce 
VL-V  LM  \ l.  y/  Lm  r 

que  dans  les  cordes  ou  cylindres  homogènes  & fem- 
blables , les  longueurs  font  comme  les  racines  cubes 


des  folidités  , l’on  aura  L:/::  V M : V' m.  Donc  les 
nombres  des  vibrations  dans  le  même  tems  feront 
en  raifon  inverfe  fous  - triplée  des  folidités  , & fi 
l’on  fuppofe  que  les  cylindres  femblables , les  pa- 
rallelipipedes  femblables,  les  cloches  femblables,  & 
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homogènes  font  compofées  d’un  égal  nombre  de  fibres 
ou  cordes  femblables  aulfi  tendues  qu’il  eft  poflïble 
fans  fe  rompre  , l’on  pourra  dire  que  les  vibrations  fort 
petites  des  folides  femblables  & homogènes  font  dans  le 
i même  tems,  en  raifon  inverfe  faus-triplée  de  leurs  poids 

ou  de  leurs  folidités. 

Méthode  pour  mefurer  la  hauteur  ' des  lieux  par  le 
moyen  du  baromètre. 

I zS.  I es  Phyficiens  ont  trouvé  pur  expérience  que  Pair  fe 
comprime  en  ratfôn  des  poids  dont  il  eft  chargé , de  maniéré  que 
les  volumes  auxquels  il  peut  être  réduit  font  fenfiblement , du 
moins  auprès  de  la  terre , en  raifon  inverfe  des  poids  dont 
il  eft  chargé.  Dans  un  tube  de  verre  a h c ( fig.  10$  ) dont  la 
branche  ag  foit  d’environ  quarante  pouces  & dont  la 
branche  bc  foit  par-tout  de  même  diamètre  & fermée 
hermétiquement,  faites  couler  du  mercure  jufqu’à  ce 
que  la  capacité  bn  la  plus  baffe  foit  remplie,  & ayant 
appliqué  une  échelle  fur  la  branche  ch,  obfervés  le 
nombre  des  divifions  depuis  la  ligne  horifontale  b n juf- 
qu’en  c,  je  fuppofe  que  ce  foit  io  pouces.  Verfez  du 
mercure  dans  la  branche  a g J ufqu’à  ce  que  l’excès  de 
la  hauteur  du  mercure  au-deffus  de  la  ligne  horifontale 
gf  qui  paffe  par  la  furface  du  mercure  contenu  dans  b c 
foit  d’environ  27  pouces  8c  demi  ; l’air  qui  occupoit 
toute  la  partie  bc , n’en  occupera  plus  que  la  moitié. 
Si  on  conrinuoic  de  verfer  du  mercure  dans  la  bran- 
che a g (qu’il  faudroit  fuppofer  affez.  longue  ) jufqu’à 
ce  que  la  hauteur  du  mercure  dans  cette  branche  au- 
deffus  la  ligne  gf  fût  double  ou  triple  ou  quadruple 
.de  27  pouces  & demi,  l’air  reliant  n’occuperoit  que  le 
tiers  ou  le  quart  de  b c , & ainfi  de  fuite.  / 

Mais  lorfqu’il  n’y  avoit  du  mercure  que  dans  la  ca- 
pacité inférieure  b n , l'air  contenu  dans  cb  étoit  chargé 
du  poids  de  toute  l’atmofphère  , poids  équivalent  à une 
colonne  de  mercure  d’environ  27  pouces  & demi  de 
hauteur.  Donc  puifqu’en  ajoutant  une  colonne  de  mer- 
cure de  même  hauteur  on  a chargé  cet  air  d’un  poids 
double  , 8c  que  fon  volume  eft  devenu  deux  fois  plus 
petit  , les  volumes  auxquels  on  peut  réduire  l’air  font 
fenfiblement  en  raifon  des  poids  Comprimants. 
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Corollaire.  Les  denfités  de  l’air  font  proportion- 
nelles aux  poids  qui  le  compriment. 

119.  Suppofonsque  le  poids  total  de  l’atmofphère  foit 
repréfenté  par  A = 348  lignes  de  mercure,  le  poids 
B qui  pefe  fur  la  tranche  la  plus  balle,  que  je  nomme- 
rai première,  fera  = 347  lignes  de  mercure.  Soit  C le 
poids  qui  pefe  fur  la  fécondé  tranche  , D celui  qui 
pefe  fur  la  troilïeme  , &c.  11  efl  vjfible  que  A — B 
fera  le  poids  de  la  première  de  ces  tranches  ( que  je 
fuppofe  d’une  même  épaifleur  a {fez  petite  ) > donc 
A — B ( poids  de  la  première  tranche  ) : B ( poids 
qui  comprime  cette  tranche  ) : : B — C ( poids  de  la  fé- 
condé tranche  ) : C C poids  qui  la  comprime  ) ; & de 
même  B — C :C  : : C — D : D ; donc  A — B B : B : : 
B — C + C : C , ou  A : B : : B1  : C , & par  la  même  raifon 
B : C : : C : D Donc  A : B : C : D : &c.  c’eft-à-dire 
que  les  poids  A,  B,  C,  &c.  font  en  progrelfion  géo- 
métrique , & par  conféquent  les  denfités  des  tranches 
de  l'air  ( que  nous  fuppofons  d’une  très-petite  épaifleur  ) 
font  aulfi  en  progrelfion  géométrique  decroiflante.  Donc 
fi  on  obfervoit  le  baromètre  entre  chacune  de  nos  tran- 
ches depuis  le  bas  de  l’atmofphère  , les  hauteurs  fe- 
roient  proportionnelles  aux  poids  A,  B , C , D , &c. 
& elles  feroient  en  progrelfion  géométrique.  Et  puis 
A = 348 , 8c  B — 347 , en  multipliant  chaque  terme  par 
■My  , on  aura  le  fuivant.  D’un  autre  côté  comme  les  tran- 
ches d’air  comprifes  entre  les  points  ou  cette  fuire  de 
hauteurs  du  mercure  feroient  obfervées  font  d’égale 
épaifleur , les  fommes  de  ces  tranches , ou  les  hauteurs 
des  colonnes  d’air  qui  en  feroient  fuccelfivement  formées 
feroient  en  progrelfion  arithmétique;  mais  les  logarithmes, 
comme  tout  le  monde  le  f^ait,  font  aufli  des  nombres  en 
progrelfion  arithmétique.  Déplus,  les  différences  des  hau- 
teurs des  colonnes  d’air  correfpondances aux  différences  de 
hauteur  du  mercure  dans  le  baromètre  font  égales  quand 
les  hauteurs  du  mercure  font  en  progrelfion  géométrique, 
comme  les  différences  des  logarithmes  de  deux  termes 
d’une  progrelfion  géométrique  font  toujours  égales  à la 
fomme  des  différences  égales  des  termes  intermédiaires 
çorrefpondants  ; donc  les  différences  de  hauteur  de  l’air 
fuirent  la  même  loi  que  les  différences  des  logarithmes 
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des  hauteurs  du  mercure , & leur  font  par  conséquent 
proportionnelles. 

Dans  la  table  des  logarithmes  avec  7 décimales  , la 
différence  des  logarithmes  des  nombres  348  & 347  eft 
IZ497  ( on  ne  fait  pas  attention  aux  décimales  ) mais  par 
une  certaine  température , i'épaiffeur  de  Ja  couche  d’air 
interceptée  entre  deux  dations  , à l’une  defquelles  le 
mercure  fe  tiendroit  dans  le  baromètre  à 348  lignes, 
tandis  qu’il  ne  fe  tiendroit  à l’autre  qu’à  347  lignes  , cette 
épaiffeur , dis -je  , a été  trouvée  de  12.  497  toifes  > 
& félon  ce  qu’on  vient  de  dire  , la  même  différence 
régné  entre  toutes  les  différences  des  logarithmes  des 
hauteurs  du  rm rcure  &r  les  épaiffeurs  des  couches  d’air. 
Donc  pour  une  température  déterminée  les  différences 
des  logarithmes  des  hauteurs  du  mercure,  donnentim- 
médiatement  en  millièmes  de  toife , la  différence  des 
hauteurs  des  lieux  où  l’on  a obfervé  le  baromètre. 

Mais  on  fent  bien  que  cette  épaiffeur  ne  peut  pas 
être  la  même  lorfque  la  température  fera  différente, & 
que  la  chaleur  différente  de  différens  lieux  dans  lefquels 
on  obferve  le  baromètre  doit  caufer  quelque  dérange- 
ment à la  loi  dont  onvient.de  parler.  Il  a donc  fallu 
chercher  un  moyen  de  connoître  les  effets  de  la  cha- 
leur fur  l'air  & fur  le  mercure  même. 

130  Soit  a le  nombre  des  demi-degrçs  d’un  ther- 
momètre dont  on  donnera  plus  bas  la  conftruélion  , 
obfervés  en  -(-  & en — , c’elt-à-dire  au-dellus  & au- 
deffous  du  point  zéro,  b la  hauteur  du  mercure  dans 
le  baromètre  obfervée  à une  certaine  ftation , c fa  hau- 
teur obfervée  au  même  nqomentà  une  ftation  plus  baffe, 
la  réglé  que  M.  de  Luc  employé  pour  avoir  en  toifes 
la  différence  de  hauteur  des  deux  ftations  , fe  réduit  à 
L.  c — L.  b ± ( L.  c — L.  h ).  a 

cette  formule , dans  la* 

1000 

quelle  L délîgne  des  logarithmes  tabulaires.  On  fe  fert 
du  ligne  -f-  lorfque  la  chaleur  eft  au-deffus  de  zéro  & 
du  ligne  — , lorfqu’elle  eft  au-deffous > au  point  zéro 

L.  c — L.  b 

la  quantité  a étant  = 0,  la  formule  devient * 

^ 1003 
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Mais  n’y  a-t-il  pas  apparence  que  les  exhalaifons  & les 
vapeurs  de  l’air  font  tantôt  plus  tantôt  moins  élafti- 
ques  , & que  l'air  ell  fujet  à des  mélanges  qui  rendent 
fon  élafticité  variable  auffi  bien  que  fa  denlité  > D’ail- 
leurs dans  les  régions  fupérieures  de  l’air  &à  une  cer- 
taine hauteur,  les  vapeurs  n’ayant  pas  la  même  denlité, 
n'influeront  pas  fur  I élailicité  & le  reflôrt  de  l'air  com- 
me dans  les  régions  baffes  de  l’atmofphère.  Il  leroit 
donc  important  de  trouver  un  moyen  fûr  de  faire  une 
correction  à la  formule  générale,  relativement  à cette 
caufe. 

Je  penfe  cependant  que  fi  l’on  avoit  deux  Obfervateurs 
dont  l'un  oblervàt  un  baromètre  & un  thermomètre  , 
telsque  ceux  dont  on  a parlé  ci  devant  à des  inilans  conve- 
nus , tandis  qu’un  Voyageur  oblervcroit  aux  mêmes 
ïnftans  un  baromètre  & un  thermomètre  femblables  , 
on  pourroit  mefurer  avec  affez  d’exaditude  les  diffé- 
rences des  hauteurs  des  différens  lieux  affez  éloignés  &c 
niveller  une  route.  On  pourroit  auffi  mefurer  avec  affez 
de  facilité  la  hauteur  des  différentes  villes  de  l’Europe 
relativement  au  niveau  de  la  mer  ; il  fuffïroit  d'avoir 
un  Obfervateur  dans  chaque  ville  & de  convenir  du 
moment  des  obfervations  , qu’il  faudroit  répéter  un 
certain  nombre  de  fois , & l'on  prendroit  un  milieu 
entre  les  léfulrats  de  ces  obfervations.  On  doit  éviter 
les  obfervations  faites  au  lever  de  l’aurore  ; les  plus 
favorables  font  celles  qu'on  fait  pendant  la  moyenne 
chaleur  du  matin  , qui  correfpond  à la  cinquième  par- 
tie du  tems  pendant  lequel  le  foleil  doit  demeurer  fur 
l’horifon.  Il  y a apparence  que  dans  cette  partie  du  jour 
la  denfité  de  l’air  ell  plus  exaftement  telle  que  l’exige 
la  température  , c’ell  - à - dire  , qu’on  eft  éloigné  de 
ces  momens  ou  pour  l’ordinaire  il  fe  fait  des  con- 
denfations  ou  des  dilatations  fubites  qui  troublent  la  loi 
générale.  Peut-être  auffi  que  le  terrein  n’étant  pas 
échauffé,  comme  il  l’ell  plus  tard  , les  exhalaifons  & 
les  réverbérations  de  chaleur  n’agiffenr  pas  encore  aufli 
puiffamment  pour  altérer  l'effet  des  loix  générales.  Les 
obfervations  faites  à huit  heures  du  matin  , à une 
heure  après  midi  , & à dix  heures  du  loir  , méritent 
aufli  quelque  confiance  > mais  on  doit  avoir  foin  d'ex- 
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pofer  au  vent  & au  foleil , autant  qu’il  eft  polfible  , le 
thermomètre  dont  on  fe  fervira,  on  doit  employer 
un  baromètre  qui  ait  été  purgé  d’air  par  le  feu  , 
Se  avoir  foin  de  le  fecouer  avant  l’obfervation , afin 
d’empêcher  l’effet  de  l'adhéfion  du  mercure  par  rapport 
au,tube  de  l’inftrument. 

r ? i . Le  thermomètre  dont  s’eft  fervi  M.  de  Luc  eft  de 
mercure  , fon  tube  eft  très-capillaire  , & le  diamètre 
extérieur  de  fa  boule  n’a  que  trois  lignes.  L’échelle  eft 
divifée  en  1 86  parties  égales  ou  degrés,  le  point  o eft 
regardé  comme  le  point  fixe  de  chaleur.  L’eau  bouil- 
lante correfpondà  -f-  147  dans  l’échelle  & l’eau  dans 
la  glace,  à — 59;  de  forte  que  o répond  à 39.  Les 
degrés  de  ce  thermomètre  ont  une  grandeur  telle  que 
lorfque  la  chaleur  de  l’air  eft  au  zéro , la  différence 
des  logarithmes  des  hauteurs  du  mercure  exprime  en 
millièmes  de  toife  la  différence  des  hauteurs  des  lieux 
où  le  baromètre  a étéobfcrvé,  tandis  qu’aux  environs 
du  point  zéro  du  thermomètre  , un  degré  de  ce  ther- 
momètre répond  à.  y—  , & un  demi-degré  à un  7—  de 
changement  dans  le  volume  de  l’air  , en  exprimant 
ce  volume  par  1000.  L’opération  à’  faire  pour  rame- 
ner les  expériences  à une  température  fixe  eft  bien 
fimple  par  ce  moyen;  il  fuffit  de  multiplier  la  hauteur 
trouvée  , ou  la  différence  des  logarithmes  des  hau- 
teurs du  mercure  exprimées  en  lignes  , par  le  dou- 
ble des  degrés  indiqués  fur  le  thermomètre  & de  di- 
vifer  enfuite  par  icoo.  Ainfî  nommant  H la  hauteur  du 
lieu , D la  différence  des  logarithmes  des  hauteurs  du 
mercure  , g les  degrés  obfervés,  h la  hauteur  que  four- 

• . , • A.  2 g 

nit  le  baromètre , la  correâion  fera  rh , & la  hau- 

1000’ 

r g h 

teur  fera  h rt = H , le  ligne  -+-  a lieu  fi  les  degrés 

1000  0 0 

indiqués  par  le  thermomètre  font  en  plus  , & le  ligne  — 
fi  ces  degrés  font  au-deflous  de  zéro. 

Si  dans  une  ftation  les  degrés  du  thermomètre  étoient 
-4-  20  & dans  l’autre  ftation  + 12  , on  ajouteroit  ces 
degrés,  pour  avoir  32,  dont  la  moitié  16  indiqueroic 


Digitized  by  Google 


PROBLEMES  PhYSICO  - M ATHE  M AT.  49^ 


la  température  moyenne.  Mais  à caufe  du  rapport  des 
degrés  du  thermomètre  dont  il  eft  ici  queftion  , & de 
la  correction  à faire  pour  la  chaleur , on  prendra  la 
fomme  entière  3 a & ce  nombre  repréléntera  des  demi- 
degrés.  De  même  fi  à l’une  des  ftations  le  thermomètre 
marquoit  -f-  6 & — 10  à l’autre  , la  fomme  — 4 indi- 
queroit  autant  de  millièmes  de  la  hauteur  trouvée  à 
retrancher  pour  avoir  la  hauteur  réelle.  Ainfi  dans  la 
formule  générale  ci-deffus , <2  defigne  la  fomme  des  de- 
grés indiqués  par  les  thermomètres  aux  deux  Hâtions.  A 
l’égard  des  logarithmes , on  ne  fait  pas  attention  aux 
décimales , c’elt- à-dire,  par  exemple  que  fi  la  hauteur 
du  baromètre  elt  de  330  ligne  dans  une  ilation  & de 
300  dans  l’autre  , on  prendra  la  différence  entre  2.318/1  + 
& 2477121  qui  font  les  logarithmes  de  ces  nombres 
exprimés  avec  fix  décimales  , comme  fi  c’étoit  des  nom- 
bres entiers  pour  avoir  41393,  différence  des  loga- 
rithmes. 

M.  de  Luc  fe  fert  des  logarithmes  qui  ont  7 décima- 
les & le  quotient  donne  alors  des  toifes  ; donc  en  fe 
fervant  de  logarithmes  qui  n’ont  que  6 décimales , il 
faudra  pour  plus  d’exaélitude  ajouter  un  zéro  à la  fin 
de  la  différence  trouvée.  Dans  le  cas  dont  on  vient  de  • 
parler  j’ajouterois  un  zéro  à la  différence  41393  pour 
avoir  41 3930 , & divifant  par  1000 , le  quotient  41 3.930 
donneroit  la  différence  de  hauteur  en  toifes  , en  fup- 
pofant  que  le  thermomètre  indique  zéro. 

132.  On  a remarqué  que  par  une  augmentation  de  cha- 
leur capable  de  faire  monter  le  thermomètre  depuis  le 
point  de  la  glacepilée  jufqu’à  celui  de  icau  bouillante,  la 
hauteur  du  baromètre  étan^à  vingt-fept  pouces  envi- 
ron, augmentait  de  fix  lignes  ou  de  f*  de  ligne.  C’eft 
pourquoi  en  divifant  en  96  parties  égales,  l'intervalle 
compris  entre  l’eau  bouillante  & l’eau  dans  la  glace  fur 
le  thermomètre  , chacune  de  ces  parties  correfpondra 
à ti  de  ligne.  Or  il  eft  à propos  d’employer  les  ther- 
momètres de  mercure  , afin  que  leurs  changemens  foient 
le  plus  conformes  qu’il  eft  poffible  à ceux  que  la  cha- 
leur occafionne  dans  les  baromètres.  Le  zéro  dans  le 
thermomètre  dont  nous  parlons  ici  6c  qui  doit  accom- 
pagner le  baromètre,  c'eft-à-dire  être  fufpeudu  à côté 
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de  lui,  eft  placé  à la  iz  divifion  ; de  forte  que  l’eau 
à la  glace  , répond  à — iz , 8e  l’eau  bouillante  à -f-8+. 
Si  on  avoit  un  thermomètre  dont  l'échelle  ne  fût  que 
de  80  parties  ilferoit  facile  de  trouver  à quelle  partie 
de  l’échelle  de  ce  thermomètre  doit  répondre  un  degré 
obfervé  fur  celui  dont  on  vient  de  parler  & récipro- 
quement. 

Suppofons  deux  baromètres  tels  que  celui  dont  on 
vient  de  parler  , placés  l'un  au  fommet  d'une  monta- 
gne où  le  mercure  fe  foutient  à 15  4 pouces  , pat 
exemple  , & l’autre  au  pied  de  la  montagne  ou  le  mer- 
cure fe  foutient  à ly  pouces  Si  les  thermomètres  qui 
accompagnent  les  barortiètres  font  à o , il  n’y  a point 
de  correction  à faire  pour  cette  température  d’air  ; 
mais  s’ils  font  tous  deux  à — 16,  on  ajoutera  de 
ligne  ou  une  ligne  à la  hauteur  obfervée  du  baromètre 
placé  au  pied  de  la  montagne.  A l’égard  de  celui  qui 
eft  placé  au  fommet  il  fera  facile  de  trouver  ce  qu'il 
faut  ajouter  à la  hauteur  du  mercure , en  faifant  cette 
réglé  de  trois  Z7  : : : *3  f : *=  h — f ligne.  Ainfi 

il  faudra  ajouter  une  demi-ligne  à la  hauteur  du  mer- 
cure dans  ce  baromètre. 

Si  les  d.egrés  de  ces  thermomètres  étoient  en  , 
on  feroit  les  fouftraétions  dans  le  même  ordre  , tant 
pour  les  températures  égales,  que  pour  celles  qui  font 
différentes  ; & de  cette  maniéré  , on  ramènera  les  tem- 
pératures à un  terme  fixe  , ce  qui  produira  le  même 
effet  que  fi  les  condenfations  du  mercure  étoient  tou- 
jours les  mêmes.*  En  général  la  hauteur  du  mercure 
dans  le  baromètre  étant  d’environ  Z7  pouces,  on  ajou- 
tera autant  de  tz  de  ligne  que  le  thermomètre  indiquera 
de  degrés  au-deffous  de  zéro  , & on  retranchera  au- 
tant de  tî  de  ligne  qu’il  indiquera  de  degrés  au  - deflus 
de  zéro. 

Exemple-  Suppofons  que  la  hauteur  du  mercure  dans 
le  baromètre  foit  de  $11  lignes,  le  degré  du  thermo- 
mètre qui  l’accompagne  , 8c  qu'il  eft  bon  de  placer 
vers  le  milieu  de  fa  longueur  étant  = -+-zo,  vous  fe- 
rez la  réglé  fuivante  ly  pouces  ='  3Z4  lignes  : 3 1 1 : : 
4-  zo  : x=  19  -h  7^4=  19,  en  négligeant  la  fraétion  j 

c'eft-à-dire 
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c’eft- à-dire  qu’il  faut  retrancher  77  de  ligne  de  la  hau- 
teur 3 11,  pour  avoir  309  rv  de  ligne  j 19  ell  donc  le 
nombre  des  .77  de  ligne  qu’il  faut  retrancher  de  31 1. 
M’appellerai  cette  quantité  qu’il  faut  ainfi  retrancher  les 
degrés  réduits  du  thermomètre  qui  accompagne  le  ba- 
romètre , ou  pour  abréger , en  appellant  ce  thermo- 
mètre B , les  degrés  réduits  du  thermomètre  B.  5i  le 
mercure  fe  tenoit  à 29  pouces  dans  le  lieu  où  le  ther- 
momètre donne  -1-  20 , on  feroit  17  : 19  : : 20  : x le 
quatrième  terme  donneroit  le  nombre  des  77  de  li- 

Îne  qu’il  faudroit  retranchef  de  la  hauteur  19  pouces. 

)ans  le$  obfervations  que  je  vais  rapporter  les  77  de 
ligne  ont  été  réduits  à ceux  qu'on  doit  ajouter,  ou 
retrancher  de  la  hauteur  obfervée  du  mercure  dans  le 
thermomètre. 

Le  18  Juin  fur  le  corridor  qui  régné  autour  des  fe- 
nêtres qui  introduifent  la  lumière  dans  le  dôme  ,4e  Su- 
pergue , églife  fïtuée  au  fommet  de  la  montagne  de 
Turin,  M.  de  Luc  obrerVa  à 47  du  foir  la  hauteur  du 
mercure  à g 1 1 lignes  , les  degrés  féduits  du  thermomè- 
tre qui  accompagne  le  baromètre  oü  du  thermomètre 
B étant  •+■  9,  ce  qui  donne  77  à ôter  de  pour  avoir 
la  température  commune  de  310  77.  Un  inftant  après  il 
l'obferva  fur  le  pavé  de  l’Eglife  à....  31277,  & les 
degrés  réduits  du  thermomètre  B à. 8 , ce  qui 
donne  pour  la  hauteur  corrigée  31177-  Dans  le  même 
tems  le  thermomètre  ifolé  ou  qui  n’accompagne  pas  le 
baromètre,  & qui  étoit  (ùfpendu  dans  l’intérieur  du 
dôme  , étoit  à — -7.  Donc  félon  la  réglé  ci-deffus  , 
en  fuppofant  que  le  degré  indiqué  par  le  fécond  ther- 
momètre éjpit  zéro , la  différence  de  hauteur  des  deux 
Hâtions  étoit  de  ij6  pieds  11  pouces,  qui  fe  réduifent 
à 1 pieds  9 pouces  , en  déduifant  ce  qu’exige  le  t de- 
gré au-ddïbus  de  zéro  qui  exprimoit  la  chaleur  de  l’air  ; 
& la  mefure  par  le  baromètre , eu  égard  à la  chaleur 
de  l’air , n’excède  que  de  fept  pouces  celle  qui  avoir 
été  prife  au  cordeau. 

Le  22  Juin  1737  au  pied  du  Fanal  de  Gênes  , en- 
viron 20  toifes  au-deffus  du  niveau  de  k mer , la  hau- 
teur corrigée  du  mercure  à 6 heures  du  matin  écoit  de 
337  lignes  le  même  jour  à 4 heures  du  foir  , elle 
Tome  V 1 1 
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étoicde  J37fi.  Le  13  du  même  mois  à 9 h.  f du  matin 

de 338  fr.  Le  même  jour  à 3 h.  £ du  foir  de  337 

f4.  Le  26  Juillet  à 1 h.  du  foir  de  337  -fc.  La  fournie 
de  ees  J obfervations  dorme  1688  , divifant  cettoi 

fomme  par  3 > le  réfultat  3 37  donnera  le  terme  moyen 
de  la  hauteur  du  mercure  dans  le  baromètre. 


Hauteurs  corrigées. 

Thermomètre  en 
plein  air  au  haut 

Le  22  Juin  1757, 
matin  . . . 

• • 3 3 S Tï  • • 

du  fanal. 

. « -f-  6 r» 

Le  même  jour  , 
foir  .... 

• • 33fvt  • • 

• • + 

18. 

Le  23  Juin , ma- 
tin ...  . 

• • 33  f tt  • • 

. . -f- 

ïfr. 

Le  même  jour  , 
foir  .... 

• • 334rr  • • 

. • “f" 

IJ- 

Le  2 6 Juillet . . 

• • 334  tt  . . 

• ♦ -f- 

12. 

Somme  des  cinq 
obfervations  du 
baromètre  &du 
thermomètre  . 

• • • • 

. . 4- 

Terme  moyen  . 

• • 334î4  • • 

• • + 

H- 

Hauteur  par  la 
réglé  .... 

. . 221  pieds  un 

pouce  : 

ce  qui 

ne  différé  que  de  22  pouces  de  la  hauteur  reelle. . 

133.  Lorsqu’on  voudra  avoir  la  hauteur  en  pieds,  il 
fuffira  de  multiplier  la  formule  dont  on  a parlé  ci-delîus 
par  6 & fi  on  la  multiplioit  par  72  , on  auroit  des 
pouces. 

Dans  la  montagne  de  Saleve  près  de  Genève,  M.  dt 
Luc  obfcrva  le  mercure  du  baromètre  à une  llation 
élevée  de  2382  pieds  4 pouces  au  deflus  de  la  plaine 
où  M.fon  pere  obfervoit  en  même-tems  un  autre  baro- 
mètre. 
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La  première  colonne  de  la  gauche  contient  les  date* 
des  obfervations , la  fécondé  les  hauteurs  du  mercure 
dans  le  baromètre  inférieur  réduites  en  -rade  ligne  , 
avec  les  degrés  réduits  du  thermomètre  qui  i’accompa- 

Î;noit.  La  rîoifieme  colonne  a rapport  au  baromètre  de 
a montagne  & au  thermomètre  qui  l’accompagne  Le 
nombre  — 9 de  la  fécondé  colonne  indique  9 feiziemes  . 
de  ligne  à ajourer  à la  hauteur  du  baromètre , qui  fera 
5*72  vraie  hauteur  réduite.  De  même  4703  exprimera 
en  feiziemes  de  ligne  la  hauteur  réduite  du  baromètre 
fupérieur.  La  colonne  fuivante  contient  la  différence 
des  hauteurs  du  mercure  exprimées  en  feiziemes  de 
ligne.  La  cinquième  colonne  contient  la  différence  de 
hauteur  des  deux  lieux  en  pieds,  n'aynnt  pas  éga-rd  aux 
core&ions  indiquées  par  les  thermomètres  en  plein  air. 
Dans  la  colonne  luivante  ont  voit  les  degrés  obfervés 
de  ces  thermomètres,  dont  la  femme  — 47  fe  trouve 

Il  a 
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à la  feptieme  colonne.  De  forte  que  par  la  réglé  on  aura 
*589  pieds. 

Si  I on  prend  les  trois  réfultats  2589,  2575  , 2583» 
leur  fomme  7747  étant  divifée  par  3 donne  2582  ? qui* 
différé  bien  peu  de  la  véritable  hauteur. 

Il  eft  ^ifé  de  conclure  de  ces  expériences  que  la 
mefure  dés  hauteurs  par  le  baromètre  peut  être  de  la 
plus  grande  utilité , & qüe  cette  méthode  a toute  la 
jullefle  qu'on  peut  raifonnablement  defirer. 

1 54.  Si  l’on  veut  connoître  le  rapport  de  la  denfité 
de  l’air  à celle  du  mercure  dans  un  lieu  donné , voici 
comment  on  pourra  s’y  prendre.  On  obfervera  le  ba- 
romètre •&  le  thermomètre  qui  l’accompagne  , aufli- 
bien  que  le  thermomètre  en  plein  air.  On  montera  en- 
fuite  fur  une  coline,  ou  fur  une  tour  jufqu’à  ce  que  le 
mercure  baifle  d’une  ligne  dans  le  baromètre.  On  ob- 
ferrera  encore  les  thermomètres  dont  on  vient  de  par- 
ler & l’on  cherchera  par  la  réglé  donnée  la  différence 
de  hauteur  des  deux  Hâtions.  Suppofons  que  l'on  trouve 
80  pieds , 6 pouces  , 5 lignes  ; on  conclura  que  la  tran- 
che d’air  oui  fait  équilibre  avec  une  ligne  de  mercure 
dans  un  lieu  moyen  entre  les  deux  dations,  a 11597 
lignes.  Oed-pourquoi  la  denfité  de  l’air  fera  à celle  du 
mercure  dans  ce  lieu  comme  1 : 1 1 597. 

Suppofons  que  la  température  de  l’air  foit  celle  qui 
ed  indiquée  par  le  z.ero  du  thermomètre , & que  I4 
hauteur  du  mercure  foit  de  27  pouces  dans  un  lieu 
donné.  Si  l’on  veut  fçavoir  quelle  ed  la  hauteur  de 
l’atmofphère  depuis  ce  lieu , rufqu’à  celui  ou  le  mer- 
cure ne  fe  tiendroit  plus  qua  une  ligne  de  hauteur,  on 
prendra  la  différence  entre  le  logarithme  0 d’une  ligne 
& 25105450  qufed  celui  de  *24  lignes,  8c  la  divifant  par 
1000  , le  quotient  25105  450  -=11  lieues  & 3 toifes  in- 
diquera la  hauteur  de  l'atmofphère  depuis  le  lieu  donné 
jufau’à  l’endro:t  cherché,  en  n’ayant  pas  égard  à la 
chaleur  de  l’air. 

Mais  la  loi  des  condenfations  de  l’air  dont  nous 
avons  parlé  ci-deffus  , n’a  certainement  lieu  que  jufqu’à 
une  certaine  hauteur,  autrement  l’atmofphère  feroit  in- 
finie , puifqu  une  progreflîon  géométrique  décroiflance 
telle  que  -H-  A : B : C : D : Scc.  contint  une  infinité  de 
termes.  
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IJ  J.  Supposons  quela  force  centrifuge  qui  tend  à éloi- 
gner les  particules  de  l'air  de  la  furface  de  la  terre  ljpive  la 
raifon  des  diftances  au  centre  de  notre  globe  & que  la 
'force  centripète  ou  l’attraélion  foit  en  raifon  inver- 
fe  des  quarrés  des  diftarices  } fi  nous  faifons  le  rayon 
de  la  terre  =r}  & le  rapport  de  la  gravité  à la  force 
centrifuge  fous  l'équateur  égal  à celui  de  a : i , à la 

X 

dillar.ce  x du  centre , la  force  centrifuge  fera  = ~ & la 

a.  r 1 x 

gravité  = — — * En  effet  on  aura  r ; i : : * : — force 
x~  r 

a.  r 1 

centrifuge  à la  dillance  * ; & x 1 : r 1 : : : t force 

de  la  gravité  à la  même  dillance  x.  Mais  il  eft  vifible 
que  l'atmofphère  doit  être  terminée  au  point  auquel 
ces  deux  forces  font  égales  ; car  au-delà  de  ce  point 
la  force  centrifuge  diflîperoit  les  particules  de  l'air  dans 
l’efpace,  à moins  qu'on  ne  prétende  que  ces  particules 
n'ont  pas  la  même  vîtelfe  angulaire  que  le  relie  de  l’at- 
mofphère.  Auquel  cas  négligeant  ces  particules , fans 
doute  fort  rares  fi  elles  exillent  , & les  regardant  com- 
me ne  faifant  pas  partie  de  notre  atmofphère  , nous 

x 

fuppoferons  qu’elle  ell  terminée  au  point  auquel  — =“ 

a.  r 1 I 

;•  Nous  aurons  donc  x * = <rr J.  8c  x — ry'  a.  Si 
xx 

la  gravité  à l’équateur  ell  à la  force  centrifuge  comme 

289  : 1 , nous  trouverons  x = rv^  ( 289  ) ; de  forte 
que^  dans  cette  hypothèfe  les  limites  de  notre  atmo- 
fphère feroient  éloignées  du  centre  de  notre  globe  de 
plus  de  fix  demi-diamètres  terrellres. 

136.  Supposons  que  par  inadvertence  ou  autrement 
on  eilt  enfermé  de  l'air  dans  l’efpace  B T ( fig.  104  ) d'un 
baromètre  ordinaire , il  ell  facile  de  trouver  à quelle 
hauteur  le  foutiendra  le  mercure  dans  un  tel  baromè- 
tre. Soit  B T = b l’efpace  que  l'air  renfermé  dans  BT 
occuperoit  fi  le  bout  fupérieur  B étoit  ouverç,  p la- hau- 
teur à laquelle  la  preffion  de  l'atmofphère  peut  foutenir 
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une  colonne  de  mercure  , la  hauteur  AB  = <j,  la  hau- 
teur A*l’  à laquelle  fe  loutiendra  le  mercure  = x;l’e£ 
pace  B P que  l’air  occupe  après  fon  expanfion  pourra 
être  rcpréfenté  par  a — x Maintenant  comme  la  force 
élallique  de  l’air  naturel  BT  eft  égale  à la  force  com- 
primante , c\ft-à-dire  au  poids  de  ratmofphère  =pt 
& que  cette  force  diminue  dans  le  même  rapport  que 
fon  expanfion  augmente,  fi  nous  faifons  BP  = u — x : 
bp 

b::  p : , nous  aurons  l’expreflion  de  la  force  élaf- 

a — x 

\ 

tique  de  l’air  B P-  Mais  cette  force  jointe  au  poids  de 
la  colonne  de  mercure  A P — * doit  être  équivalente  au 
bp 

poids  p } donc  -■  _y-.'  -f-  x = p.  Equation  par  laquelle 

connoiflant  trois  des  quatre  quantités  b t p,  x,  a.,  on 
trouvera  facilement  la  quatrième. 

137.  On  fait  que  lapreflîon  de  l’air  fait  élever  l’eau  dans 
les  pompes  afpirantes,  & comme  le  mercure  pèfe  en- 
viron quatorze  fois  plus  que  l'eau , dans  les  lieux  où  la 
hauteur  du  mercure  dans  le  baromètre  eft  d’environ 
27  pouces  6 lignes,  la  prefïîon  de  l’air  peut  élever  l’eau 
à environ  32  pieds.  Suppofons  que  le  niveau  de  l’eau 
eft  repréfenté  par  RS  ( fig.  10 3 ) & que  l’eau  eft  déjà  par- 
venue en  Z.  J’appelle  h la  hauteur  depuis  le  point  Q 
jufqu’au  niveau  K S , n le  jeu  du  pjfton  ou  l’efpace  C Q 
qu’il  parcoure,  x la  diftance  Z Q,  CZ  fera=x  — n, 
& la  hauteur  du  point  Z fera  — h — x.  Suppofons 
que  l'eau  foit  déjà  parvenue  en  ZI,  il  eft  clair  que 
l'air  renfermé  dans  l’efpace  ZIDC  ne  peut  pas  avoir 
plus  de  refTort  que  l’air  extérieur  ( du  moins  abftraétion 
faite  du  poids  & du  frottement  de  la  foupape  L ) au- 
trement il  s’échapperoit  en  foulevant  cette  foupape.  Rap- 
pelions nous  maintenant  que CQ  = Dm  repréfente  le  jeu 
du  pifton  ou  l'efpace  qu’il  parcourt  à chaque  levée.  Lorf- 
oue  la  bafe  C D fera  arrivée  en  Q m , l’air  qui  occupoit 
lefpaceCZID  tendra  à occuper  l’efpace  Q m 1 Z , & 
l’occupera  en  effet  fi  l'eau  ne  monte  pas  davantage , 
& alors  fon  reftorr  fera  à celui  de  l’air  naturel  comme 
C Z:  ZQ.  C’eft  pourquoi  fi  i action  de  ce  reffort  jointe 


Digitized  by  Google 


Problèmes  Physico  - Matbe'mat.  503 


au  poids  de  la  colonne  d’eau  qui  auroit  pour  hauteur  la 
diftance  de  R S àZ  I équivaut  à qn  poids  p de  32  pieds 
d’eau  en  hauteur , qui  repréfente  l’effort  que  l’air  exerce 
fur  la  furface1  de  1 eau  R S , il  eft  évident  qu’il  y aura 
équilibre  & que  l’eau  ne  pourra  plus  monter.  Si  le 
poids  p eft  plus  grand  que  31  pieds  , l’eau  retombera 
avant  que  la  foupape  E puilfe  fe  fermer}  mais  fi/>eft 
32  pieds  , l’eau  continuera  de  monter. 

Rappelions- nous  que  h exprime  la  hauteur  depuis 
le  niveau  R S jufqu’en  Q , a le  jeu  du  pifton  ou 
C Q , x la  diftance  ZQ  , ce  qui  donne  C Z = x 
— n , & la  hauteux  du  point  Z = h — x , & appel- 
ions a le  poids  d’une  colonne  d’eau  de  32  pieds  de 
hauteur.  Puifque  le  refiort  a de  l’air  renfermé  dans 
l’efpace  C ZI  D eft  à celui  du  même  air  occupant  l’ef- 
pace  Q « I Z comme  DI:Im  , on  aura  x : x — n ::a: 
a ( x — n ) 

• , effort  de  l’air  qui  occupera  l’efpace  Qm IZ. 

Si  l’on  ajoute  cette  quantité  à la  colonne  h — x ou 
au  poids  de  l’eau  comprife  entre  Z I & S R , on  aura 

*(*  — *)  . . * + f 

f-  h — x = a — r , ou  * — ±: 

y/ufï ' ; 


Il  eft  évident  que  l’eau  s’arrêtera  fi  t =0.  Mais  alors 


x eft  — 


h 

2 


quantité  réelle  tou- 


tes les  fois  que fera  plus  grand  a n = 3 1.  n. 

4 

De  là  il  fuit  que  fi  le  quarré  de  la  moitié  de  la  plus 
grande  hauteur  de  la  bafe  du  pifton  au-deflus  du  niveau  de 
l’eau  eft  plus  grand  que  32  fois  le  jeu  du  pifton,  il  y a 
deux  points  où  l’eau  peut  s’arrêter  dans  la  pompe  afpi- 
rante.  Si  le  contraire  arrive , les  valeurs  de  x que  l’on 
a en  fuppofantr  = o deviennent  imaginaires  } donc  alors 
il  eft  abfurde  de  fuppofer  t =0,  c’ell -à-dire  quer  ne  peut 
alors  être  —=q  & l’eau  ne  peut  s’arrêter  : ainfi  une  pompe 

1 1 4 
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afpirante  produira  infailliblement  fort  effet  fi  le  quarte  de  la 
moitié  de  la  plus  grande  hauteur  du  pifion  au- défias  du  ni- 
veau de  r eau  eft  plus  petit  que  3 x fois  le  jeu  du  pifion. 

i 58.  Nous  avons  fuppofé  que  la  pompe  étoit  par- tout 
d’une  groffeur  uniforme  , lorfqu’elle  ne  l’eft  pas , le  pro- 
blème n’eft  pas  plus  difficile  ; car  pour  calculer  l’effort 
de  l’air  intérieur  quand  on  fuppol'c  que  l’eau  n’eft  pas 
encore  dans  le  corps  de  pompe  YT,  lorfqu’elle  eft  en 
MN,  par  exemple,  il  fuffit  de  faire  la  proportion  fuivante  r 
l’efpace  QœVNMTQiDCTMN  VD::a  = ji: 
l ; ajoutant  la  valeur  de  ç au  poids  d’une  colonne  d’eati 
qui  a pour  hauteur  MR  , on  égalera  la  fomme  à la 
quantités — t comme  ci-deflus. 

139.  Supposons  que  l’eau  qui  eftentréepar  lafoupape 
L rempliffe  la  capacité  QC  Dm,  fi  Ton  eiève  le  pifton 
cette  eau  fa  dégorgera  en  m.  Pour  connoître  l’effort  que 
lautient  la  puiflance  qui  met  le  pifton  en  mouvement. 
Remarquons  que  lorfque  la  machine  eft  bien  en  train, 
que  l’eau  eft  parvenbe  à la  plus  grande  hauteur  Qm, 
& que  le  pifton  eft  en  C D le  plus  bas  qu’il  eft  pof- 
fible , il  foutient  i°.  le  poids  de  l’eau  QC  Dm.  i°.  Le 
poids  d’une  colonne  de  32  pieds  de  même  bafe  que 
celle  du  pifton,  qui  vient  de  la  preffion  de  l’atmofphè-  s 
re  fur  la  baie  Qm,  tandis  que  la  preffion  contraire 
appliquée  en. R S pouffe  le  pifton  en  haut  avec  Une 
force  égale  à celle  d’une  colonne  d’eau  de  3*.  Donc 
Teffort  effe&if  de  la  preffion  de  l’air  fur  RS  pour  fou- 
lever  le  pifton  eft=ü  — A en  appellent  a une  colonne 
d’eau  de  32  pieds , & b une  colonne  d’eau  de  la  hauteur 
C R ; donc  le  pifton  eft  preffé  en  bas  par  une  colonne 
d’eau  de  même  bafe  & dont  la  hauteur  feroit  = a -f-  c — 
a -3-  b = c-+-  b , en  faifantQC  = c,  c’eft-à  dire  que  la 
charge  du  pifton  eft  égale  au  poids  d’une  colonne  d’eau 
de  même  bafe  & dont  la  hauteur  eft  égale  à la  diftance 
verticale  du  point  où  il  faut  élever  l’eau  au*niveaude 
cell^du  réfervoir , ce  qui  a lieu  même  dans  les  coups  de 
pifton  fuivans. 

Pour  paffer  de  l’état  d’équilibre  à celui  de  mouve- 
ment , on  augmentera  cette  force  du  tiers  à peu-près  de 
fa  valeur  ; mais  eette  détermination  n’a  rien  de  Exe  % 
elle  dépend  du  frottement  Sc'  de  la  viteflc. 
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La  quantité  d’eau  que  le  pifton  élève  à chaque  fois  eft 
égale  à Acpa  a , A étend  le  poids  d’un  pied  cube  d’eau , c 
le  jeu  du  pifton  , p la  circonférence  du  diamètre  i , Sc  a 
le  rayon  de  la  bafe  du  pifton. 

J'appelle  pompe  afpirante  parfaite  celle  dans  laquelle 
l’eau  eft  élevée  jufqu’à  la  foupape  E du  tube  d’aipira- 
tion  dans  le  premier  coup  de  pifton. 

140.  PROBLEME.  Déterminer  la  longueur  du  tuyau 
d'afpiration  dans  une  pompe  afpirante  parfaite.  Suppofons 
que  le  diamètre  du  tuyau  d'afpiration  eft  le  même  que 
celui  du  corps  de  pompe,  & faifons  la  longueur  du 
tuyau  d’afpiration  — x , CT  = 5,  CQ=  n.  Puif- 
que  le  pifton  étant  parvenu  de  CD  en  Q m , l’eau  doit 
monter  jufqu’en  T V , l'air  qui  occupoit  dans  la  pompe 
l’efpace  x -+-  b , occupera  I'efpace  n -+-  b.  Donc  l’on  aura 
b -\-n:x b la  ’.a  — x , ou  b a n a — bx  — n x = 

a.  n 

ax-+-ba,o\\na—x{a-\-b-\-n)Zcx—  ; * Si  b 

eft  = 1 pied  , n *=  3 pieds  , l’on  aura  x — yf  = 2 pieds 
8 pouces  (*). 

Si  le  diamètre  du  tube  d’afpiration  n’étoit  pas  le 
même  que  celui  du  corps  de  pompe  , la  folution  ne  feroit 
pas  beaucoup  plus  difficile  ; car  foit  l’amplitude  du  corps 
de  pompe  , celle  du  tuyau  d’afpiration  étant  =p  , 
.fi  l’on  multiplie  p par  x , p x fera  la  capacité  du  tube 


t . . P & 

d’afpiration.  Si  l’on  divife  cette  capacité  par  m , 

fera  la  hauteur  que  cet  air  pourroit  occuper  ( dans  fon 
état  naturel  ) dans  le  corps  de  pompe  ; c’eft  pourquoi 


(*)  Si  on  connoiffoit  la  longueur  du  tuyau  d'afpira- 
tion , la  force  naturelle  a de  l’air,  & b , on  trouveroit 
facilement  le  jeu  n du  pifton.  En  général  trois  des  quatre 
quantités  a , b , n , & la  longueur  du  tuyau  d’afpiration 
étant  connues  , on  trouvera  *la  quatrième  par  l'équation 
na—x  ( a b •+•  n ). 
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on  fera  b-\-  n:b-\-  : : a:  a — x,  ou  b a — b x -f-  an 


a p x 

— nx=ba-i-  — — , ou  a.n.m=.x(ap-\-bm-\-mn). 


a.  n.  m 


OU  Jf  = 


ap  -\-b  m -‘r  mn 


Du  Son  & de  la  Mujîque. 

141 . 1 L eft  certain  que  les  corps  qu'on  frappe  ne  devien- 
nent fonores  que  par  le  trémouflfement  de  leurs  parties 
infenfibles-  On  ne  doutera  point  de  ce  frémiffement 
pour  peu  qu’on  applique  la  main  fur  un  corps  qui  rend 
un  fon  un  peu  fort.  Ce  mouvement  de  vibration  des 
parties  du  corps  fonore  fe  communique  aux  particules 
contiguës  de  1 air  environnant,  celles-ci  le  communi- 
quent à celles  qui  les  fuivent , & ainfi  de  fuite  jufqu’à 
ce  que  l’air  renfermé  dans  nos  oreilles  étant  mis  en 
mouvement  aille  ébranler  les  fibres  des  nerfs  acoufti- 
ques  , qui  font  ceux  par  le  moyen  defquels  nous  en- 
tendons ; car  ces  nerfs  étant  agités , le  fluide  nerveux 
dont  ils  font  remplis  remonte  vers  le  cenjorium  & lui 
communique  un  certain  mouvement  auquel  le  Créateur 
a attaché  la  perception  ou  fenfation  du  fon  ( voyez  ce 
que  nous  avons  dit  dans  notre  métnphyfique  fur  les  loix 
de  l’union  de  l ame  avec  le  corps).  11  paroît  que  la  vîtefle 
du  fon  n’ert  pas  la  même  dans  tous  les  pays  ; mais  on 
peut  fiippofer  fa  vîtefie  moyenne  d'environ  174  toifes 
par  fécondé. 

Les  cordes  de  mufique  rendent  des  fons  différens  fé- 
lon leur  longueur , les  poids  tendans  & leurs  diamètres , ' 
& la  différence  des.  fons  quant  au  grave  & à Y aigu  dé- 
pend de  la  promptitude  & de  la  célérité  des  vibrations  ; 
de  forte  qu  un  fon  plus  aigu  fuppofe  un  plus  grand  nom- 
bre de  vibrations*  ( dans  le  même  tems  ) qu’un  fon  moins 
aigu  ou  plus  grave.  Si  deux  cordes  font  le  même  nom- 
bre de  vibrations  dans  le  même  tems  ont  dit  qu’elles 
font  à YuniJJon.  Sj  les  nombres  des  vibrations  font  comme 
i : 1 , cette  confonnance  s’appelle  l'oüavt , &c.  Or  lu 
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qu’on  a trouvée  ci-deflus  en  parlant 


formuIe  VL.M 
des  cordes  vibrantes , fait  voir  dans  quel  rapport  font 
les  nombres  des  vibrations  que  peuvent  faire  les  cordes 
de  mufique  dans  le  même  tems.  Mais  rien  n’empêche 
de  conndérer  l’air  contenu  dans  la  cavité  d’une  flûte 
comme  une  corde  aérienne  ; car  foit  L la  longueur  de 
la  flûte , fon  amplitude  = b fi  , la  gravité  fpécifique  de 
l’air  = N , celle  du  mercure  étant  = n , la  hauteur  du 
mercure  dans  le  baromètre  =*ft.  11  eft  vifible  que  nhbb 
exprimera  le  poids  tendant  ou  la  force  élaftique  de 
la  corde  aérienne  contenue  dans  la  flûte  , tandis  que 
fa  maffe  M fera  = N.L.  bb;  donc  par  la  formule 
VP  / ( nh.lb  \ i / (n.  \ 

Vcm  * onauraV  Vl.NL.*  J “TV  \ N~> 


& patce  que  pendant  les  différentes  faifons  de  l’année 
la  valeur  de  h eft  à peu-près  la  même , les  nombres  des 
vibrations  des  cordes  aériennes  contenues  dans  les  flûtes 
font  en  raifon  inyerfe  des  longueurs  des  flûtes  > de  forte 
que  plus  les  flûtes  font  courtes  , plus  leur  fon  doit  être 
aigu  , ce  que  lexpérience  confirme. 

141.  Mais  un  phénomène  bien  digne  de  remarque, 
c’eft  que  fi  une  corde  A B ( fig.  106  ) rend  un  certain  fon 
qu’on  appelle  fondamental  ou  principal , on  entend  encore 
l’oétave  de  ce  même  fon  ‘6c  même  d’autres  tons  pins 
aigus.  11  eft  vrai  qu’on  peut  concevoir  que  la  corde 
AC  Bfe  divife  pour  ainfi  dire  en  deux  parties  égales 
en  C , & que  les  parties  A MC,  BotC  font  chacune 
deux  vibrations  , tandis  que  la  corde  totale  en  fait 
une,  de  forte  que  la  partie  AMC  rend  l'oétave  de  la 
corde  totale  A C B.  & l’on  peut  concevoir  de  même 
que  la  partie  A M C fe  divife  auffi  en  d’autres  parties 
dont  chacune  rénd  encore  un  fon  plus  aigu  que  l’oétave, 
& ainfi  de  fuite.  Mais  il  eft  difficile  d’expliquer  comment 
toutes  ces  vibrations  paffent  dans  les  particules  de  l’air  fans 
fe  confondre,  & pourquoi  les  particules  aliquotes  & éga- 
les de  la  corde  faifant  leurs  vibrations  féparément,  le 
fon  qui  dépend  de  ces  vibrations  n’eft  pas  le  même  ? 

145.  Tout  corps  eft  fufceptible  d’un  certain  ébran- 
lement dans  fes  parties  ; c’eft  pourquoi  tous  les  corps 
peuvent  produire  des  fous.  Dans  une  corde,  lorfqu’elle 
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n’eft  pas  trop  mince , on  peut  voir  ces  ébranlemens  ou 
vibrations  par  lefquelles  la  corde  tendue  A C B paffe 
alternativement  dans  la  fituation  ACB  & AN  B,  que 
j'ai  repréfentées  beaucoup  plus  fenliblement  qu’eiles 
n'arrivent  en  effet  ; enfuite  il  faut  obferver  que  ces 
vibrations  mettent  l’air  voifin  dans  une.  femblable  vi-, 
bration , qui  fe  communique  fuccelfivement  aux  parties 
plus  éloignées  de  l’air,  jufquà  ce  qu’elles  viennent 
frapper  l’organe  de  notre  oreille  ; c’eft  donc  l’air  qui 
reçoit  de  telles  vibrations*,  qui  tranfporte  le  fon  juf- 
qu’à  nos  oreilles  ; 5e  quand  nous  entendons  le  fon  d'une 
corde  pincée  , nos  oreilles  en  reçoivent  aqrant  de  coups 
que  la  corde  a fait  de  vibrations  en  même-tems.  Ainfi 
fi  la  corde  fait  tco  vibrations  dans  une  fécondé,  l’o- 
reille en  reçoit  auffi  ioo  coups  dans  une  fécondé  & 
l’affe&ion  qui  eft  alors  produite  dans  l'air  eft  ce  qu’orr 
nomme  un  fon.  Lorfque  ces  coups  fe  fuivent  également 
les  uns  les  autres , ou  que  leurs  intervalles  font  tous 
éenix  , le  fon  cil  régulier  & tel  qu’on  1 exige  dans  la 
Mufique  ; mais  quand  ces  coups  fe  fuccèdent  inéga- 
lement ou  que  leurs  intervalles  font  inégaux  entr’eux  , 
il  en  réfulte  un  bruit  irrégulier  , tout-à-fait  impropre 
pour  la  Mufique.  Quand  je  corfidére  un  peu  plus  foi- 

Sneufement  les  fons  de  Mufique  dont  les  vibrations  fe 
ont  également,  je  remarque  d’abord , que  lorfque  les 
vibrations,  ainfi  que  les  coups  dont  l’oreille  eft  frappée 
font  plus  ou  moins  forts,  il  n'en  réfulte  d'autre  diffé- 
rence dans  le  fon,  fi  ce  n’eft  qu'il  devient  plus  ou  moins 
fort  ; & c’eft  la  différence  que  les  Muficiens  indiquent 
par  les  mots  forte  & piano  ; mais  une  différence  beaucoup 
plus  effentielle  eft  lorfque  les  vibrations  font  plus  ou 
moins  rapides  ou  qu’il,  en  arrive  plus  ou  moins  dans 
une  fécondé:  ainfi  quand  une  corde  achevé  ico  vibra- 
tions dans  une  fécondé  , & une  autre  corde  îoo  vibra- 
tions dans  une  fécondé,  leurs  fons  feront  effentiellement 
ditférens  entr’eux , le  premier  fera  plus  grave  ou  plus 
lus  , & l’autre  plus  aigu  ou  plus  haut.  Voilà  donc  la  vé- 
ritable différence  entre  les  fons  graves  & aigus  fur  la- 
quelle roule  toute  la  Mufique  qui  enfeigne  à mêler  des 
fons , qui  différent  entr’eux  par  rapport  au  grave  & à 
l’aigu  , mais  unis  tellement  enfemble  qu’il  en  réfulte 
une  agréable  harmonie.  Or  dans  les  fons  graves  il  y 
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moins  de  vibrations  en  môme  tems , que  dans  les  fons 
aigus,  & chaque  fon  fur  le  clavecin  renferme  un  nom- 
bre certain  & déterminé  de  vibrations.  Celui  qui  eit  mar- 
qué par  la  lettre  C rend*  peu- près  100  vibrations  dans 

une  fécondé  & le  fon  marqué  par  la  lettre  c rend 
1600  vibrations  dans  le  même  tems  ; donc  une  corde 
qui  tremble  100  fois  dans  une  fécondé  donnera  préci- 
fément  le-  fon  C,  & fi  elle  ne  trembloit  que  fo  fois, 
le  fon  feroit  encore  plus  bas  ou  plus  grave.  Mais  à 
l’égard  de  nos  oreilles  il  y a des  limites  au-delà  def- 
quelîes  les  fons  ne  font  plus  perceptibles  ; il  femble 
que  nous  ne  faurionsplus  fentir  un  (on  qui  fait  moins  de 
lo  vibrations  dans  une  fécondé , à caufe  de  la  trop  grande 
ba(ft , ni  un  fon  qui  feroit  dans  une  fécondé  plus  de 
4CO0  vibrations  à caufe  de  fa  trop  grande  hauteur mais 
ces  limites  ne. font  peut  être  pas  bien  certaines. 

144.  On  a remarqué  qu’en  entendant  un  fon  fimple  de 
Mufique,  notre  oreille  eft  frappée  d’une  fuite  de  coups 
également  éloignés  entr’eux , dont  la  fréquence  on  le 
nombre  produit  dans  un  certain  tems , caufe  la  diffé- 
rence qui  règne  entre  les  fons  graves  & aigus  > en  forte 
que  plus  le  nombre  de  vibrations  ou  coups  produits 
dans  un  certain  tems  , comme  dans  une  fécondé  , elt 
petit , plus  le  fon  eft  grave  , & plus  ce  nombre  là  cft 
grand,  plus  le  fon  eft  aigu.  Donc  les  coups  que  pro- 
duit un  fon  fimple  de  Mufique  dans  les  nerfs  acoulliques 

{leuvent  être  repréfentés  par  une  fuite  de  points  éga- 
ement  éloignés  entr’eux  , comme  ceux  qu’on  voit  ici 

• ....  Si  les  intervalles 

entre  ces  points  font  ou  plus  grands  ou  plus  petits , le 
Ton  qu’ils  repréfentent  fera  ou  plus  grave  ou  plus 
aigu  ; il  n’y  a point  auffi  de  doute  que  l’imprefïion  d’un 
fon  fimple  fur  les  nerfs  acouftiques  ne  foit  femblable 
ou  analogue  à la  vue  d’une  telle  fuite  de  points  éga- 
lement éloignés  entr’eux  t & par  ce  moyen  on  peut 
repréfenter  aux  yeux  la  même  chofe  que  les  oreilles 
éprouvent  lorfque  nous  entendons  un  fon.  Si  les  diftan- 
ces  entre  les  points  n’étoient  pas  égales  , & que  les 
points  fulfent  rangés  confufément  ce  feroit  la  repréfen- 
tation  d’un  bruit  confus  contraire  à l’harmonie.  Cela 
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pofé , confidérons  quel  effet  deux  fons  rendus  à la  fois 
doivent  produire  fur  l’oreille  ï & d’abord  il  eft  clair 
que  fi  ces  deux  fons  font  égaux , ou  que  chacun  ren- 
ferme le  même  nombre  de  vibrations  pour  le  même 
tems , l’oreille  en  fera  affeétée  de  la  même  maniéré  que 
d’un  feul  fon  : & dans  la  Mufique  on  dit  que  ces  deux 
fons  font  à l’unifïon , ce  qui  eft  le  plus  fimple  accord. , 
un  accord  étant  nommé  le  mélange  de  deux  ou  plufieurs 
fons  qu’on  entend  à la  fois.  Mais  fi  les  deux  fons  font 
différens  par  rapport  au  grave  ou  à l’aigu  il  y aura  uh 
mélange  de  deux  fuites  de  coups  dans  chacune,  def- 
quelles  les  intervalles  font  égaux  entr’eux  , mais  dans 
l’une  plus  erands  que  dans  l'autre , celle-là  répondant 
au  fon  plus  grave  8f  celle-ci  au  plus  aigu.  Un  tel 
accord  de  deux  fons  peut  être  repréfenié  aux  yeux 
par  deux  fuites  de 

I2J4  f 6 7 8 9 io  il 


A B 

C D 


l z } 4 J 6 7 8 9 io  il  12 

points  rangés  fur  deux  lignes  A B &r  C D ; & pour  avoir 
une  jufte  idée  de  ces  deux  fuites , il  faut  s’appercevoîr 
de  l'ordre  qui  y règne  , ou  ce  qui  revient  au  même 
du  rapport  entre  les  intervalles  de  l’une  & de  I autre 
ligne.  Ayant  numéroté  les  points  de  l'une  & de  l'au- 
tre ligne  & mis  le  numéro  i fous  le  numéro  i j les 
numéro  2 ne  feront  plus  précifément  l’un  fous  l’autre 
& encore  moins  les  numéros  3 ; mais  on  voit  qu’en 
haut  le  numéro  1 1 fe  trouve  précifément  au-deflus  du 
numéro  12  d’en  bas  d’où  l’on  commit  que  le  plus  haut 
fon  achève  12  vibratiors,  perdant  oue  l’autre  n’en  fait 
que  Iij  mais  fans  y écrire  les  nombres  , les  yeux  ne 
découvriroient  prefque  point  cet  ordre  , & il  er  eit  de 
même  des  oreilles  , qui  découvriroient  auflî  difficile- 
ment l’ordre  parmi  les  deux  fons  eue  j'ai  repréfentés 
par  les  deux  rangs  de  points.  Mais  dans  cette  figure 


on  découvre  au  premier  coup  - d’œil  que  .la  ligne 
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d’en-haut  contient  deux  fois  plus  de  points  que  celle 
d’en-bas  , & que  les  intervalles  dans  la  ligne  d’en-bas 
font  deux  fois  plus  grands  que  dans  celle  d'en -haut. 
C’eft  fans  doute  le  cas  le  plus  Simple  après  l’uniffon  où 
l'on  peut  aifément  découvrir  l’ordre  dans  ces  deux  fui- 
tes de  points } & il  en  eft  de  même  des  deux  fons  re- 
préfentés  par  ce  J deux  lignes  de  points  , dont  l’un 
achèvera  précisément  deux  fois  plus  de  vibrations  que 
l'autre , & l'oreille  s'appercevra  aifément  de  ce  beau 
rapport  qui  fe  trouve  parmi  ces  deux  fons  pendant  que 
dans  le  cas  précédent  le  jugement  eft  très  difficile , Si- 
non impoiÇble.  Maintenant  quand  l'oreille  découvre 
aifément  un  rapport  qui  règne  entre  deux  fons  , leur 
rapport  ell  nommé  une  confonnance  , & quand  ce  rap- 
port eft  très-difficile  à découvrir  ou  même  impoffible, 
l'accord  eft  nommé  dijfonanct.  Donc  la  plus  fimple  confon- 
nance eft  celle  où  le  fon  aigu  achève  précisément  deux 
fois  plus  de  vibrations  que  le  fon  grave.  Cette  con- 
fonnancc  eft  nommée  dans  la  Mufique  une  oftave  -,  tout 
le  monde  en  connoît  la  force , & deux  fons  qui  diffe- 
rent d'une  oétave  harmonient  fi  bien  & fe  reffem- 
blent  fi  fort  que  les  Muficiens  les  marquent  par  les 
mêmes  lettres  , auffi  vôyons  - nous  Souvent  que  les 
femmes  chantent  d’une  oitave  plus  haut  que  les  hom- 
mes & s'imaginent  pourtant  entonner  les  mêmes  fons. 
On  peut  s’alïurer  aifément  de  cette  vérité  fur  un  cla- 
vecin , & s’appercevoir  avec  plaifîr  du  bel  accord  en- 
tre tous  les  fons  qui  different  d’une  oétave  pendant  que 
deux  autres  Sons  quelconques  ne  Sonnent  pas  fi  bien. 

Ayant,  entonné  le  fon  F on  y accorde  aifément  Je 
fon  / qui  eft  plus  haut  d’un  octave  par  Je  Seul  juge- 
ment de  1 oreille  j & fi  la  corde  du  Son /eft  tant  foit 
peu  trop  haute  ou  trop  baffe,  l’oreille  en  eft  d’abord 
choquee  : rien  n'eft  plus  aifé  que  de  la  mettre  parfai- 
tement d accord.  Auffi  voyons-Dous  que  tout  le  monde 
paffe  aifément  en  chantant  d’un  fon  à un  autre  qui  eft 
d’une  oétave  on  plus  haut  ou  plus  bas  ; mais  s’il  faut 
paffer  du  fon  F au  fon  d,  par  exemple  , un  Muficien 
médiocre  fe  trompera  aifément  s’il  n’eft  pas  Secouru 
d'un  infiniment.  Ayant  fixé  le  fon  F,  il  eft prefque im- 
poffible d’y  accorder  tout-d’un-coup  le  fon  d.  Quelle 
eft  donc  la  raifon  de  cette  différence , qu'il  eft  fi  aifé 
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d’accorder  le  fon  F au  fon  f , & fi  difficile  d’y  accor- 
der le  fon  d.  Cela  vient  fans  doute  de  ce  que  le  fon 
F & le  fon  / font  une  oftave , ou  que  le  nombre  des 
vibrations  du  fon  / eft  précifément  le  double  de  celui 
du  fon  F,  pour  appercevoir  cet  accord  il  ne  s’agit  que 
de  fentir  le  rapport  de  i à i , qui  comme  il  faute  d'abord 
aux  yeux  par  la  repréfentation  des  points  dont  je  me 
fuis  fervi  auparavant,  affedte  les  nerfs  acouftiques  d’une 
maniéré  femolable;  or  on  comprend  aifément  que  plus 
un  rapport  eft  fimple  ou  exprimé  par  de  petits  nom- 
bres , plus  il  fe  préfente  diftin&ement  à l’entendement 
& y excite  un  fentiment  de  plailïr.  Les  Archite&es  ob- 
ier vent  auffi  très- foigneufement  cette  maxime  en  em- 
ployant par-tout  dans  les  bâtimens  des  proportions 
aufli  fimples  que  les  autres  circonftances  le  permettent. 
Dans  les  portes  & fenêtres , ils  font  ordinairement  la 
hauteur  deux  fois  plus  grande  que  la  largeur  ; & par- 
tout ils  tâchent  d’employer  des  proportions  exprima- 
bles en  de  petits  nombres  puifque  cela  plaît  a l’en- 
tendement. Il  en  eft  de  meme  dans  la  Mufïque  oii 
les  accords  plaifent  lorfque  l’efprit  y découvre  la 
proportion  qui  règne  entre  les  fons  , & cette  pro- 
portion s’apperçoit  d’autant  \dus  aifément  quelle  eft 
exprimée  par  de  petits  nombres.  Mais  après  le  rap- 
port d’égalité  qui  marque  deux  fons  égaux  ou  à l’-u- 
nifïon , la  proportion  de  z à i eft  fans  doute  la  plus 
limple  ,,  & c’en  celle  qui  fournit  l’accord  d’une  oétave  : 
de-là  il  eft  évident  que  cet  accord  eft  doué  de  beau- 
coup de  prérogatives  parmi  les  autres  confonna,nces. 
Après  cette  explication  de  l’accord  ou  de  l’intervalle 
entre  deux  fons  que  les  Muficiens  nomment  une  oftavet 

confidérons  plufieurs  fons  comme  F ,/,/,/  dont 
chacun  eft  d’une  oftave  plus  haut  que  le  précédent. 

Donc,  puifque  l’intervalle  de  F à/,  de  / à / , de  f 

à / , de  ~f  à / eft  une  oétave,  l’intervalle  de  F à / 

fera  une  double  odtave , celui  de  F à / une  triple  oc- 
tave , 8cc.  ainlï  pendant  que  le  fon  F rend  une  vibration  le 

fon 
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fon  / en  rend  deux  , le  Ton  f quatre,  le  fon  / huit, 

le  fon  f feize  > d’où  nous  voyons  que  comme  une  oc- 
tave répond  au  rapport  de  i à z > ainfi  une  double  odav 
répond  à celui  de  i à 4 j une  triple  odave  à celui  de  1 
8 j & une  quadruple  à celui  de  1 à 16  ; or  le  rapport 
de  1 à 4 n’étant  plus  fi  fimple  que  celui  de  1 à 1 , 
puifqu’il  ne  s’apperçoit  pas  fi  aifément  qu’une  fimple 
odave , une  triple  o&ave  eft  encore  moins  perceptible , 
& une  quadruple  odave  encore  moins  j ainfi  en  accor- 
dant un  clavecin  8e  ayant  fixé  le  fon  F,  il  n’eft  pasû 

aifé  d’y  accorder  la  double  odave  / que  la  fimple  /, 
8e  il  eft  encore  plus  difficile  d’y  accorder  la  triple  oc- 
tave f 8e  la  quadruple  / fans  y monter  par  les  oc- 
taves intermédiaires  , ces  accords  font  auffi  compris 
dans  le  terme  de  confonnance , 8c  puifque  celle  de  l'u- 
niflon  eft  la  plus  fimple  on  peut  les  ranger  félon  les  de- 
grés fuivans. 

I.  Degré,  l’umfibn  qui  eft  indiqué  par  le  rapport 
de  1 à 1. 


1 I.  Degré,  odave  dans  le  rapport  de  1 à 2. 

III.  Degré  , la  double  odave  dans  le  rapport  de 
I à 4. 

I V.  Degré,  la  triple  odave  dans  le  rapport  de  1 à 8. 
V.  Degré  , la  quadruple  odave  dans  le  rapport 
de  1 à 16. 


V I.  Degré , la  quintuple  odave  dans  le  rapport  de 
I à 32. 

Et  ainfi  de  fuite  en  tant  que  les  fons  en  font  en- 
core fenfibles.  Ce  font  les  accords  ou  confonnances  à 
la  connoiflance  defquelles  nous  avons  été  conduits  juf- 
qu’ici , & nous  ne  favons  encore  rien  des  autres  efpeces 
des  confonnances  8c  encore  moins  des  diffonances  dont 
on  fait  ufage  dans  la  Mufique.  Mais  avant  de  pafTer 
à l’explication  de  celles-ci , je  dois  ajouter  une  remar- 
que fur  le  nom  d’odave  qu’on  donne  à l’intervalle  de 
deux  fons  dont  l’un  fait  deux  fois  plus  de  vibrations 
que  l'autre.  On  en  voit  la  raifon  dans  les  touches  prùi- 
Temc  F.  K k 
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cipales  du  clavecin , qui  montent  par  7 degrés  avant 
que  d’arriver  à l’oétave  , comme  C,  D , E , F , G , A , 
H , c 5 de  forte  que  la  touche  c eft  la  huitième  en 
comptant  C pour  la  première  ; mais  cette  di  vifion  dépend 
d'une  certaine  efpèce  de  Muîique  , dont  la  raifon  ne 
fauroit  être  expofée  que  dans  la  fuite. 

14  j.  On  peut  dire  que  tous  les  rapports  de  1 à 1 , de  r 
à 4 , de  1 à 8 , de  1 à >6,  que  nous  avons  confidérés 
jufqu'ici  & qui  renferment  la  nature  d une  oétave 
iïmple  ou  double  ou.  triple  ou  quadruple  , tirent  leur 
origine  du  feul  nombre  2 ; puifque  4 eft  deux  fois 
2,  8 deux  fois  4,  & 16  deux  fois  8;  ainfi en  n’admet- 
tant que  le  nombre  2 dans  la  Mulïque  on  ne  parvient 
qu’à  la  connoiffance  des  accords  ou  confonnances , que 
les  Muficiens  nomment  octave  Ample  ou  double  ou 
triple^  8cc. , 8c  puifque  le  nombre  2 ne  fournit  par 
fa  reduplication  que  les  nombres  4 , 8 , 16  , 32 , 64,  &c. 
l’un  étant  toujours  double  de  l’autre  , tous  les  autres 
nombres  nous  demeurent  encore  inconnus.  Mais  fi  un 
infiniment  ne  contenoit  que  des  oélaves  comme  les  fous 

marqués  C , c , c , e , c , & que  tous  les  autres  en 
fuffent  exclus  , il  ne  fauroit  produire  aucune  Mufique 
agréable,  à caufe  de  fa  trop  grande  fimplicité  : intro- 
duirons donc  outre  le  nombre  2 encore  le  nombre  3 , 
& voyons  quels  accords  ou  quelles  confonnances  en 
réfulteront.  D’abord  la  proportion  de  1 à 3 nous  pré- 
fente 2 fons  dont  l’un  rend  trois  fois  plus  de  vibra- 
tions que  l’autre , en  même-tems.  Ce  rapport  eft  fans 
doute  Je  plus  aifé  à comprendre,  après  celui  de  1 à 2, 
& partant  il  fournira  des  confonnances  fort  belles  , mais 
d’une  nature  tout-à-fait  différente  de  celle  des  oftaves. 
Suppofons  donc  que  dans  le  rapport  de  1 à 3 le  nom- 
bre 1 réponde  au  fon  C ; puifque  le  nombre  c eft  ex-> 
primé  par  le  nombre  2,  le  nombre  3 nous  donne  un 
ion  plus  haut  que  c,  mais  pourtant  plus  bas  que  le  fon 

c qui  répond  au  nombre  4.  Le  fon  exprimé  par  3 
eft  celui  que  les  Muficiens  marquent  par  la  lettre  8c 
ils  nomment  l’intervalle  de  c à g une  quinte  ; puifque 
dans  les  touches  d’un  clavecin  celle  de  g eft  la  cinquième 
depuis  c,  comme  dans  la  fuite  c 3d,  «,  /,  g j donc  fi 
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le  nombre  1 donne  le  fon  C , le  nombre  2 donne  c, 

le  nombre  3 donne  g,  le  nombre  4 le  fon  c ; & puis- 

que le  fon  g eft  l’oôave  de  g fon  nombre  fera  deux 
fois  3,  & partant  6,  & montant  encore  d’une  oétave, 

le  fon  g fera  deux  fois  plus  grand  , partant  12.  Tous 
les  fons  donc  auxquels  les  deux  nombres  z &c  3 nous 
conduifent  en  indiquant  Je  fon  C par  x font 

C , C.  g,  c , g , c , g , e f &id 

I,  2,  1,4*  6 > 8,  il,  16,  &cc. 

Delà  il  eft  clair  que  la  raifon  de  1 à 3 exprime  un 
intervalle  compofé  aune  odtave  & d’une  quinte  , & 
que  cet  intervalle  à caufe  de  la  {implicite  de  fes  nom- 
bres , doit  être  après  l'oétave  le  plus  fenfible  à l’oreille  ; 
aufii  les  Muficiens  donnent-ils  à la  quinte  le  fécond 
rang  parmi  les  confonnances , & l’oreille  en  eft  fi  agréa- 
blement affeétée  ou’il  eft  fort  aifé  d’accorder  une  quin- 
te ; ainfi  fur  les  violons  les  quatre  cordes  montent 
par  des  quintes  la  plus  baffe  étant  G , la  fécondé 
d , &c.  ; elles  font  fi  fenfibles  que  chaque  Muficien 
les  met  aifément  d’accord  par  l’oreille  feule.  Ce- 
pendant une  quinte  ne  s’accorde  pas  pas  fi  aifément 
qu’une  ottave  ; mais  la  quinte  au-dellus  de  l’oétave , 
comme  de  C à g étant  exprimée  par  le  rapport  de 
l à 3 eft  plus  fenfible  qu’une  (impie  quinte  comme  dé 
C à G ou  de  c à g , laquelle  eft  exprimée  par  la  pro- 
portion de  z à 3 ; &r  l’on  fait  auffi  par  l’expérience 
qu’ayant  fixé  le  fon  C , il  eft  plus  aifé  d’y  accorder 
la  quinte  fupérieure  g que  la  fimple  G.  On  pour- 

•'  N 

roit  défigner  le  fon  F par  1 &:  le  fon  c par  3 , 

en  forte  que  F , f,  c , f , c , f , c feroient  mar- 
qués par  1 , z , 3 , 4 , 6 , 8 , 12, 

où  de  / à c y l’intervalle  eft  une  quinte  contenue  dans 

la  proportion  dezà},de/àc,de/‘à  * , il  y z 
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auffi  une  quinte  » puifque  la  raifon  de  4 à 6 & de  8 à 
it , cil  la  même  que  celle  de  2 à 3.  Delà  nous  arrivons  à 
la  connoiffance  d'un  autre  intervalle  contenu  dans  le  rap- 
port de  s à 4 , qui  eft  celui  de  c à f , &r  partant  auffi  celui 
de  c à/  ou  de  C à F,  que  les  Muficiens  nomment  une 
quarte  , laquelle  étant  exprimée  par  de  plus  grands 
nombres,  il  s'en  faut  beaucoup  qu'elle  foit  fi  agréable 
que  la  quinte  & encore  moins  que  l’oétave.  Comme  le 
nombre  $ nous  a fourni  ces  nouveaux  accords  ou  con- 
fonnances  de  la  quinte  & de  la  quarte,  avant  que  d’em- 
ployer d’autres  nombres  prenons  le  nombre  3 encore 

3 fois  pour  avoir  le  nombre  9 , qui  donne  le  fon  g , 

en  forte  que  c.  /.  g.  c feront  marqués  par  6,  8,  9,  12, 
& prenant  ces  fons  dans  d’autres  oâaves , les  propor- 
tions demeurant  les  mêmes,  on  aura 

C , F,  G , c,  f,  g:  c , f , g , c , f ,~f  r~ 
6,  8,  9,  H,  16, 18,  24,  32,  36,  48,  64,  72,  96. 

D’où  nous  parvenons  à la  connoiffance  de  nouveaux 
intervalles,  le  premier  eft  celui  de  F à G contenu  dans 
Ja  proportion  ae  8 à 9-,  que  les  Muficiens  nomment  une 
fécondé  & auffi  un  ton  entier.  Le  fécond  eft  de  G à /, 
contenu  dans  la  proportion  de  9 à 16 , qu’on  nomme  une 
feptieme  , & qui  elt  d’une  fécondé  ou  d’un  ton  entier 
plus  petit  qu’une  o&ave.  Ces  proportions  étant  déjà  ex- 
primées par  des  nombres  confiderablement  grands , les 
intervalles  ne  font  plus  comptés  parmi  les  confonnan- 
ces , & les  Muficiens  les  nomment  dijfonances. 

Si  nous  prenons  le  nombre  9 encore  trois  fois  , pour 

avoir  27,  ce  nombre  marquera  un  ton  plus  haut  que  c , 
& précifément  d’une  quinte  plus  haut  que  g ; ce  fera 

donc  le  ton  d.  , & fon  o&ave  d répondra  au  nom- 
bre 2 fois  27  ou  34,  & la  double  o&ave  d au  nom- 
bre 2 fois  j4  ou  108.  Représentons  ces  tons  , mais  pris 
dans  d’autres  oétaves , de  la  maniéré  fuivante  : t 
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C , D , F , G , C , d , f,  g , c , d , f , g 
24,  17,  il,  56,48^4,  64,  72,96, 108, 128, 144. 

c > d . / » g . c ' 

192,  216,2/6,288,384. 

Où  nous  découvrons  qfle  l’intervalle  de  D à F elt 
contenu  dans  le  rapport  ou  proportion  (car  ici  ces 
mots  font  fynonimes  ) de  27  à 32,  & celui  de  F à d 
dans  la  proportion  de  32  à y 4 où  en  prenant  la  moitié , de 
ï6  à 27,  dont  la  première  eft  nommée  un  tierce  mineure , 
& l’autre  une  fexte  majeure.  On  pourroit  encore  tripler 
le  nombre  27,  mais  la  Mufique  ne  paffe  pas  fi  loin  & 
on  fe  borne  au  nombre  27,  réfultant  de  3 , en  le  multi- 
pliant pourJa  fécondé  fois  par  lui -même,  les  autres 
tons  de  Mufique  qui  nous  manquent  encore  font  intro- 
duits par  le  nombre  y,  dont  nous  allons  parler. 

146.  Les  principesde  l'harmonie  feréduifent  à des  nom- 
bres, comme  on  vient  de  le  voir,  & j'ai  rémarqué  que 
le  nombre  2 ne  fournit  que  des  oétaves,  enforte  qu’ayant 
par  exemple  fixé  le  ton  F , nous  avons  été  conduits  aux 

fons  /,  / , / , f : enfuite  le  nombre  3 fournit  les  tons 

C,e,  c , c , c , qui  différent  de  ceux-là  d’une  quin- 
te j & la  répétition  de  ce  même  nombre  3 , fournit  en- 
core les  quintes  des  premières,  qui  font  G, g,  g , g , 
g , & enfin  la-  répétition  de  ce  même  nombre  3 

y ajoute  encore  les  tons  D,  d,  d , d.  Les  prin- 
cipes de  l’harmonie  étant  attachés  à la  fimplicité  , ne 
femblent  pas  permettre  quon  pouffe  plus  loin  la  répé- 
tition du  nombre  3 , & partant  jufqu’ici  nous  n’avons 
que  les  tons  fuivans  pour  chaque  oétave  F,  G,  c , d,  f, 

16,18,24,27,32, 

qui  n’admettent  pas  certainement  une  Mufique  bien  va- 
riée. Mais  introduifons  aufli  le  nombre  J,  & voyons  quel 
fera  le  ton  oui  rend  f vibrations  pendant  que  le  ton  F 
n’en  fait  qu’une  ; or  le  ton  / en  fait  en  meme-tems  2 , 

le  ton  /,  4 & le  ton  c,  6.  Le  ton  en  queftion  ell  donc 
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entre  / & e , Sr  c'eft  celui  que  les  Muficiens  indiquent 

par  la  lettre  a , dont  l’accord  avec  le  ton  / eil  nommé 
une  tierce  majeure , & fe  trouve  faire  une  confonnance 
fort  agréable,  étant  contenu  dans  la  proportion  de  ces 

• petits  nombres  4 & y ; de  plus  ce  ton  a avec  le  tpn  c 
fait  un  accord  contenu  dans  la  proportion  de  y à 6,  qui 
eil  prefque  auiïi  agréable  que  celui-là,  & qu’on  nomme 
aufli  une  tierce  mineure  comme  celle  dont  nous  avons 
déjà  parlé,  contenue  entre  les  nombres  27  & 32;  puif- 
que  la  différence  eil  prefque  infenfible  à l'oreille.  Ce 
nombre  y étant  appliqué  aux  autres  tonsG,c,d,  nous 
donnera  de  la  meme  manière  leurs  tierces  majeures, 
prifesdans  la  fécondé  oétave  au-d»flus,  c’eft-à-dire , les 

fons  A e &r  J s , qui  étant  tranfportés  dans  la  pre- 
mière oélave , nous  aurons  maintenant  ces  tons  avec 
leurs  nombres. 

F , Fa,  G , A , H , c , d , e , /. 

128,  133,  I44,  160,  ]8o,  192,  216,  240,  2 J6. 

147.  Otez  les  tons  Fa , & vous  aurez  les  touches  prin- 
cipales du  clavecin  qui , félon  les  anciens  conilituent  le 
genre  ndhimé  diatonique , & qui  réfulte  du  nombre  2 , 
du  nombre  3,  trois  fois  répété,  & du  nombre  y.  En 
n’admettant  que  ces  tons  , on  eil  en  état  de  compofer 
de  très-belles  Sc  très- variées  mélodies,  dont  la  beauté 
ci!  fondée  uniquement  fur  la  fimplicité  des  nombres 
qui  ont  fourni  ces  tons.  Enfin  en  appliquant  pour  la  fé- 
condé fois  le  nombre  y , il  fournira  les  tierces  de  qua- 
tre nouveaux  tons  A , Sic.  que  nous  venons  de  trouver  ; 
& partant  nous  aurons  les  fons  Ca,  Ga,  Da  & li, 
de  forte  qu’à  prçfent  l’o&ave  eil  remplie  précifément 
des  mêmes  qui  font  reçus  actuellement  dans  la  Mn- 
fique.  Tous  ces  tons  tirent  leur  origine  de  ces  trois 
nombres  2,  3 & 5,  en  répliquant  2 autant  de  fois  que 
les  oétaves  le  demandent  ; mais  pour  le  3 on  ne  lerfnuhi- 
plieque  3 fois.,  & le  nombre  y deux  fois  feulement^/oili 
donc  tous  les  tons  de  la  première  oCtave , exprimés  par 
les  nombres  fuivans  où.  l’on  voit  la  compofition  par 
les  nombres  2,  3 tk  y. 
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C 

X»  X»  X • 1*  X»  X.  X . J»  • • • • 

384 

rence • 

Ci 

2.  2.  2.  2 f.  f 

4OO 

16 

_ D 

2.  2.  2.  2 5.  3.  3 

431 

31 

Dr 

43° 

18 

E 

2.  2.  2.  2.  2.  3.  3 

480 

50 

F 

2.  2.  2.  2.  2.  2.  2.  2.  2.  . . 

V1 

3* 

Fi 

2-  3-  3-  3-  3 

34° 

28 

G 

2.  2.  2.  2.  2.  2.  3.  3 

P6 

36 

G s 

600 

*4  ' 

A 

2.  2.  2.  2.  2.  2.  2.  3 

640 

40 

B 

3*  3*  3*  f S 

67f 

31 

H 

2.  2.  2.  2.  3.  3.  3 

720 

4Jf 

- 

Z.  2.  2.  2.  2.  2.  2.^2.  3.  . . 

768 

48 

Pendant  que  le  Ton  C rend  jS^jribrations , le  fon  Ci, 
en  rend  400  en  même-tems,&r  les  autres  autant  que  les 
nombres  y joints  marquent  ; ainfi  le  fon  c rendra  en 
même-tems  768  , ce  qui  eft  précifément  le  double  du 
nombre  384  ; & pour  les  oCtaves  fuivantes  on  n a qu’à 
multiplier  ces  nombres  par  2 ou  par  4,  ou  par  8 , ainii 

le  fon  c rendra  2 fois  768,  ou  1 536  vibrations,  le  fon 

c deux  fois  if  36  ou  3072  vibrations,  & le  fon  c deux 
fois  3072  ou  6144  vibrations  Pour  comprendre  la  for- 
mation des  fons  par  ces  trois  nombres  2 , 3 & 3,  il  faut 
remarquer  que  les  points  mis  entre  ces  nombres  ligni- 
fient la  multiplication  ; ainfi  pour  le  fon  F s l'expreffion 
2.  2.  3.  3.  3.  3 lignifie  2 fois  2 fois  3 fois  3 fois  3 
fois  3.  Or  2 fois  2 e!l  4,  & 4 fois  3 eil  12,  & 12  fois  3 
eft  ;f>.  Se  36  fois  3 eft  108,  & ao8  fois  3 eft  340.  On 
voit  par- là  que  les  différences  entre  ces  tons  ne  font  pas 
égales  entr’elles , & que  d’autres  font  plus  grandes  & 
d’autres  plus  petites  » c eft  aufiï  ce  que  la  véritable  har- 
monie exige;  mais  puifque  l’inégalité  n’ell  pas  confidé- 
rable  on  regarde  communément  toutes  ces  différences 
comme  égales , 8c  l’on  nomme  le  faut  de  chaque  ton 
au  luivant  un  femi  ron-,  car  l’on  dit  que  l’oCtave  eft  de 
cet  e maniéré  divifée  en  12  femi-tons.  Plufieurs  Mulî- 
ciens  les  font  auffi  actuellement  égaux  , quoique  cela 
foit  contraire  aux  principes  de  l’harmonie  ; car  de  cette 
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façon  , aucune  quinte  ni  aucune  tierce  n’efl  jufte  ; & 
l’effet  en  eft  le  même  , que  fi  ces  tons  n’étoient  pas 
bien  accordés.  Ils  conviennent  auffi  qu'il  faut  renon- 
cer à la  jufteffe  de  ces  accords,  pour  obtenir  l'avan- 
tage de  l’égalité  de  tous  les  femi-tons,  de  forte  que 
la  tranfpofuion  d’un  ton  à un  autre  quelconque  ne 
change  rien  dans  les  mélodies  ; cependant  ils  avouent 
eux -mêmes  que  la  piece  étant  jouée  du  ton  C,  ou 
d’un  demi-ton  plus  haut  Cj. , change  confîdérablement 
de  nature;  d’où  il  fuit  clairement  que  les  demi-tons  ne 
font  pas  effectivement  égaux  , quoique  les  Muficiens 
s'efforcent  de  les  rendre  tels  , parce  que  la  véritable 
harmonie  s’oppofe  à l’exécution  de  ce  deffein  qui  lui  eft 
contraire.  Voilà  donc  la  véritable  origine  des  tons  qui 
font  aujourd’hui  en  ufage , & qui  font  tirés  des  nom- 
bres i , 3 & y,  fi  vouloit  encore  introduire  7,  le 
nombre  de  tons  d'une  oétave  deviendroit  plus  grand , 
& toute  la  Mufique  en  feroit  portée  à un  plus  haut 
degré. 

148.  Les  Muficiens  ont  attention  de  donner  plus  de 
durée  aux  fons  plus  graves,  & moins  de  durée  aux  fons 
aigus  ; cependant  les  fons  aigus  doivent  quelquefois  avoir 
plus  de  durée  & les  graves  moins  de  duree,  fi  ceux-ci  ont 
des  rapports  ou  proportions  plusfimples,  tandis  que  les 
proportions  des  autres  font  plus  compliquées. 

Nous  allons  maintenant  confidérer  cette  théorie  d’une 
maniéré  un  peu  différente. 

149.  Si  une  corde  de  Mufique  vient  à être  pincée  de 
maniéré  qu’elle  rende  un  fon,  une  autre  corde  fembla- 
ble , également  tendue  , propre  à rendre  le  même  fon 

/ & fituéc  auprès  de  la  première  , fera  auffi  mifë  en 
mouvement  par  l’aCtion  de  l'air  , & rendra  un  fon 
femblable  à celui  de  la  corde  pincée.  Cette  expérience 
eft  connue  depuis  long-tems , en  voici  une  autre  fort 
intéreffante  : lorfqu’une  corde  de  Mufique  fur- tout  fi 
elle  eft  un  peu  grofle,  eft  frappée  par  l’archet  outre  le 
ton  principal  on  entend  auffi  l’oétave  du  même  ton , 
on  diflingue  encore  afTez  facilement  la  douzième  & la 
dix-feptieme  majeure  aiguë,  c’eft-à-dire,  l’oétave  aiguë 
de  la  quinte  & la  double  oélave  de  la  tierce  majeure. 
Cela  eft  encore  connu  depuis  long-tems  ; mais  les  Mu- 
ficiens modernes  ont  fait  une  expérience  bien  plus  fub- 
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tile:  fi  l'on  compare  deux  cordes,  dont  l'une  foit  à la 
douzième  grave  de  la  corde  pincée  & l’autre  à la  dix- 
feptieme  majeure  grave  de  la  même  corde , on  obferve 
un  certain  frémiflement  dans  les  cordes,  mais  fans  au- 
cun fon.  La  première  fe  divife  pour  ainfi  dire  en  3 par- 
ties égales,  & la  fécondé  en  5 ; de  forte  que  les  parties 
de  ces  cordes  rendroient  I’o&ave  du  ton  principal , fi 
elles  rendoient  un  fon.  Tout  le  monde  connoit  l’échelle 
vulgaire  des  tons  ut,  re , mi , fa,  fol,  la,  Ji,  V T qu’on 
peut  repréfenter  par  les  nombres  I ,|,  £,  ? , f , , 2 î 

fi  1 on  compare  les  fons  ut  re  , il  eftvifible  qu’ils  font 
entr’eux,  comme  1 : :8:  9.  Les  intervalles  entre  ut 

& re , re  & mi  font  égaux  entr’eux , & on  leur  donne 
le  nom  de  tons;  mais  les  intervalles  entre  mi  & fa,  fi 
&,  UT  font  plus  petits  que  les  premiers  , on  les  nomme 
demi  - tons  -,  mais  les  autres  intervalles  comme  ut  re  , 
re  mi,  font  appelles  des  tons. 

L’intervalle  compofé  d’un  ton  & d’un  demi -ton, 
prend  le  nom  de  tierce  mineure  : tels  font  les  intervalles , 
mi  fol  , la  ut  , re  fa  j mais  l’intervalle  compofé  de 
deux  tons,  comme  VT  mi  ,fa  la , fol  fi , eft  appel  !é  tierce 
majeure.  En  général  la  tierce  majeure  d’un  ton  eft  expri- 
mée par  5 de  ce  ton,  de  même  le  ton  principal  ut  étant 
fuppofé  1 , l’oâave  grave  fe  trouvera  en  divHfant  x par 
2,  ou  en  multipliant  le  ton  1 parf,  la  double  oébave 
grave  en  multipliant  par  ^ , la  triple  oétave  en  multi- 
pliant par  j , & en  montant  depuis  f jufqu’à  1 , ou  de- 
puis ut  jufqu’à  V T,  en  fuppofant  que  V T eft  le  ton 
principal , fera  le  ton  re,j  le  ton  mi  &c.  ; de  forte  que 
la  fera  un t tierce  mineure  grave , & fa  la  quinte  grave  par 
rapport  au  ton  UT  repréfenté  par  1 $ de  même  3 ex- 
primera la  douzième  aiguë  & },  la  douzième  grave-,  la 
dix-feptieme  majeure  aiguë  fera  repréfentée  par  c , & la 
B'ff Par  r » de  forte  que  la  douzième  aiguë  a’un  ton 
eft  1 oclave  de  la  quinte  du  même  ton^&  la  dix-feptieme 
majeure  aiguë  eft  la  double  oéàave  de  la  tierce  majeure  du 
meme  ton.  L’intervalle  compofé  de  trois  tons  s’appelle 
triton  OU  quarte  fuptrfiue  y fi  l’intervalle  eft  compote 
de  trois  tons  & d’un  demi-ton,  comme  1»  fol,  fa  UT, 
&c.  on  l’appelle  quinte , on  lui  donne  le  nom  Àtjexte 
mineure,  s’il  renferme  trois  tons  bc  deux  demi-tons,  de 
Jëxte  majeure  lorfqu’il  eft  formé  par  quatre  tons  un 
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demi  - ton , comme  ut  la  ; de  feptieme  mineure  s'il  eft 
compofé  de  quatre  tons  & de  deux  demi  tons , comme 
re  VT  ; de  feptiemt  majeure  , s il  clt  formé  par  cinq  tons 
& un  demi -ton,  comme  ut Ji  ; enfin  il  prend  le  nom 
d’o&ave  lorfqu'il  eft  compofé  de  cinq  tons  & de  deux 
demi-tons  : tel  eft  l’intervalle  ut  U ['.  Si  l’on  fuppofe 
que  les  cordes  d'un  inftrument  de  Mufique  rendent  les 
tons  dont  on  vient  de  parler , & qu’on  prenne  enfuite 
un  autre  inftrument  dont  toutes  les  cordes  tendent  l’oc- 
tave des  cordes  correfpondantes  du  premier  , on  aura 
une  nouvelle  échelle,  dont  les  tons  feront  l oéfave  des 
tons  correfpondans  de  la  précédente , & parce  que  de- 
puis ut  dans  la  première  échelle  jufgu’à  re  dans  la  fé- 
condé échelle  afeendente  il  y a neuf  tons,  l’intervalle 
entre  ces  deux  fons  eft  appellé  none  , de  même  l’inter- 
valle entre  ut  de  la  première  échelle  8c  fa  de  Ja  léconde 
eft  appellé  douzième:  la  double  oétuve  prend  le  nom  de 
quinzième  ; la  dix-Jeptieme  eft  la  double  octave  de  la 
tierce  , & la  dix  - neuvième  eft  la  double  oétave  de  la 
quinte.  Si  le  ton  d’une  échelle  eft  rendu  plus  grave  d'un 
demi-ton , il  prend  le  nom  de  bémol , 8c  de  dieje  s’il  de- 
vient plus  aigu  du  même  intervalle. 

i po.  Si  l’on  appelle  ut  le  ton  fondamental  d’une  corde  , 
à caufe  que  cette  corde  rend  la  douzième  8c  la  dix-Jep- 
tieme majeure , on  entendra  aufli  l’oétave  de  fol  , & la 
double  oétave  du  ton  m.  Comme  les  inltrumens  de 
Mufique  donnent  naturellement  l’oétave  de  loi  & la 
double  oûave  de  mi , il  paroît  que  ces  tons  8c  le  ton  ut , 
forment  une  confonnance  conforme  à la  nature  & plus 
parfaite  : mais  parce  que  les  bornes  de  la  voix  ne  per- 
mettent pas  facilement  de  fi  grands  intervalles  , on  fubfti- 
tue  les  oétaves  aux  deux  tons  dont  on  vient  de  parler } 8c 
de  là  naît  le  chant  ut  mi  fol,  qu’on  peut  regarder  comme 
très-conforme  à la  nature , & parce  que  ut  mi  eft  une  tierce 
majeure  , ce  chant  prend  le  nom  de  mode  majeur.  Dans 
la  fécondé  partie  de  l’expérience  rapportée  ci-defTus  , on 
apperçoit  un  frémiffement  fans  aucun  fon  dans  les  cordes 
dont  l'une  feroit  propre  à rendre  la  douzième  grave  majeure 
&c  l’autre  la  àix-feptieme  grave  majeure  de  la  corde  pincée 
dont  le  fon  principal  eft  ut  ; de-là  dérive  un  autre  mode 
oue  les  Muficiens  nomment  moue  mineur.  Four  compren- 
dre la  raifon  de  cette  dénomination,  on  doit  remarquer 
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que  la  tierce  mineure  grave  étant  la  , la  tierce  majeure 
grave  fera  ta  bémol  } car  la  tierce  majeure  différé  de  la 
mineure  d’un  demi-ton  ; mais  l’intervalle  VT  la  eft  une 
tierce  mineure  ; ainfi  l’intervalle  UT  la  bémol  fera  une 
tierce  majeure  grave  : c’eft  pourquoi  la  dix-feptieme  grave 
majeure  fera  la  double  oftave  de  la  bémol  grave  : de 
même  la  quinte  grave  étant  fa , la  douzième  grave  fera 
l’octave  du  ton  fa  grave , & en  fubftituant  les  tons  aux 
oélaves  , il  réfultera  de-là  un  chant  conforme  à la  na- 
ture , fa  la  bémol  UT  qui , parce  que  fa  la  bémol  eft 
une  tierce  mineure , a été  appellée  mode  mineur. 

Le  chant  fa  la  bémol  UT  eft  appellé  mode  mineur  , 
parce  que  fa  la  bémol  eft  une  tierce  mineure,  il  eft  re- 
gardé comme  moins  parfait  que  le  mode  majeur  ( quoi- 
qu’il flatte  l’oreille  prefqu'aufîi  agréablement  ) , parce 
que  dans  les  cordes  dont  on  a parlé  ci-deffus  ces  tons 
ne  fe  font  pas  entendre  , quoique  les  parties  qui  pour- 
roient  les  rendre  éprouvent  un  certain  frémifiement 
qui  paroît  indiquer  que  la  nature  tend  , fi  l’on  peut 
s’exprimer  ainfi,  à rendre  ces  fortes  de  fons.  ' 

Tels  font  les  principes  d’où  les  Orphées  modernes  ont 
déduit  les  loix  de  la  compofition  de  la  Mufique.  A l’égard 
des  lignes  dont  fe  fervent  les  Muficiens  ils  font  entièrement 
arbitraires  ; mais  je  ne  prétends  pas  donner  ici  un  traité 
complet  d’une  art  dont  je  n’ai  jamais  fait  mon  occupation. 
151.  C’est  une  queftion  auffi  importante  que  curieufe, 
* pourquoi  une  belle  Mufique  excite  en  nous  le  fentiment  du 
plaifir  ? pourquoi  par  exemple  la  tierce  mineure  , dans 
laquelle  les  vibrations  font  dans  le  rapport  de  f à 6 eft 
fl  agréable  , tandis  que  les  fons  dont  les  vibrations 
font  dans  la  proportion  de  6 à 7,  affedlent  l’ame  d’une 
maniéré  'fl  défagréable.  Les  favans  font  bien  partagés 
la-deflus.  Il  y en  a qui  prétendent  que  c’eft  une  pure  bifar- 
rerie  & que  le  plaifir  que  caufe  la  Mufique  n’efi  fondé  fur 
aucune  raifon  , que  la  même  Mufique  peut  être  goûtée 
par  quelques-uns  & déplaire  à d’autres;  mais  bien  loin 
que  la  queftion  en  foit  décidée  par -là,  elle  en  devient 
plutôt  plus  compliquée  ; car  on  veut  favoir  la  raifpn 
.pourquoi,  la  même  piece  de  Mufique  peut  produire  de 
fi  différens  effets,  puifqu’il  faut  convenir  que  rien  n’ar- 
rive dans  le  monde  fans  raifon  ? D'autres  difent  que 
le  plaifir  que  l’on  fent  en  entendant  une  belle  Mufique 
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confifte  dans  la  perception  de  l’ordre  qui  y régné.  Ce 
fentiment  paroît  d'abord  aflez  bien  fondé  & mérite 
d’être  examiné  plus  foigneufement.  La  Mufique  ren- 
ferme deux  efpeces  d’obets  où  l'on  peut  introduire  un 
certain  ordre.  L’un  fe  rapporte  à la  différence  des  tons, 
en  tant  qu’ils  font  hauts  ou  bas  , aigus  ou  graves  j on 
doit  fe  fouvenir  que  cette  différence  eft  contenue  dans 
le  nombre  de  vibrations,  que  chaque  ton  rend  en  même 
tems.  Cette  différence  qui  fe  trouve  entre  la  vîteffe  des 
vibrations  de  tous  les  tons,  eft  ce  qui  eft  nommé  pro- 

firement  l'harmonie  ; donc  en  entendant  une  Mufique, 
orfqu’on  comprend  les  rapports  ou  les  proportions  que 
les  vibrations  de  tous  les  tons  tiennent  entr’eux  , on  a la 
connoiffance  de  l’harmonie  ; ainfi  deux  tons  qui  diffé- 
rent d’une  oétave  excitent  le  fentiment  de  la  proportion 
de  i à 2 , une  quinte  celui  de  la  proportion  de  2 à a,  & une 
tierce  majeure  celui  de  la  proportion  de  4 à y.  On  com- 
prend donc  l’ordre  qui  fe  trouve  dans  quelqu’harmonie, 
quand  on  connoit  toutes  les  proportions  qui  régnent  entre 
les  tons  dont  l’harmonie  eft  compofée  ; & c’eft  le  juge- 
ment des  oreilles  qui  conduit  à cette  connoiffance.  Ce 
jugement  étant  plus  ou  moins  fin,  on  comprend  pour- 
quoi la  même  harmonie  eft  apperçue  par  l’un  & point 
du  tout  par  l’autre , fur-tout  quand  les  rapports  entre  les 
tons  font  exprimés  par  des  nombres  un  peu  grands. 

Mais  outre  l’harmonie  la  Mufique  renferme  encore  un  , 
autre  objet  fufceptible  d’ordre  , qui  eft  la  mefure  par 
laquelle  on  affigne  à chaque  ton  une  certaine  durée, 

8c  la  perception  de  la  mefure  confifte  dans  la  connoif- 
fance de  la  durée  de  tous  les  tons  & des  proportions 
qui  en  naiffent , comme  fi  un  ton  dure  deux  fois,  trois 
fois  ou  quatre  fois  plus  qu’un  autre.  Le  tambour  & la 
timbale  nous  fourniffent  une  Mufique  ou  la  feule  mé- 
fure  a lieu,  puifque  tous  les  tons  font  égaux  entr’eux, 

& là  , il  n’y  a point  d’harmonie  ; comme  il  y a auflî 
une  Mufique  ou  la  feule  harmonie  a lieu  . à l’ex- 
clufion  de  la  mefure  j mais  une  Mufique  parfaite  con- 
tient 8c  l’harmonie  8c  la  mefure.  Maintenant  celui  qui 
entend  une  Mufique  , 8c  qui  comprend  par  le  juge- 
ment de  fes  oreilles  , toutes  les  proportions  fur  les- 
quelles , tant  l’harmonie  que  la  mefUre  eft  fondée. 
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a certainement  h.  plus  parfaite  connoiflance  de  cette 
Mulîque  qu’il  foit  poflible , pendant  qu’un  autre  qui  n’ap- 
perçoit  ces  proportions  qu’en  partie  ou  point  du  tout, 
n’y  comprend  rien  ou  en  a une  connoiflance  impar- 
faite. Mais  le  plaifir  fur  lequel  roule  notre  queftion  eft 
encore  bien  différent  de  cette  connoiflance  , dont  on 
vient  de  parler  ; quoiqu’on  puifle  foutenir  hardiment 
qu’une  Mufique  produit  plus  de  plaifir  quand  on  en 
a une  certaine  connoiflance.  Car  la  feule  connoif- 
fance  de  toutes  les  proportions  qui  régnent  dans  une 
Mufique,  tant  à l'égard  de  l’harmonie  que  de  la  mefure, 
ne  fuffit  pas  encore  pour  exciter  le  fentiment  du  plaifir  ; 
il  faut  quelque  chofe  de  plus.  Pour  fe  convaincre  que 
la  feule  perception  de  toutes  les  proportions  d’une  Mu- 
fique n'eft  pas  fuffifante  , on  n'a  qu’à  confidérer  une 
Mufique  fort  fimplequi  ne  marche  que  par  des  o&aves, 
où  la  perception  des  proportions  eft  certainement  la 
plus  aifée  ? cependant  il  s'en  faut  beaucoup  que  cette 
Mufique  caufe  du  plaifir,  quoique  celui  qui  l’entend  en 
ait  la  connoiflance.  On  dit  donc  que  le  plaifir  demande 
une  connoiflance  qui  ne  foit  pas  trop  facile,  mais  qui 
exige  quelque  peine?  il  faut,  pour  ainfi  dire,  que  cette 
connoiflance  nous  coûte  quelque  chofe.  Mais  à mon 
avis  cela  ne  fuffit  pas  encore  : une  diflonance  dont  la 
proportion  confifte  en  des  plus  grands  nombres  , eft 
plus  difficile  à être  comprife  , cependant  une  fuite  de 
diflonances  mifes  fans  choix  & fans  deflein  ne  plaira 
pas.  Il  faut  donc  que- le  compofiteur  ait  fuivi  dans  fa 
compofition  un  certain  plan  ou  deflein  , qu’il  ait 
exécuté  par  des  proposons  réelles  & perceptibles  j & 
alors , lorfqu'un  connoifleur  entend  cette  piece  , & 
ou’outre  les  proportions  il  en  comprend  le  plan  & le 
deflein  même  que  le  compofiteur  a eu  en  vue , il  fentira 
cette  fatisfaélion  , qui  eft  le  plaifir  dont  une  belle  Mu- 
fique frappe  les  oreilles  intelligentes.  Ce  plaifir  vient 
donc  de  ce  qu’on  devine,  pour  ainfi  dire,  les  vues  8c 
les  fenrimens  du  compofiteur,  dont  l’exécution  en  tant 
qu’on  la  juge  heureufe,  remplit  l’efprit  d’une  agréable 
fatisfa&ion.  C’eft  à peu  près  une  femblable  fatisfa&ion 
qu’on  reffent  eft  voyant  une  belle  pantomime  , où  on 
peut  deviner  par  les  geftes  & les  adtions,  les  fentimens 
& les  difcours  qui  en  font  repréfentés  , 8c  qui  exécu- 
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tcnt  outre  cela  un  beau  deflfein.  Dès  qu’on  a deviné 
le  fens  d’une  énigme  propofée,  & qu’on  reconnoit  qu  il 
cft  parfaitement  exprimé  dans  la  propofition  de  l’é- 
nigme , on  en  reffent  un  grand  plaifir  ; au  lieu  que  les 
énigmes  plates  & mal  digérées  n’en  caufent  aucun.  Voilà 

J>eut-être  les  vrais  principes  , fur  lefquels  font  fondés 
es  jugemens  fur  la  beauté  des  pièces  de  Mufique.  A 
ces  raifons  on  pourroit  ajouter  que  les  concerts  agréa- 
bles produifent  dans  le  fluide  nerveux  un  mouvement 
doux  , & dans  les  nerfs  un  ébranlement  cadencé,  au- 
quel l'Auteur  de  notre  être  a attaché  un  certain  fenti- 
timent  de  plaifir  > mais  comme  ceci  ne  regarde  plus 
les  mathématiques,  nous  renvoyons  ceux  de  nos  ledleurs 
qui  voudront  connoître  plus  particuliérement  pour- 
quoi certaines  chofes  plaifent  aux  uns  tandis  qu’elles 
déplaifent  aux  autres  , à ce  que  nous  avons  dit  fur  cette 
matière  dans  notre  Métaphvfique , dans  le  chapitre  de 
de  la  fympathie  & de  l’antipathie  , où  ils  trouveront 
peut-être  des  chofes  qui  leur  feront  plaifir. 

De  l'  O p t i (2  v e. 

iyx.  J'entends  ici  par  Optique  la  fcience  qui  a pour 
objet  les  propriétés  de  la  lumière. 

Les  bornes  de  cet  ouvrage  ne  permettant  pas  de  la 
traiter  à fonds  , je  me  contenterai  de  parler  de  quel- 
ques queftions  intéreflantes , pour  faire  mieux  fentir  aux 
commençants  les  avantages  & la  fécondité  de  l’analyfe. 

Dans  le  mouvement  de  la  lumière , l’angle  de  réfle- 
xion eft  toujours  égal  à celui  d’incidence , tandis  que 
celui  de  réfraétion  eft  à celui  d’incidence  dans  un  rap- 
port confiant  ( * ).  Ces  deux  vérités  fondées  fur  l’ex- 


( * ) Si  l’on  fuppofe  qu’un  rayon  de  lumière  A M aille 
choquer  obliquement  le  plan  D MC  (fig.  107  ) , en  décom- 
pofant  la  vîtefle  AM  en  AD  = PM  & A P ==  D M , il 
cft  vilîble  que  le  choc  fera  exprimé  pat  PM  : car  la  vî- 
tefle horifontale  DM  = MC  ne  tend  qu’à  faire  glifler 
le  globule  de  lumière  de  M en  C.  Le  refîort  ou  la  force 
répulfivc  rendant  après  le  choc  la  vîtefle  perdue  MF;  fi 
l’on  compofe  cette  vîtefle  M P avec  la  vîtefle  horifontale 
MC,  on  verra  évidemment  que  le  rayon  de  lumière  doit 
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périence  font , fi  Ton  peut  s’expliquer  ainfi , le  fonde* 
ment  de  l’üptique.  Si  la  lumière  palfe  de  l’air  dans  le 
verre  , l’angle  de  réfraction  eft  à celui  d’incidence, 
comme  1:5,6  elle  palfe  de  l’air  dans  l’eau  comme 
5 : 4 environ  , &c.  Si  la  lumière  palfoit  de  l’air  dans 
l’eau  fous  un  angle  d’incidence  d'environ  90°.  (*)  : 
l’angle  de  réfraction  feroit  d’environ  a8°.  50'.  C’eft 

{)ourquoi  fi  la  lumière  palfe  de  1 eau  dans  l’air  fous 
'angle  de  48°.  30',  il  doit  rafer  la  furface  de  l’eau; 
mais  fi  l’angle  d’incidence  étoit  plus  grand  que  48°. 
io'  le  finus  de  l’angle  de  réfraétion  feroit  plus  grand  que 
Je  finus  total , ce  qui  eft  abfurde.  Il  n’eft  donc  pas  pof- 
fible  que  dans  ce  cas  le  rfiyon  forte  de  l’eau  ; aulfi  l’ex- 
périence apprend  qu’alors  le  rayon  eft  réfléchi  de  la 
furface  commune  de  l’air  8e  de  l’eau  , tk  qu’il  relie  dans 
cette  eau. 

Suppofons  un  point  N ‘(fig.  108,1098e  iio)placé  dans 
l’axe  d’un  miroir  fphérique  concave  ou  convexe  M AB, 
de  maniéré  que  le  rayon  incident  N M,  falfe  un  angle 
infiniment  petit  avec  l’axe  NC,  il  fera  facile  de  trou- 
ver le  point  F dans  lequel  le  rayon  réfléchi  par  le  point 
]V1  rencontre  l’axe.  Menons  du  centre  C le  rayon  CM  qui 
fera  le  catheted  incidence , & l’angle  CME  (quifig.  1 10) 
eft  = NMg  ( Ton  oppofé  au  fommet  ),  fera  égal  à 
l’angle  de  réflexion  ; M F ( fig.  108  8c  109  ) &c  M G ( fig.' 
J 1 o ) fera  le  rayon  réfléchi.  Puifque  les  droites  CA, 
CM  forment  un  angle  très -petit,  on.  peut  fuppofer 
N A = N xM.  Soit  maintenant  NA  = NM=D  la  dis- 
tance de  l’objet  au  miroir,  AC  =r,  F M==  FA  => /,  nous 
aurons  FC=/ — r,  (fig.  109  ) ou  r — / (fig.  108  & 110), 


fuivre  en  fe  réflexilTant  le  chemin  MB,  de  maniéré  que 
l’angle  AMD  foit  = BMC,  & l’angle  AM  P = P MB. 

( * ) On  doit  faire  attention  que  l’angle  d’incidence 
d’un  rayon  de  lumière  AM  qui  tombe  fur  une  furface  plane 
eft  celui  que  la  direction  de  ce  rayon  fait  avec  la  per- 
pendiculaire PM,  que  j’appellerai  le  cathete  d'incidence  , 
& que  l’angle  de  réflexion  ou  de  réfraélion  eft  celui  que 
fait  le  rayon  réfléchi  ou  rcfraélé  avec  la  même  perpendi- 
culaire ou  avec  fon  prolongement. 
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& C N =D  — r , (fa.  108  ) ou  — r — D ( fig.  109  ) , & = 
D + r ( fig.  i io  ).  Cela  pofé  , à caufe  que  l'angle  FMN 
(fig.  108  & I09)&  N M Ci  (fig.  ii o)  eft  divifé  en  deux  par- 
ties égales  par  la  ligneCMjl’on  aura  pour  les  fig.  108  & 109 
( v-Gémét.  n°.  $1)  CN  : CF  : : MN  : MF , ou  ± D cp:  r : 
r Lf  + r : D Donc  dans  les  miroirs  concaves  l'on 
Dr  . 

— * Mais  dans  le  miroir  convexe  MAB 

(fig.  110),  CN  : MN:: fin.  CMN  = fin.  CME  = 
fin.  C M F : fin.  M C N <=finM  C F.  Mais  le  triangle  FMC 
donne  fin.  FMC:  fin.  M C F : : C F : F M.  Ainfi  C N : 

• D.  r 

CF::MN:MF,ouD  + r:r — /;:  D :/•=  — .-c-- — » 

J y zD  + r- 

C’eft  pourquoi  la  formule  générale  pour  les  miroirs 

, Dr. 

concaves  & convexes  fera  / = ‘r.  — ~ > mais  cette 

X U r 

formule  n’a  lieu  qu'autant  que  l’arc  A M eft.  fort  petit, 
auffi  bien  que  l’angle  C N M. 

Si  le  rayon  incident  N M (fig.  108  ) eft  parallèle  à 
l’axe  NA,  c’eft-à-dire , fi  l’objet  N eft  fitué  à une  dif- 
tance  qu’on  puiffe  regarder  comme  infinie  , l'angle 
N MC  fera  égal  il  l’angle  FCM,  fon  alterne  interne, 
& le  triangle  CMF  fera  ifocelle,  & fi  les  rayons  qui 
fe  raflembleront  en  F ou  tout  près  de  F font  en  allez 
grande  quantité  , ils  pourront  brûler  un  objet  combuf- 
tible  fitué  en  F. 

Suppofons  que  l’objet  N .eft  infiniment  proche  du 

miroir,  on  aura  D —±-55,  8c  f—  — — * Dans  le  mî- 

H-  00 

roir  concave  le  ligne  — fait  voir  que  l’image  de  l’objet 
eft  placée  hors  du  miroir  fur  le  prolongement  de  l’axe  ; 
au  contraire  dans  le  miroir  convexe  l’image  eft  alors 
fituée  du  côté  de  la  concavité , &r  cela  arrive  toujours 

D.r  . 

dans  ce  miroir,  parce  que /=  ^ eft  toujours  une 

quantité  pofitive.  Si  l’on  fuppofe  zD<r,  2D  — ■ r 

fera 
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D.  r 

fera  une  quantité  négative  , & /=»  2 ^ fera  auffi 

une  quantité  négative > c’eft  pourquoi  l'image  de  l’objet 

r 

■fera  derrière  le  miroir.  Si  D = “ l’on  aura  f — oo. 

* y 

G eft  pourquoi  fi  l’objet  eft  fitqé  à une  diftance  du  miroir 
concave  égale  au  quart  de  fon  diamètre  , l'image  fera 
à une  diftance  infinie.  Si  le  miroir  eft  convexe  rf  fera  = 

— • Si  dans  le  miroir  concave  l’on  prend  i D>r,/  = 

A D.  r 

- fera  une  quantité'  poficive  , & l’image  fera 

•fituéeducôté  de  la  concavité. Si  D — r,  l’on  aura /= 
r,  c’eft-à-dire  , fi  l’objet  eft  fitué  au  centre  du  miroir 
fon  image  le  confondra  avec  cet  objet.  Mais  fi  dans  le 


miroir  convexe  bn  fuppofe  D = — r , on  aura /=  — • 

. r . . ^ 

Si  D = oo , l’on  a /=  — dans  le  miroir  concave  ; c’eft 

la  même  chofe  dans  le  miroir  convexe  , en  fup- 
, pofant  D = — oo.  On  comprend  facilement- pourquoi 
fi  l’œil  fe  trouve  placé  au  centre  du  miroir  concave  . 
la  vifion  eft  confulè  ; car  alors  l’œil  fe  voit  de  tous 
côtés  fur  la  furface  du  miroir. 

i yj.  Si  un  arc  de  cercle  QPO  dont  le  centre  eft  le  même 
que  celui  du  miroir(fig.  m & 1 12),  eft  placé  devant  le  mi- 
roir B A D , fon  image  opq  fera  auffi  un  arc  de  cercle  con- 
centrique, plus  grand  ou  plus  petit  félon  fa  diftance  au 
centre  C.  De  plus  fon  image  fera  droite , c’eft-à-dire , 
que  la  fituation  de  l’image  de  l’objer  fera  la  même  que 
celle  de  l’objet,  fi  l'objet  & l’image  fe  trouvent  du  même 
côté  par  rapport  au  centre  du  miroir;  mais  l’image  fera 
renverfée  lorfque  le  centre  fera  fitué  entre  elle  & l’objet. 
En  effet  puifque  l’arc  O P Q eft  concentrique  au  miroir 
BAD,  les  droites  OB,  PA,  DQqui  partent  par  le  centreC, 
& fur  lefquelles  font  fituées  les  images  o,  p , q des  points 
O , P , Q font  égales  entr’elles  ; c’eft  pourquoi  D , qui 
dans  la  formule  générale  repréfente  la  longueur  de  ces 
droites  , fera  une  quantité  confiante,  auffi  bien  que  r; 
& partant  / fera  auffi  une  quantité  confiante  , c’eft-à- 
Tome  V . L 1 
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dire  les  droites  o B,  p A , q D font  égales  : ce  qui 
ne  peut  être  à moins  que  les  arcs  op</  , O P Q , BAD 
ne  foient  concentriques.  11  elt  dtonc  vifible  que  l’image  * 
8c  l’objet  étant  placés  du  même  côté  par  rapport  au 
centre  (fig.  lli  ),  l'image  & l’objet  auront  la  même  fitua- 
tion , puifque  tous  les  points  de  l'image  font  fitués  dans 
le  même  demi-diamètre  qui  pafle  par  les  points  analo- 
gues de  l’objet  : mais  fi  l’image  eft  au-delà  du  centre 
relativement  à l’objet  (fig.  1 1 1 ) , à caufe  que  les  droites 
fur  îefquelles  fe  trouvent  les  images  de  toutes  les  par- 
ties de  l’objet,  palTent  néceflairement  par  le  centre  du 
miroir  /les  iignes  qui  viennent  d’un  point  fitué  au-defius 
de  l’axe  qui  pafife  par  le  milieu  de  l'objet,  vont  fe  ren- 
contrer au  deflous  de  cet  axe,  après  avoir  pafifé  par  le. 
centre  & réciproquement  ; par  conféquent  fi  quelqu’une 
de  ces  droites  qui  font  fituées  au-dellus  de  l’axe  , part 
de  la  partie  fupérieure  de  l’objet,  qui  par  conféquent 
ell  aufli  fituée  au-deflus  de  l’axe  , fon  image  fera  fituée 
au-deflous  du  même  axe , puifqu’elle  doit  fe  trouver  fur 
une  ligne  qui  pafle  par  le  centre  & au-delà  du  centre. 

II  n’eft  pas  moins  évident  que  l’image  étant  concentri- 
que au  m’iioir  , doit  être  d’autant  plus  petite  quelle 
eft  fituée  plus  près  de  fon  centre  , 8c  au  contraire  elle  * 
fera  d’autant  plus  grande  quelle  fera  plus  éloignée  du  cen- 
tre. Ce  qu’on  vient  de  dire  fait  voir  aufli  que  dans  le 
miroir  convexe,  l’image  d’un  objet  concentrique  au  miroir 
doit  être  aufli  concentrique  au  même  miroir  j car  cette 
image  & l’objet  font  au-delà  du  centre  du  miroir  ; & 
parce  que  l’image  s'approche  du  centre  du  miroir  d’au- 
tant plus  qu’on  éloigne  davantage  l’objet  : elle  devient 
de  plus  en  plus  petite.  Dans  le  miroir  concave  l’image 
eft  droite  , & fa  grandeur  augmente  fi  l’objet  va  de  la 
furface  du  miroir  au  quart  du  diamètre  j elle  décroît  en- 
fuite  & prend  une  fituation  renverfée  lorfque  l’objet  s’ap- 
proche du  centre.  Enfin  elle  croît  de  nouveau  & relie 
renverfée  fi  l’obiet  s’éloigne  davantage  du  centre. 

, Il  n’eft  pas  difficile  de  comprendre  que  l’image  doic 
être,  d’autant  plus  petite,  tout  d’ailleurs  étant  égal, 
que  le  rayon  du  miroir  eft  plus  petit.  Au  reftc,  ce  que 
l'on  vient  de  dire  ne  peut  avoir  lieu  exa&ement  pour 
les  objets  d’une  figure  quelconque  , à moins  qu’on  ne 
les  fuppofe  allez  petits  pour  que  leur  largeur  puifle 
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être  confidérée  comme  un  arc  concentrique  au  miroir. 
En  effet  , fi  les  objets  n ont  pas  une  figure  Iphtrique 
concentrique  au  miroir  , leurs  images  paroiffent  d au- 
tant plus  difformes  que  «leur  furface  elt  plus  grande  &: 
le  rayon  du  miroir  plus  petit  Si  , par  exemple  , 1 on 
préfente  une  ligne  droite  à un  miroir  fphçrique  dans  une 
fituation  perpendiculaire  à l’axe  du  miroir , fon  image 
fera  curviligne;  cai  les  points  de  cette  ligne  étant  iné- 
galement dillants  du  miroir  , leurs  images  ferom  autli 
repréfentées  dans  des  diihnces  ^ inégales  j mais  ces 
inégalités  ne  font  pas  dans  un  même  rapport. 

i J4.  La  formule  précédente  elt  très-propre  à nous  faire 
découvrir  les  propriétés  dos  miroirs  plans}  car  en  fuppo- 

D r 

fant  r = oo  , la  formule/—  — — devient  f — — 

D.  de-là  il  fuit  que  dans  les  miroirs  plans  l’image  elt 
autant  éloignée  au-delà  du  miroir  que  l’ob:et  l’ert  en 
deçà  , &:  il  elt  évident  qu’elle  elt  toujours  placée  dans 
une  fituation  droite.  Puifque  dans  les  miroirs  lphtri- 
ques  les  images  des  différents  points  de  l’objet  font 
fituées  fur  une  ligne  droite  qui  parte  par  le  centre  & 
par  ces  points  , & qui  elt  par  conféquejpt  perpendicu- 
laire à la  furface  du  miroir}  il  elt  vifible  que  dans  le 
miroir  plan  , les  images  de  tous  les  points  de  l’objet 
font  fituées  fur  une  perpendiculaire  menée  de  chacun 
de  ces  points  à la  furface  du  miroir.  Enfin , puifque  les 
perpendiculaires  menées  des  extrémités  de  l’objet  au 
miroir  font  parallèles  entr’elles,  il  elt  évident  que  l’i- 
mage de  l’objet  doit  avoir  les  mêmes  dimenfions  que 
cet  objet.  Dans  un  miroir  plan  iitué  horifontalement, 
les  objets  droits  paroiffent  renverfés  , & au  contraire 
fi  le  miroir  elt  incliné  , les  obiers  paroiffent  inclinés 
du  côté  oppofé.  Si  le  plan  du  miroir  fait  un  angle  de 
4}  degrés  avec  l’horifon  , lts  obiets  fitués  horifontale- 
ment  paroiffent  verticaux  , & les  objets  verticaux  pa- 
roiffent dans  une  fituation  horifontale  } ce  qui  vient  de 
ce  que  toutes  les  parties  de  l’objet  font  repréfentées 
derrière  le  miroir,  & celles  qui  font  les  plus  près  de 
la  furface  antérieure  du  miroir,  font  auflî  repréfentées 
plus  près  derrière  le  miroir , tafidis  que  les  parties  les 

{dus  éloignées  font  auffi  repréfentées  plus  loin  derrière 
e miroir. 

L1  z 
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i ) f.  Soit  maintenant  un  objet  O (fig  1 15  ) donné  de 

Eiofition  , & B À I une  furface  fphérique  réfringente , donc 
e rayon  foit  A K & fuppofons  que  le  linus  de  l'angle 
d'incidence  eft  au  finus  de  l'angle  de  réfraction  comme 
p eft  à g , par  le  point  O & le  centre  K menons  la 
ligne  indéfinie  OL  Soit  Ol  le  rayon  incident  infini- 
niment  proche  de  l’axe  OA,  & menons  du  point  K 
au  point  I le  cathetc  d’incidence  K I ; il  eil  viable  que 
la  ligne  KG  perpendiculaire  fur  le  raj'on  incident  OI, 
fera  le  finusde  l’angle  d’incidence  KlG.  C’ell  pourquoi 
faifant  la  proportion  v : q : : KG  : x , la  quantité  x 
fera  le  finus  de  l’angle  de  réfraction.  Donc  fi  avec 
le  rayon  K H = x on  décrit  du  point  K un  arc  de  cercle 
auquel  on  mene  du  point  I une  tangente  I H qui  aille 
rencontrer  l’axe  AO  en  P , PI  ou  l'on  prolongement 
repréfentera  le  rayon  réfraCté  , KIP  fera  l’angle  de 
réfraction  & la  ligne  KH  le  finus  de  cet  angle:  & par- 
ce que  la  même  conftruétion  a lieu  pour  les  autres 
rayons  infiniment  proches  de  l’axe  OA  , ces  rayons 
feront  réfractés  de  maniéré  qu’ils  feront  tous  dirigés 
vers  le  point  P,  qui  fera  par  conféquent  l’image  ou  le 
foyer.  . 

Soit  maintenant  OA  = OI  = D,  le  rayon  de  fphéri- 
cité  Kl  = ±r,fi  l’objet  eft  fitué  du  côté  de  la  con- 
vexité ori  fera  ce  rayon  = -+-r,AP=IP=fj  la 
conltruétion  dont  nous  venons  de  parler  donnerai  :q:z 

Z?  K H 

K G : KH,  d’où  l’on  tire  K G = Mais  à 

? 

caufe  de  l’angle  A O I infiniment  petit , l’arc  I A peut 
être  regardé  comme  une  ligne  droite  perpendiculaire  à 
l’axe  O A ; de  forte  que  les  triangles  rectangles  O AI, 
OKG  font  fenfés  femblables  auffibien  que  les  triangles 
PAI,  P K H.  Donc  on  aura  les  proportions  fuivanres 


OK:OI::KG:Al  = °T**- , &KH:AI::PK 

O K. 

:PI  = PA.  Donc  en  faifant  le  produic  des  extrêmes 
égal  à celui  des  moyens  , divifant  par  K H & fubfti- 


ruant  la  valeur  de  A I , on  trouvera  P A =s 


OIXKGXPK 

OKXKH 
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Donc  en  fubftituant  les  valeurs  algébriques,  il  viendra 
D p r D pV 


f = 


pour  les  fur- 


D/>  — ç(D-f-r)  D(p  — q)—rq 
faces  convexes  ; mais  pour  les  furfaces  concaves , 
D p r D p r 

on  aura  / D($  — p)  — rq  q(  D — r ) — D/> 

Si  la  lumière  paffe  de  l’air  dans  le  verre , on  pour- 
ra faire  p — 51  & q — 10  ; c'eit  pourquoi  dans  le  pre- 
. * 5 1 D r 

mier  cas  ./fera  = — — ftaais  dans  le  fécond  cas, 

J U D — 10  r * 

;i  Dr 

il  vient  f = — '•  Si  nous  fuppofons  deux 

milieux  homogènes  d’une  étendue  immenfe , l’un  d’air 
& l’autre  de  verre  , de  maniéré  que  la  furface  du  verre 
foit  fphérique  &:  convexe  du  côté  de  l’air  & qu’un  ob- 

i’et  lumineux  s’éloigne  de  cette  furface  dans  l’air  à 
'infini  en  fuivant  une  ligne  perpendiculaire  à cette 
furface,  on  pourra  facilement  déterminer  la  pofition  de 

3 1 D r 

l’image.  En  effet  fi  dans  la  formule  /■=  — — * — 

& 1 1 D — 10  r 


10. r 

on  fuppofe  la  valeur  de  D plus  petite  que  — — & plus 

grande  que  zéro , f fera  une  quantité  négative  ; donc 
l’image  fera  hors  du  verre  : car  la  valeur  pofitive  de  f 
défigne  la  dillance  de  la  furface  réfringente  par  rap- 
port à une  image  fituée  au  delà  de  cette  furface  par 
rapport  à l’objet.  Cette  image  fera  toujours  droite  &c 
pourra  s’éloigner  à l’infini  de  la  furface  réfringente.  Si 

20.  r 

la  valeur  de  D eft  entre  & co  r,  / fera  toujours 

une  quantité  pofitive  , l’image  fera  fituée  dans  le  verre 
dans  une  fituation  renverfée  , elle  s’approchera  en- 
fuite  de  la  furface  réfringente  jufqu’à  la  diftance  de 

? 1 r 
- * 

11 

Si  la  furface  qui  fépare  les  deux  milieux  tourne  fa 

L1  3 
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, J )iDf 

concavité  à l'air  , alors  on  a / = , & 

quelle  que  foit  la  grandeur  de  la  diftance  D,  / fera  une 
quantité  négative,  de  maniéré  que  l'image  lïtuée  hors  du 
verre  fera  toujours  droite  : il  eft  facile  de  voir  ce 
qui  doit  arriver  lorfque  D croît  depuis  zéro  jufqu’aoo  r . 

Dans  l’ufage  des  verres  il  y a ordinairement  deux 
réfractions,  l'une  à l'entrée  , l'autre  à la  fortie.  Soit  O la 
polrtion  de  l’objet  v fig  114  ) fur  l’axe  O P d’un  verre 
convexe  des  deux  côtés,  qu’on  appelle  lentille,  & loient 
C & K les  cenfies  des  furfaces  fphériques  qui  forment 
celle  de  la  lentille,  on  pourra  trouver  le  point  F dans 
lequel  le  râyon  OI  infiniment  proche  de  l’axe  OA 
va  rencontrer  cci  axe  après  deux  réfractions.  Soit  OA  = 
D,  C B = R , KA  = r,  F B •—  x,  PB  = ^,  Pétant 
le  point  dans  lequel  le  rayon  incident  O I iroit  rencon- 
trer l’axe  après  la  première  réfraCtion.  Soit  AB  ~e 
l’épaifleur  de  la  lentille,  C D —mt  KG  = n,p  le  lïnus 
d’incidence  2>r  q le  lïnus  de  l’angle  de*  réfraâïon  dans 
l’entrée  ; il  eft  vifible  que  nous  aurons  la  proportion 

n 5 

p:‘ç::KG~n:KH=  — ; on  aura  de  même  q : p : : 

P 

m p 

C D = m : C E=  — • D’ailleurs  à caufe  des  triangles 
« 9 

reCtangles  femblables  O A I , O K G , on  aura  O G = 
O K : O A : : G K : A I , c eft-à-dire  D -f  r : D : : n : A I 

Dn 

= * De  même  à caufe  des  triangles  femblables 

P A I,  P K H , on  trouvera  P A = -f-  « :PH  = j + < 
D n n q 

— r::AI=~ :KH= — • Donc  en  égalant  le 


produit  des  extrêmes  à celui  des  moyens , nous  aurons  un 

D e q -f-  e q r- f-  D p r — D t p 

équation  d’où  l’on  tirera  r *= — — • 

1 1 D/>  — D q — qr 

D’un  autre  côté  les  triangles  femblables  PCD,  P BT 

donnent  PD  =»j-t-R:PBs={::  CD=m:BT  =*> 
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Enfin  à caufe  des  triangles  femblables  FCE, 

^ —J—  R. 

F BT,  on  aura  la  proportion  FC=*-fi-R:FB  = x 
..rp  — — • B T—  — , d’où  l’on  tire  £ = 

• Subftituant  dans  cette  équation  la  va- 

q x -4-  J R — p X 

leur  de  r trouvée  ci-defïus,  il  viendra,  toute  réduc- 
tion faite  x = (DpçR'"  ■+•  De?1  R F) «P? R + 
<g*rR)i  ( Dp1  R — Dp?R  — PÎ'R  — De  ql 

— Dpqr-\-lDcpq—Depl+Dp1r  — eq1  r -+- 
e pqr  ) (*). 

Si  l’on  fuppofe  p ==  3 1 & $ = 20,  la  formule  précé- 
dente devient  x — 

6iO  D r R — 220  D eR  -f-  4OO  er  R . ^ 

341  D R -4- 341  D r — <$20r  R—  I 2 1 Df-f-  220  f r ' 
fi  on  fuppofe  c = o , c’eft-à-dire  fi  on  néglige  lepaif- 

20  D r R 

feur  du  verre , il  viendra  *n  ]}  R + 1 x D r — 20  r R : 

IO  D r 

enfin  fi  on  fuppofe  r = R,  on  aura  x=  It  p 10f* 

Si  la  lentille  de  verre  eft  fuppofée  également  con- 
vexe des  deux  côtés  & qu’un  objet  lumineux  affez,  pe- 
tit fitué  d’abord  en  A.,  s’éloigne  à 1 infini  en  fuivant  la 
direction  de  l’axe  A O , il  eft  évident  par  la  formule  * 

7o  D * 

= — — — ~ , que  D étant  fuppofée  =»o  , l’image  de 
11  D — ior 

l’objet  fera  droite  & fe  confondra  avec  cet  objet , ejle 
s’éloignera  du  verre  à l’infini  en  allant  du  même  cote 

. 10  f 

que  l’objet , ce  qui  arrivera  lorfqu’on  aura  D = 


Dans  les  autres  valeurs  de  D , depuis  D 


1 1 
îor 

1 1 


Les  deux  points  indiquent  une  divifion. 

L 1 4 
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jufqu’à  D — oor,  la  valeur  de  x eft  pofitive  & décroif- 
faîne  , l’image  fera  renverfée  &r  fituée  du  côté  oppofé  à 
l’objet , elle  reviendra  de  l'infini  jufqu’à  une  diftance  du 
io  r 

verre  = — , & les  rayons  qui  la  formeront  fortiront 

du  verre  d’abord  parallèles , puis  convergents  de  plus 
en  plus. 

Si  la  lentille  eft  piano-convexe  , on  pourra  fuppofer 

zo  D r R 

R = oo  , Se  alors  on  trouve  x = — prrri f; 5- 

1 1 D R-f- 1 1 D r— zo  r R 

Zo  D r 
Il  D — Zo  r 


Si  la  lentille  eft  également  concave  des  deux  côtés, 
on  doit  changer  le  ligne  du  rayon  r pour  avoir  x = 

— 12 -•  Mais  fi  la  lentille  eft  piano-concave , il 

Il  D -f-  lo  r 

— ZO  D r 

viendra  x = p— * Enfin  fi  la  lentille  eftcon- 

II  D-f-Zor 

vexe  d’un  côté  8c  concave  de  l’autre  on  pourra  fuppo- 
fer un  des  rayons  négatifs  , de  forte  qu’en  donnant  le 
figne  — à R 8c  négligeant  l’épaiffeur  de  la  lentille,  on 
zo  D r R 

trouvera  x = — pt» — r=: “““U  * 

Il  DR  — llUr — 20  r R 


157.  On  peut  fuppofer  dans  la  pratique  qu’un  objet  eft 
infiniment  éloigné  à l’égard  daine  lentille  , lorsque  fà 
diftance  eft  iooo  fois  plus  grande  que  le  rayon  de  fphé- 

10  D r 

ricité.  Ainfi  fi  dans  la  formule  x=  — ~ , on 

il  D — lor 

fuppofe  r = io  pouces  8c  D = iocoo , on  trouvera  x — 
9.  ioz  pouces  ; mais  en  faifant  D = co  , il  vient  x 
= 9.091  pouces  de  maniéré  qu’il  ne  s’en  faut  que  d’un 
centième  de  pouce  environ  que  l’image  nefoiraumême 
point , foit  qu’on  fuppofe  l’objet  à une  diftance  mille  fois 
plus  grande  que  ne  l’eft  le  rayon  de  fphéricité , ou  qu'on 
fuppofe  l’objet  à une  diftance  infinie. 

1 ?8.  Le  Télefcope  agronomique  eft  compofé  d’une  lentille 
PQ  de  laquelle  l’oeil  doit  être  très-proche.  Se  qu’ont 
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nomme  oculaire  ( fig.  113  ) ; cette  lentille  eft  convexe  de 
deux  côtés  ou  feulement  d'un  feul  côté.  Elle  ell  fituée 
de  maniéré  que  fon  foyer  o concourt  avec  celui  du 
verre  MN  , qu’on  nomme  objectif  jmais  ce  foyer  com- 
mun doit  fe  trouver  entre  les  deux  verres.  Cette  conf- 
tru&ion  fait  voir  que  les  rayons  qui  viennent  d un  point 
O d’un  objet  O B très-éloigné , après  avoir  été  réfrac- 
tés à travers  le  verre  objeétif , fe  raflemblent  au  foyer 
o où  ils  peignent  l’image  du  point  O.  Mais  les  rayons 
qui  viennent  d’un  objet  O B fort  éloigné  doivent  être 
confidérés  comme  parallèles  , & d’ailleurs  on  confidere 
aufli  le  point  O «omme  placé  dans  la  ligne  droite  qui 
paffe  par  le  centre  des  verres,  qu’on  appelle  à caufe  de 
cela  axe  du  télefeope.  Maintenant  nous  pouvons  fuppo- 
ler  que  l'image  du  point  O eft  un  objet  fitué  au  foyer 
de  l’oculaire  PQ  ; c’eft  pourquoi  les  rayons  qui  repré- 
fentent  cet  objet  doivent  fortir  parallèles  de  l'oculaire, 
& ces  rayons  font  d’autant  plus  denfes  que  le  foyer 
de  l'oculaire  eft  plus  court  que  celui  de  l’objeétif.  Ainfi 
ces  rayons  doivent  peindre  au  fond  de  l’œil  une  ima- 
ge d’autant  plus  vive  .que  la  furface  de  l’objeélif  fera 
plus  grande  ; puifque  le  nombre  des  rayons  admis  eft 
proportionel  à cette  furface.  Il  eft  encore  évident  que 
dans  chaque  diftance  de  l’oculaire  , pourvu  néanmoins 
que  l’œil  fe  trouve  dans  la  direétion  des  rayons  paral- 
lèles ou  à peu- près  parallèles  qui  fortent  de  l’oculaire , 
l’image  du  point  qu’un  faifeeau  a formée  au  foyer 
de  l’objeélif,  fera  également  claire.  D’un  autre  côté 
les  rayons  qui  partent  du  point  B doivent  former 
l’image  de  ce  point  en  b auprès  du  foyer  o , pour  for- 
tir  enfuite  parallèles  de  l'oculaire  ; mais  cependant  d’au- 
tant plus  inclinés  à l’axe  que  la  courbure  de  cet  ocu- 
laire eft  plus  grande.  Pour  que  l’œil  puiflfe  voir  toute 
l’image  0 b , il  doit  être  placé  au  foyer  F qui  eft  le 
concours  de  tous  les  faifeeaux  que  forment  les  rayons 
qui  partent  de  tous  les  points  de  l’objet  O B , qui  pa- 
roît  renverfé  , parce  que  fon  image  ob  aune  fituation 
oppofée  à celle  de  cet  objet  ; c’eft  pourquoi  le  champ 
du  télefeope  , c’eft  - à - dire  , l’efpace  que  lœil  con- 
venablement fitué  en  F peut  voir  , dépend  furtout  de 
la  grandeur  de  l’image  ob  ; puifque  l’œil  peut  voir 
tous  les  points  dont  l’image  fe  trouve  dans  le  foyer  ou 
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très-près  du  foyer  de  l’oculaire.  D’un  autre  côté  fi 
l’objet  s’approche  de  l'obiettif,  fon  image  s’en  éloignera  > 
de  forte  qu'il  faudra  augmenter  la  dillance  de  l’oculaire 
afin  que  l’image  fe  trouve  toujours  placée  à fon  foyer. 
C’ell  pourquoi  la  dillance  de  l’objeétif  & de  l’oculaire 
doit  changer  lorfque  la  dillance  de  l’objet  change.  De 
même  fi  celui  qui  fait  ufage  d’un  télefcope  eft  myope, 
c’eft-à-dire  a la  vue  courte  & l’œil  trop  convexe,  il 
eft  nécelfaire  de  diminuer  la  dillance  qu’il  y a entre 
l’oculaire  & l’objeélif,  de  maniéré  que  l’image  ob  de 
l’objet  fe  trouvant  entre  l’oculaire  & fon  foyer,  les 
rayons  qui  tombent  fur  la  lentille  oculaire  en  fortent 
un  peu  divergens  > car  la  figure  de  l’œil  myope  les  fera 
alfez  converger  & réunira  les  rayons  de  chaque  point 
de  l’image  fur  un  point  fitué  au  fond  de  l’œil,  où  fe 
trouve  la  rétine  qui  n’elt  qu’une  expanfion  du  nerf  optique. 

Nous  avons  dit  que  les  objets  paroilfent  renverfés 
dans  les  télefcopes  aftronomiques  ; mais  en  ajoutant 
deux  autres  lentilles , qu’on  nomme  aulfi  oculaires , l’objet 
paroît  droit , & l'on  a une  lunette  d’approche  propre  à 
faire  appercevoir  les  objets  terceftres  ( fig.  116.  ).  Les 
quatres  lentilles  ont  un  axe  commun  & le  foyer  de  cha- 
cune concourt  ordinairement  avec  ceux  des  autres  en- 
tre lefquelles  elle  fe  trouve. 

i La  force  des  microjcopes  dépend  des  mêmes  prin- 
cipes. Soit  M N ( fig  117  )une  lentille  convexe  de  deux 
côtés  , placée  de  maniéré  que  fon  foyer  fe  confonde  avec 
le  point  ü de  l’objet  OB;  les  rayons.qui  partent  de  ce 
point  & qni  traverfent  la  lentille  MN  en  fortent  pa- 
rallèles , & forment  au  fond  d’un  bon  œil  une  image 
vive.  Le  point  B du  même  objet  eft  alfez  proche  de 
l’axe  pour  qu’on  puilfe  le  regarder  comme  fitué  au 
foyer  ; de  forte  qu’il  envoyé  des  rayons  qui  entrent 
dans  J’œil  fenfiblement  parallèles , mais  d’autant  plus 
inclinés  à l’axe  que  la  dillance  du  foyer  eft  plus  petite  ; 
C’eft  pourquoi  fi  l’œil  eft  placé  au  point  o de  l’axe  par 
lequel  pafte  le  rayon  principal  BC  (c’eft  celui  qui  pafle 
par  le  centre  de  la  lentille  ) , l’objet  O B fera  vu 
diflinélement  fous  l’angle  B o O.  Suppofons  maintenant 
que  les  objets  ne  font  vus  d’une  maniéré  claire  s’ils  ne 
font  éloignés  de  l’œil  d’environ  7 à 8 pouces  , & que 
o 6 repréfente  cette  dillance , on  jugera  que  cet  objet 
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eft  placé  en  ci,  & la  grandeur  apparente  fera  augmen- 
tée dans  le  rapport  de  oc  : o O ( * ).  C'eft  pourquoi  la 
grandeur  apparente  des  objets  qu’on  confidere  à travers 
une  lentille  dépend  aufli  de  la  conformation  de  l’oeil. 
On  fait  auflî  des  microfcopes  avec  de  très- petits  glo- 
bes de  verre:  en  effet  fi  dans  la  formule  générale  dont 
on  a parlé  ci-deffus  on  fait  p = $ & q = 1 , ce  qui  a 
lieu  à peu-près  dans  le  paffage  de  l’air  dans  le  verre  , on 
trouvera  en  faifant  encore  l’épaiffeur  e du  verre  = ir, 
on  trouvera  dis-ie  *=f  5 c’eft-à-dire  fi  un  objet  eft 
placé  dar\s  l’axe  a une  petite  fphère  de  verre  à la  dis- 
tance d’un  quart  de  fon  diamètre , les  rayons  de  lu- 
mière après  avoir  traverfé  la  fphère  en  fortiront  paral- 
lèles^ c’eft  pourquoi  non  feulement  on  appërcevra  cet 
objet  clairement,  mais  on  le  verra  d’autant  plus  grand 
qu’il  fera  plus  près  de  l’œil. 

Il  y a d’autres  microfcopes  compofés  de  deux  len- 
tilles convexes  ( fig.  118  ) dont  la  lentille  objective  M N 
a un  foyer  plus  court.  Un  peu  au-delà  de  cette  len- 
tille on  place  l’objet  O B,  afin  que  fon  image  foit  éloi- 
gnée & groflie  à proportion  : on  fait  enfuite  tomber  le 
foyer  de  l’oculaire  fur  cette  image  afin  qu’on  puiffe 
voir  l’objet  diftinélement.  Cette  conftruétion  fait  voir 
que  la  diftance  de  l’image  de  l'objet  par  rapport  à l’ob- 
jedtif  varie  beaucoup  par  un  petit  déplacement  de  l’ob- 
jet. Enfin  la  grandeur  apparente  de  l’objet  change  à 
proportion  que  l’image  ob  s’approche  de  l’objeélif  & 
qu’elle  diminue.  Par  les  principes , ci-deffus  on  peut  efti- 
mer  l’augmentation  apparente  des  objets  vus  à travers  un 
télefeope  ou  un  microfcope.  L’extrémité  B d’un  objet 
( fig.  iip)  eft  vue  par  un  faifeeau  F P de  rayons  paral- 
lèles , & l’extrémité  O par  le  faifeeau  K F ; ainfi  le 
télefeope  fait  voir  l’objet  fous  l’angle  PF  K;  8c  parce 
que  l’image  ob  eft  fituée  au  foyer  de  l’oculaire  PQ  , les 
rayons  qui  partent  du  point  b doivent  fortir  de  l’ocu- 


(*)  Lorfque  rien  ne  s’oppofe  au  jugement  que  nous 
portons  fur  la  grandeur  d’un  objet  éloigné  , nous  l’cfti- 
mons  par  l’angle  optique,  c’eft-à-dire  , par  l’angle  que  font 
deux  rayons  vifucls  menés  de  l’œil  aux  extrémités  de 
l'objet. 
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laire  parallèles  au  rayon  principal  h K;  ainfî  l’angle 
P F K = A K o , & parce  que  le  rayon  BD  ne  fouffre 
aucune  réfraction  , un  œil  lituë  en  D verroit  fans  té- 
lefcope, l'objet  O B fous  1 angle  B D O = A D o.  C’eft 
pourquoi  l'angle  fous  lequel  on  voir  un  objet  par  le 
moyen  du  télefcope  , elt  à celui  fous  lequel  on  le  verroit 
fans  télefcope  comme  l’angle  A Ko  : AD  o.  Mais  en  prenant 
A o pour  rayon,  oK  fera  la  cotangente  de  l’angle  A Ko, 
& oD  la  cotangente  de  l’angle  b Do  ; donc  les  cotan- 
gentes des  angles  b Ko  , bDo  font  entr’elles  comme 
o K : o D , & leurs  tangentes  font  comme  o Û : o K. 
Et  parce  que  les  grandeurs  apparentes  des  objets  , 
fur -tout  éloignés,  dépendent  principalement  des  an- 
gles fous  Jefquels  on  voit  leurs  demi  - diamètres , le 
demi  - diamètre  d’un  objet  vu  à travers  un  télefcope 
elt  au  demi-diamètre  du  même  objet  vu  fans  télefcope, 
comme  la  longueur  du  foyer  de  l’objeétif  elt  à celui 
de  l’oculaire  ; de  forte  que  les  grandeurs  apparentes 
des  objets,  font  en  raifon  direCte  des  longueurs  des  foyers 
des  objeCtifs , & en  raifon  inverfe  de  celles  des  oculaires. 

Il  elt  évident  encore  que  s’il  s’agit  d’un  objet  fort 
éloigné  vu  fous  un  petit  angle  , d’un  degré  par  exemple  , 
ou  moindre , les  diltances  de  cet  objet  par  rapport  à 
l’œil  du  fpeCtateur  , font  en  raifon  inverfe  des  lînus  des 
angles  fous  lefquels  ont  les  voit , ou  en  raifon  inverfe 
des  angles  optiques  ; car  les  petits  angles  font  propor- 
tionnels à leurs  finus , aulfi-bien  qu’à  leurs  tangentes. 

160.  Supposons  que  l’ouverture  de  l’objectif  reftant 
la  même  , on  employé  fucceflivement  plufieurs  lentilles 
oculaires  , le  même  objet  paroîtra  d’autant  plus  obfcur 
que  le  foyer  de  l’oculaire  fera  plus  court.  La  rai- 
fon en  elt  évidente  ; car  les  faifeeaux  de  rayons 
parallèles  de  quelle  couleur  qu’ils  foient , qui.fe  cou- 

Î>ent  dans  l’œil  , forment  une  elpèce  de  cône  dont 
a bafe  elt  fur  l’oculaire  & le  fommet  dans  l’œil  (*)  ; 


( * ) Suppofons  qu’ayant  fait  un  trou  de  la  groilcur 
d’une  plume  à écrire  au  volet  d’une  fenêtre  , on  intro- 
duire dans  une  chambre  obfcure  un  rayon  de  foleil  , fi 
l'on  intercepte  ce  rayon  , en  lui  préfentant  une  des  faces 
Q R d’un  prifme  triangulaire  de  verre ( fig.  ijç),  tellement 
que  fon  axe  foit  perpendiculaire  à celui  de  ce  faifccau. 
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or  cet  angle  eft  d’autant  plus  grand  que  le  foyer  de 
l’oculaire  eft  plus  court;  c’eft pourquoi  les  rayons  en- 
trent dans  l’oeil  plus  ou  moins  difperfés  & peignent  l’i- 
mage de  i’obiet  au  fond  de  l’œil  d’une  maniéré  moins 
régulière  lorfque  cet  angle  eft  trop  grand.  D’un  autre 
côté  1 ouverture  de  l’objeÛif  reliant  la  même,  l’obf- 
curité  eft  d’autant  plus  grande  que  la  denfité  de  la  lu- 
mière eft  moindre  ; de  force  que  l’obfcurité  fuivra 
la  raifon  de  fon  aire  , c’eft-à-dire  que  l’obfcuricé  fera 
comme  les  ouarrés  des  diamètres  apparens,  ou  en  rai- 
fon des  quarrés  des  longueurs  des  foyers  des  oculaires  : 
puifque  les  demi-diamètres  apparents  fuivent  la  raifon 
inverfe  des  longueurs  des  foyers  des  oculaires  lorfque 
l’obje&if  ne  varie  pas.  Avec  un  peu  d’attentidn  il  eft 


alors  l’image  blanche  D (qu’on  verroit  fans  l'interpo(îcioa 
du  prifme)  fe  change  en  une  figure  lumineufe  FC  placée 
plus  haut  fur  la  muraille  blanche  LK  , oblongue,  arron- 
die par  les  deux  bouts,  & compofée  de  fept  couleurs,  rouge  , 
orangé  , jaune  , verd , bleu  , pourpre  , violet.  Cette  expé- 
rience fait  voir  que  la  couleur  blanche  qui  fe  peignoir 
en  D avant  l’interpofition  du  prifme  eft  un  affcmblage  ou 
mélange  des  fept  couleurs  dont  nous  venons  de  parler.  Le 
rayon  rouge  défigné  pat  r eft  celui  qui  s’écarte  le  moins 
de  fa  direction  primitive;  l’orangé  défigné  par  o s’écarte 
un  peu  plus  ; le  jaune  défigné  par;  s’écarte  encore  plus, 
8c  ainfi  de  fuite  jufqu’au  violet  ( indiqué  par  v ) qui  eft 
le  plus  refrangiblc.  Ce  font  les  gouttes  de  pluie  , qui  eu 
tombant  d’un  nuage  expofé  au  foleil , produifent  en  fé- 
parant  les  rayons  de  la  lumière  , les  belles  couleurs  de 
. l’arc  en  ciel.  Les  corps  qui  abforbent  certains  rayons,  qui 
ne  réflexiftent  ou  qui  ne  tranfmcctent  qu’une  efpecc  de 
rayons,  comme  les  rouges,  par  exemple,  doivent  paroîcre 
i rouges  ; tandis  que  ceux  qui  ablorbent  tous  on  prefquc 
tous  les  rayons  , excepté  les  bleus  , paroiflent  bleus , Sic. 
Cependant  les  rayons  de  la  même  couleur  ont  des  nuances  SC 
ne  font  pas  également  refrangibles.  Mais  fi  l’on  féparc 
le  rayon  rouge  , par  exemple,  pour  le  faire  palier  par  un 
fécond  prifme , il  demeurera  de  la  même  couleur , ce  qui 
prouve  que  cette  couleur  lui  eft  naturelle , & qu’elle  ne 
vienc  pas  du  prifme. 
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aifé  de  comprendre  que  les  rayons  parallèles  M m 
( fig.  120  ) qui  traverfent  une  lentille  N P ne  vont  pas 
tous  fe  réunir  au  même  point  F ; mais  qu'il  y en  a plu- 
fieurs  qui  vont  rencontrer  1 axe  en  r;  de  maniéré  que 
le  foyer  a une  petite  longueur  v r.  Ainfi  l’image  de  cha- 
que point  de  l’objet  O B fe  peint  fur  chaque  point  de  la 
ligne  vr,  ce  qui  rend  la  viuon  un  peu  confufe.  On  re- 
médie à cet  inconvénient , en  diminuant  l’ouverture  de 
l’objeébif  par  le  moyen  d'un  diaphragme , c’eft- à-dire  d’une 
furface  plane  , noire  & opaque  , percée  d'un  trou  rond  : 
car  le  diaphragme  abforbe  les  rayons  fuperflus  & ne 
laiife  paffcr  que  ceux  qui  peuvent  former  un  foyer  af- 
fez  petit  pour  que  la  vifion  n’en  foit  pas  troublée.  On 
a loin  de  peindre  en  noir  la  furface  interne  du  télefco- 
pe  afin  d’abforber  les  rayons  qui  étant  entrés  avec  trop 
tl’obliquité.pourroitnt  être  réfléchis  vers  l’oculaire  par 
la  furface  du  télefcope.  11  y a encore  une  autre  caufe 
d’imperfeéHon  , je  veux  parler  de  la  différente  réfrangi- 
bilité des  rayons  (*)  > car  la  lumière  ell  compofée  de 
fept  rayons  rouge  , orangé  , jaune  , verd  , bleu  , pour- 
pre, violet.  Mais  ces  couleurs  ont  des  nuances,  c’eft- 


( * ) La  figure  m fait  voir  que  l’image  d’un  objet  SQ 
peinte  au  fond  de  l’oeil , occupe  un  efpace  q r s , d’autant  plus 
grand  que  l'angle  optique  ou  fon  oppofé  au  fommet  q p s eft‘ 
plus  grand  : or  c’eft  principalement  parcct  angle  qu’on  cftimc 
la  grandeur  des  objets  un  peu  éloignés.  La  vifion  fera  con- 
fufe fi  l’image  de  l’objet  fc  peint  au  fond  de  l’œil  d’une  ma- 
niéré irrégulière  , ce  qui  arrive  lorfque  l’angle  optique  eft  trop 
grand  , parce  que  les  rayons  qui  partent  des  diffétens 
points  de  ['.objet  ne  peuvent  pas  par  les  réfraétions  qu’ils 
/ouftent  en  traverfant  les  humeurs  de  l'œil , aller  fe  réunir 
juftement  fur  la  rétine,  qui  tapifie  le  fond  de  l’œil  , Sc 
peindre  convenablement  les  points  , mais  ils  fe  réunifient 
en-deçà  , ou  bien  leur  point  de  réunion  eft  au  delà  de  la 
furface  de  cette  rétine  , que  je  fuppofe  être  l’organe  de 
la  vue  , quoiqu’il  y ait  des  Phyficiens  très  habiles  qui  don- 
nent cette  fonélion  à la  choroïde  qui  eft  une  membrane 
noire  recouverte  en  partie  par  la  rétine  ; mais  ceci  regarde 
la  Phyfique. 
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à-dire  que  tous  les  rayons  rouges  ne  fe  réfraélent  pas 
également , de  maniéré  que  le  linus  de  réfraction  étant 
exprimé  par  1 , dans  le  paflage  de  l’air  dans  le  verre  , 
celui  d’incidence  des  rayons  rouges  varie  depuis  1.54 
julqu’à  I.  54Z5  ; celui  des  rayons  orangés  depuis  1.54a y 
jufqu’à  1.544;  celui  des  rayons  jaunes  depuis  1444 
jufqu’à  1.5-4667  ; celui  des  verds  depuis  1.54667  jufqu'à 
1.55  ; celui  des  bleus  depuis  1.55  jufqu’à  1.55335  > 
celui  des  pourpres  depuis  1 5 5 J 3 3 jufqu’à  1.55555  ; 
enfin  celui  des  violets  depuis  1.55555  jufqu’à  1.56.  Si 
dans  la  formule  ci-deflus,  on  fuppofe  « = v,  r=R.& 

q r 

D = eo  , on  aura  x = , fi  l’on  fait  9=1, 

. lP  — £9 

& fucceflivement  pr=  1. 54  pour  les  rayons  rouges,  puis 

9 r 

P — x.  56  pour  les  violets , on  aura  x = = 

ip  — xq 

0.9159  e,  pour  les  rayons  rouges  Scx—  o.  8918  r pour 
les  violets.  La  différence  351  entre  lesco-efficiens  de  r,  eft 
la  vingt-huitieme  partie  du  plus  grand  ; donc  lorfque 
l’objet  eft  à une  grande  diftance , la  longueur  du  fpec- 
tre  coloré  formé  par  la  différente  réfrangibilité  de  la 
lumière  eft  le  7,  de  la  longueur  du  foyer  de  la  lentille; 
& parce  que  la  lumière  eft  la  plus  denfe  , & la  moins 
féparée  qu’il  eft  poflîble  vers  le  milieu  F du  foyer  , on 
peut  fuppofer  que  limace  des  objets  blancs  tels  que 
font  les  aftres,  eft  fitnéc  en  F,  & que  dans  un  télefeope 
les  limites  de  la  vifion  confufe  occafionnée  par  la  dif- 
férente réfrangibilité  des  ravons  font  de  part  & d’autre 
du  vrai  lieu  de  l’image  de  l’objet  éloignées  à jÿ  envi- 
ron de  la  longueur  du  foyer  de  l’objeftiF.  Mais  à çaufe 
des  triangles  femblables  vCD,  v P N , on  a G D : D v 
: :P  N : v N > donc  D C =-,V-  P N;  c’eft  à dire  le  diamè- 
tre C N des  franges  colorées  qui  entourent  l'image  F 
d'un  point  fort  éloigné,  eft  de  celui  de  l'ouverture 
de  l’objeftif.  Çes  franges , ou  iris , ou  nébulofités  ren- 
dent confufes  les  inpges  des  objets,  & c’eft  pour  di- 
minuer cette  confufion  qu’on  diminue  les  ouvertures 
des  objeftifs  (*)  ; mais  comme  par  ce  moyen  on  perd 


( * ) L'Ingénieux  Doiiond  ayant  pris  du  verre  blanc 
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de  la  lumière , 8e  par  conféquent  de  la  clarté  dans  l’i- 
mage , il  faut  régler  les  ouvertures  des  objeâifs , de 
forte  qu’il  y entre  fuffifamment  de  lumière , que  les  ima- 
ges foien:  nettes,  fans  iris  fenfibles,  ce  qu’on  peut  dé- 
terminer par  expérience  , félon  la  bonté  des  verres  dont 


d’Angleterre  dont  on  fe  fert  pour  les  télcfcopes  ordinai- 
res, Tl  en  fit  un  objeaif  MN  ( fig.  in  ) plan  concave,  le 
foyer  de  cet  objeftif  pour  un  télefcopc  de  trois  pieds  cit 
de  ii.  <5  pouces.  La  concavité  qui  étoit  tournée  du  côté  de 
l’oculaire  recevoit  la  convexité  antérieure  d’une  lentille  con- 
vexe de  deux  côtés  faite  d’un  verre  dont  la  force  refrangiblc 
étoit  différente  ( le  fiintglafs  eft  un  verre  qu’on  fait  en 
Angleterre  , qu’on  a voulu  imiter  en  France  a caufe  de 
fon  utilité  pour  la  conftruftion  des  télcfcopes  , mais  dont 
on  n'a  pu  encore  trouver  la  véritable  compofuion  : dans 
ce  verre  le  rapport  moyen  du  finus  d’incideface  au  finus  de 
refraftion  eft  celui  de  i.  J 9 8:  i , mais  dans  le  verre  Anglois 
ordinaire crowanglafs, ce  rapport  eft  égal  a celui  de  I.j4  : O, 
& dont  le  foyer  étoit  de  8.  g pouces;  ainli  lobjecrir  de 
cette  lunette  eft  compofé  de  deux  verres  qui  ont  des  re- 
fraélions  différentes  ; de  maniéré  que  l'une  des  refraéhons 
corrige  l’autre  , comme  cela  arrive  dans  les  humeurs  de 
l’œil  , & les  couleurs  ne  fc  féparent  pas.  Or  quoi- 
que la  lumière  qui  traverfe  cet  obje&if  ne  fe  decompotc 
pas  en  différentes  couleurs  , il  s en  fait  cependant  une 
rerite  réparation  lorfqu’elle  traverfe  les  oculaires  , mais  les 
iris  ne  font  fenfibles  que  vers  les  bords  des  lentilles  8c 
non  vers  le  milieu.  Quelquefois  les  rayons  rouges  d’autres 
fois  les  jaunes  ou  les  bleus  fe  font  remarquer  dans^  ces 
fortes  de  télefeopes;  néanmoins  on  obferve  les  objets  d une 
maniéré  très-diftin&e , on  les  voit  fous  un  grand  champ; 
car  dans  ces  fortes  d’inftrumens  , le  rayon  de  1 oculaire 
peut  être  plus  court  & l’ouverture  de  l’objeém  plus  grande 
que  dans  les  télcfcopes  ordinaires  , à caufe  que  les  couleurs 
ne  fe  féparent  pas  dans  l’objeéHf  , & n’cft point 

fatigué  par  une  longue  obfervation.  £es  fortes  de  télcu:o- 
pes  dont  les  objeûifs  font  compofés  de  différens  verres,  de 
maniéré  que  la  lumière  qui  les  traverfe  ne  fe  décompofe 
pas  en  couleurs  j font  connus  fous  le  nom  de  lunettes 
achromatiques . 

on 
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on  fe  ferr.  On  peut  même  placer  le  foyer  F entre  les 
foyers  des  rayons  jaunes  & oranges,  point  qu’on  trou- 
ve en  faifant  dans  la  formule  des  foyers  des  verres, 
p =±  $i  & q = 2ô.  La  raifon  en  elt  que  les  rayons  pour- 
pres , violets  , & même  les  rayons  bleus , 8e  les  rayons 
rouges  fitués  vers  r font  affez  foibles  à moins  que  la 
lumière  ne  foie  très-vive , de  forte  qu’au  lieu  d’un  P N 
on  peut  fubltituer  une  quantité  plus  petite , peut-être 
même  rj  s P N. 

161.  A l’égard  de  la  proportion  qu’il  doit  y avoir 
entre  la  longueur  du  foyer  de  l'objeétif  8e  celle  de  l’ocu- 
laire, elle  varie  beaucoup  félon  les  circonltances  de 
la  perfeûion  des  verres  8e  la  lumière  de  l’objet.  Nous 
ajouterons  feulement  ici  les  dimenfions  que  nos  meil- 
leurs Ouvriers  donnent  aux  lunettes  ordinaires. 

Pour  une  Lunette  à quatre  verres. 


longueur  du  ! Diamètre  de  1 

Longueur  du 

Diamètre  du 
diaphragme 

foyer  des  ob- 

l'ouverture 

foyer  des 

jeaifs. 

tics  objectifs. 

oculaires. 

au  foyer  de 
l'obje&if. 

x pied. 

1 6 ügn. 

4 l‘in' 

1 

22 

S r 

3 

9 

l6 

7 i 

4 

il 

28 

9 

S 

12 

JO 

10 

6 

1} 

31 

loi 

7 

«4 

34 

il 

8 

36 

ut 

| Augmenta- 
tion îles  dia- 
mètres appa- 
rens  des  ob- 
jets. 


yfois. 

ïi 

17 

21 


28 

JO 

3* 


Cette  table  fupoofe  cjue  les  objectifs  font  bons , fans 
être  des  plus  excellens  ; car  ceux-ci  pourraient  fuppor- 
ter  des  oculaires  d’un  foyer  plus  court , & des  ou- 
vertures plus  grandes  à l'objectif  aufli-bicn  qu’au  dia- 
phragme du  foyer. 


Tome  V. 


Digitized  by  Google 


6 Cours  de  Mathématiques. 


Pour  les  Lunettes  Agronomiques. 


/ 


Longueur  du 
foyer  des  ob- 
je&ifs. 


pieds. 

1 

2 

3 

4 


9 

10 
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14 
16 
18 
20 

jo 

3S 

4° 

4i 


1 Diamètre  de 

Longueur  du 

l’ouverture  des 

foyer  de  l’ocu- 

objectifs 
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3 
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3 

7 

3 
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3 

10 

3 

8 
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o4 

3 

10 

4 

3 

Augmenta- 
tion des  dia- 
mètres appa- 
reils des  ob- 
jets. 

environ 

20  fois 
28 


34 

4° 

44 

49 

f£ 

6o 

(>3 

66 

69 

7Î 

79 

§; 

89 

100 

I°9 
1 15 
126 
133 
141 


Lorfque  les  objeftifs  font  excellens , on  peut  leur 
-donner  des  ouvertures  plus  grandes , & des  oculaires 
d'un  foyer  plus  court.  C'eit  ainfi  quun  pbjeéhf  excel- 
lent de  24  pieds  , travaillé  par  Campam,  porte  alte- 
rnent un  oculaire  de  deux  pouces  & demi  de  loyer  , 
& une  ouverture  de  quatre  pouces  de  diamètre  . alors 
il  amplifie  163  fois  les  diamètres  apparens  des  objets 
céleftes  qui  confervent  une  clarté  fufiirante. 

S’il  eft  queftion  d’un  microfcope  à trois  verres , 1 °culalj£ 
doit  être  d'un  pouce  de  foyer  & d environ  9 lignes  de 
diamètre  3 . le  yerre  du  nulieu  place  a huit  lignes  de  dif- 
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tance  de  l’oculaire , doit  avoir  18  lignes  de  foyer , & 
un  pouce  de  diamètre.  On  y peut  ajufter  différentes 
lentilles  objectives  de  rechange  , par  exemple , de  6 
de  4,  de  z , de  1 lignes  de  foyer  ; cependant les  ouvertures 
de  ces  lentilles  doivent  être  très-petites  & aflujetties  à 
la  bonté  des  verres.  Leur  diftance  à l’oculaire  peut 
être  d’environ  fix  pouces  {”*). 


(*)  La  première  efpecc  de  télefeope  , qu’on  appelle 
Lunette  de  Hollande , ou  Lunette  de  Gallilée  ( c'eft  celle 

Î|ui  a été  inventée  la  première , vers  l’an  1 609 , & qui  a été 
eule  en  ufage  pendant  près  de  quarante  ans  ) a pour  ocu- 
laire un  verre  concave  ou  plan-concave  PQ  ( fig,  113  ) , 
placé  entre  l’objeétif  M N & fon  foyer  0,  de  manière  que  les 
axes  des  deux  verres  concourrent  en  une  même  droite  A o, 
& leurs  foyers  en  un  même  point  0. 

Par  cette  conftru&ion  il  eft  vifible  i°.  que  parce  que 
la  furface  de  l’objeétif  peut  être  beaucoup  plus  grande  que 
l’ouverture  de  la  prunelle  , il  peut  tomber  fur  l’objeétif 
une  quantité  de  rayons  partis  d'un  meme  point  d’un  objet, 
beaucoup  plus  grande  que  celle  qui  pou rroit  entrer  dans 
l'oeil,  a®.  Que  l’objet  étant  comme  infiniment  éloigné, 
les  rayons' incidcns  & parallèles  ( repréfentés  ici  par  AD* 
& par  fes  parallèles  ) , qui  par  la  réfraétion  faite  en  tra- 
verfant  l’objeétif  MN,  convergeroient  au  pointe,  re- 
deviennent parallèles  après  avoir  traverfé  l’oculaire  ; 'mais 
que  comme  l’oculaire  a été  placé  vers  la  pointe  o,  du 
cône  des  rayons  réunis  par  l’objeétif,  & que  les  rayons  Vont 
fort  déniés  vers  cette  pointe,  ces  mêmes  rayons  font  fort 
déniés  en  Portant  de  l’oculaire.  j°.  Que  par  conféquenr,  fi 
au  lortir  de  1 oculaire  > ils  font  reçus  dans  un  œil  d’une 
vue  excellente  , ou  dans  un  œil  presbyte  , ils  doivent  y 
fonder  une  image  du  point  de  l’objet  d’où  ils  font  partis 
laquelle  eft  d’autant  plus  vive  , que  le  faifeeau  des  rayons* 
lortans  de  l'oculaire  eft  plus  denfc  qu’il  n’étoit  en  rencon- 
trant l’objeétif  , & que  l’ouverture  de  l’objcétif  eft  plus 
grande  que  celle  de  la  prunelle.  r 

Pour  ce  qui  regarde  les  points  B de  l’objet  OB  , qui  font 
fitués  hors  de  l’axe  Ao  du  télefeope  , il  eft  clair  qu’ils  en- 
Yoyent  des  rayons  parallèles,  ( repréfentés  ici  par  CD, 

Mm  Z 
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De  l’intenfitc  de  la  lumière  qui  trayerfe  des 
milieux  diaphanes. 

162.  Suppofons  qu’on  ait  un  flambeau  & unè  chan- 
delle , qu’on  regarde  le  flambeau  à travers  un  milieu  dia- 


& par  fes  parallèles  ) que  l’objedif  tend  à réunir  au  point 
b,  proche  du  point  0 , & qui  rencontrant  l’oculaire  P Q, 
en  fortent  fenfiblemcnt  parallèles  5c  très  - denfes  ; de  ma- 
nière qu’un  oeil  presbyte  ou  un  œil  d’une  vue  excellente, 
en  doit  recevoir  une  image  très-vive  du  point  B : mais 
parce  qu’au  fortir  de  l’oculaire  , le  faifeeau  qui  forme  cette 
image  , diverge  du  faifeeau  qui  forme  celle  du  point  o , un 
même  œil  ne  peut  recevoir  en  même  tems  ces  deux  images , 
à moins  que  fa  prunelle  ne  foit  alfez  ouverte  8c  allez  proche 
du  concours  E des  dire&ions  de  ces  deux  faifeeaux  $ d’où  il 
fuit  qu’en  regardant  un  objet  par  le  moyen  de  ce  télefeope  , on 
voit  un  nombre  de  fes  parties  , d’autan:  plus  grand,  que  t’ait  eji 
plus  proche  de  l'oculaire  , £>  que  l’ouverture  de  la  prunelle  efi 
plus  grande.  Et  parce  que  l'ouverture  de  la  prunelle  eft  natu- 
rellement fort  petite  , 5c  quelle  fe  rétrécit  involontairement 
à proportion  de  la  lumière  qui  y entre , il  eft  clair  que  le 
champ  de  ces  fortes  de  télefeopes  eft  d’autant  plus  petit  que  l’ob- 
jet eft  plus  lumineux  , & que  l’oculaire  eft  a'un  plus  grand 
foyer.  Enfin  parce  que  la  nature  de  la  lumière  ne  permec 
pas  de  mettre  des  oculaires  d’un  aufiï  petit  foyer  qu’on 
veut,  qu'au  contraire  les  foyers  des  oculaires  doivent  être 
plus  longs , à proportion  de  la  longueur  des  foyers  des  ob- 
jectifs , il  fuit  que  le  champ  de  ces  fortes  ae  télefeopes 
eft  doutant  plus  petit  que  le  télefeope  eft  plus  long.  C’eft 
cet  inconvénient  qui  en  a aboli  l'ufage  pour  les  objets 
- fort  éloignés  , 5c  qui  par  conféquent  demandent  de  lon- 
gues lunettes  : on  n’en  fait  plus  gueres  de  cette  efpece, 
que  ceux  qui  doivent  être  fort  courts  , pour  ne  pas  trop 
groflir  les  objets  , tels  que  font  ceux  qu'on  nomme  vul- 
gairement Lorgnettes  d’Opéra. 

On  voit  encore  par  la  conftru&ion  de  ce  télefeope  , que 
les  objets  y doivent  paroîcre  droits  : car  le  faifeeau  c des 
rayons  qui  font  voir  l’extiémicé  B de  l’objet  qui  eft  au- 


Digitized  by  Google 


Problèmes  Physico-  M athe'mat.  54 9 


phane  & qu'on  éloigne  la  chandelle  ou  qu’on  l’approche 
de  l’œil  jufqu’à  ce  que  la  chandelle  & le  flambeau  pa- 
roiffent  également  lumineux  , on  pourra  juger  de  i’in- 
tenfité  de  la  lumière  du  flambeau. 


deflous  de  l’axe  A K , eft  auffl  reçu  par  l’œil  dans  une  di- 
rection cl , qui  vient  de  deffous  l’axe. 

Parlons  maintenant  des  téltfcopes  catadioptriques.  Un 
télefeope  catadioptrique  a la  propriété  de  détourner  les 
faifeeaux  de  rayons  partis  de  l’objet  , qui  s’étant  réflé- 
chis fur  la  concavité  d’un  miroir  fphérique  , convergent 

four  former  une  image  f ( fig.  U4.)  de  cet  objet  fur 
axe  ou  près  de  l’axe  du  miroir  & du  même  côté  que  l’ob- 
jet, ce  qui  l’empêche  d’etre  vue  directement  par  le  moyen 
d’un  ou  de  trois  oculaires  ; car  il  faudroit  que  le  fpeClateur 
plaçât  fa  tête  entre  lobjet  & l’image,  ce  qui  empêcheroit 
la  lumière  de  l’objet  de  parvenir  au  miroir  en  afTez  grande 
quantité  , & alfez  près  de  l’axe. 

Pour  éviter  cet  inconvénient , on  place  un  petit  miroir 
plan  m H,  incliné  à l’axe  du  miroir  fphérique  de  4;  de- 
grés ; ce  miroir  plan  renvoyé  en  o la  pointe  du  cône  des 
rayons  réfléchis  où  eft  l’image  , & on  ajultc  un  ou  trois 
oculaires  dans  la  ligne  oF,  félon  que  l’on  veut  voir  cette 
image  renverfée  ou  droite  ; pour  cet  effet  } on  perce  le 
côte  MN  tuyau  du  télefeope. 

Le  principal  avantage  de  ce  télefeope  , qu’on  appelle 
Newtonien  , c’eft  de  faire  le  même  effet  que  les  télefco- 
pes  à réfraction  , quoiqu’il  foit  beaucoup  plus  court  que 
ceux-ci  ; ce  qui  vient  de  ce  que  l’image  formée  par  l’ob- 
jeCtif,  n’en  eft  éloignée  dans  le  miroir  fphérique,  que  du 
quart  de  l’axe  de  fphéricité  ( l’objet  étant  fuppofé  à une 
diftance  infinie  ) , tandis  qu’elle  eft  éloignée  du  verre 
également  convexe  du  demi-axe  de  fphéricité  ; de  ce  que 
cette  image  ne  fe  trouve  pas  placée  entre  l’objeCtif  &C 
les  oculaires  , comme  dans  les  télefeopes  aftronomiquès  ; 
mais  furtout  de  ce  qu’un  même  miroir  objcCtif  peut  fupporter 
des  oculaires  de  foyers  fort  différens  entr’eux  , & même  d’un 
foyer  extrêmement  petit;  ce  qui  fait  qu’un  même  Télefeope 
Catadioptrique  équivaut  à pluficurs  Lunetres  à réfraCtion  de 

Mm} 
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Soit  la  première  diftance  de  la  chandelle  dans  la- 
quelle le  flambeau  & cette  chandelle  paroiflent  avoir 
Ja  même  force  =a  , la  fécondé  = 6,  l’intenfité  de  la 
lumière  dans  le  premier  cas  fera  à l’intenfité  de  la 
lumière  dans  le  fécond  cas  comme  A1  :al  j car  plus  la 


différentes  longueurs , parce  que  ces  dernieres  ne  peuvent 
gucres  être  bonnes  , qu’en  leur  donnant  des  oculaires  dont 
les  foyers  ayent  certains  rapports  avec  ceux  des  objeétifs, 

& les  limites  de  ces  rapports  font  allez  étroites. 

Dans  l’ufage  de  ce  télefcope  , on  voit  que  le  miroir 
plan  mH  doit  être  mobile  , pour  faire  tomber  les  images 
des  objets  au  foyer  de  l’oculaire , puifque  cette  image  s’é-  * 
loigne  du  miroir  objeéfif  à mefure  que  l’objet  s’en  appro- 
che. Il  faut  aufti  que  l’oculaire  puilfe  couler  lé  long  du 
tuyau  M N du  Télefcope,  en  même  tems  que  le  miroir 
plan  m H fe  meut  en-dedans  de  ce  tuyau  , afin  que  cet  ocu- 
laire ait  fon  foyer  placé  au  fommet  du  cône  des  rayons 
détournés  par  le  miroir  plan  H m. 

On  voit  encore  que  les  myopes  doivent  rapprocher  un 
peu  le  miroir  H m,  afin  qu’en  plaçant  l’image  entre  l’ocu- 
laire & fon  foyer  , les  rayons  (ortent  de  l’oculaire  en 
divergeant  autant  qu’il  cft  nécefiairc  pour  la  leur  faire  voir 
diftinétemenr. 

Il  y a encore  une  autre  efpece  de  télefcope  Cata- 
dioptrique,  moins  fimple , & propre  à voir  les  objets  ter- 
reftres  ainfi  que  les  objets  céleftcs  , on  l’appelle  Grégorien. 
On  préfente  a un  objet  un  miroir  fphérique-concave  AB 
( fig.  n j ) & un  peu  au-delà  de  l’image  F,  qui  s’en  forme 
fur d’axe  O F de  ce  miroir,  on  pofe  un  autre  miroir  fphéri- 
que-concave CD,  d’un  foyer  plus  court , & d’une  ouver- 
ture beaucoup  plus  petite  , mais  dont  l’axe  eft  dans  la 
meme  droite  que  celui  du  premier  miroir  A B : l’image  F 
eft  à l’égard  du  miroir  C D , comme  un  objet  placé  entre 
fon  foyer  G , & fon  centre  E ; c’eft  pourquoi  il  s’en  forme 
fur  le  même  axe  une  fécondé  image  H , laquelle  eft  d’au- 
tant plus  éloignée  au-delà  du  centre  E , que  la  première 
image  F cft  plus  près  du  foyer  G du  petit  miroir  ; 
mais  en  approchant  ce  petit  miroir  de  l’image  F ou  en  l’en 
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chandelle  doit  être  éloignée  pour  trouver  la  force  de  la 
lumière  réfraftée  plus  l'intenfité  de  fa  lumière  fera  dimi- 
nuée. Ainfi  le  favant  Bouguer  a trouvé  que  les  dif|:an- 
ces  a 8c  b de  la  chandelle  doivent  être  comme  i à iy.J 


écartant  , on  porte  la  féconde  image  H à la  diftancc 
qu’on  veut.  On  a coutume  de  la  placer  un  peu  en  deçà  du 
miroir  A B , qu’on  perce  vers  fon  milieu  I , afin  que  l’image 
H puifle  être  vue  à l’aide  d’un  oculaire  PQ;  & il  eft  évi- 
dent que  cette  image  doit  paroître  droite.  Car  elle  eft 
renverfée  à l’égard  de  l’image  F,  laquelle  eft  elle-mêmt 
renverfée  à l’égard  de  l’objet. 

Lorfquc  l’objet  eft  fort  lumineux , on  peut , pour  ag- 
grandir  la  fécondé  image  , la  faire  tomber  vers  O au- 
delà  du  miroir  AB,  & placer  en  O le  foyer  d’un  oculaire 
PQ,  afin  que  les  rayons  qui  tendent  à former  l’image  vers 
O , tombant  fur  cet  oculaire  , en  fortent  parallèles  , & 
foient  reçus  enfuice  fur  un  autre  oculaire  placé  au-delà 
du  point  O , qui  les  fafTc  converger  en  un  point  où  il  faut 
mettre  l’oeil. 

On  peut  voir  que  dans  ces  deux  efpeces  de  télefeopes  le 
petit  miroir  placé  dans  l’axe  du  grand , arrête  néceflairemenc 
tous  les  rayons  parallèles  à l’axe  , qui  tomberaient  fur  le 
milieu  du  miroir  obje&if  ; de  forte  qu’il  eft  indifférent 
qu’en  cet  endroit  le  miroir  foit  percé  , ou  non. 

Les  défavanrages  de  ces  télefeopes  font,  qu’ils  ont  peu 
de  champ;  qu’ils  font  difficiles  à diriger  vers  les  objets; 
qu’ik  demandent  des  précautions  extraordinaires,  tant  dans 
leur  conftruftion  que  dans  leur  ufage  ; qu’ils  font  d’une  très- 
grande  dépenfe , & très-faciles  à gâter. 

M.  Callegrain  a un  peu  perfeétionné  le  télefeope  Gré- 
gorien en  faifant  le  petit  miroir  convexe  au  lieu  de  le  faire 
concave  ; ce  qui  fait  que  les  rayons  devenant  moins  con- 
vergents font  paroître  l’objet  plus  grand,  & que  le  tube 
peut  être  plus  court.  Les  Aftronomes  préfèrent  commu- 
nément la  lunette  aftronomique  à deux  verres  à celle  qui 
en  a plus  ; i°.  par  ce  quelle  eft  capable  d’ur>  plus  grand 
champ;  i°.  quelle  peut  fupporter  un  oculaire  d'un  plus 
court  foyer  , & qu’elle  groffit  davantage  les  objets  ; 
qu’elle  eft  plus  courte  ; 40.  qo’il  y a moins  de  perte  de 
lumière  à caufc  qu’il  n’y  a que  deux  verres  à traverfer. 
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lorfqu’il  regardoit  le  flambeau  à travers  1 6 lames  de 
verre  commun  dont  l’épaifleur  étoit  de  9.  y lignes.  C’eft 
pourquoi  les  intenfités  de  la  lumière  réfra&ée  & non 
réfra&ée  étoient  comme  1 : 140  : de  forte  que  la  lumière 


Les  grands  télefeopes  qui  grofliflent  100  fois  ou  plus 
ne  font  pas  bons  pour  les  objets  terreftres,  mais  feulement 
pour  les  aftres  5 parce  que  la  lumière  des  objets  terref- 
tres plus  fenfible  que  celle  des  aftres  , fc  trouve  alors  trop 
difpcrfée  dans  les  larges  images  que  forment  les  objc&ifs. 
D’ailleurs  cette  lumière  qui  rafe  la  terre  eft  continuelle- 
ment détournée  par  les  vapeurs  groflïeres  qui  flottent  dans 
l’air,  d’où  réfulte  un  tremblement  dans  les  parties  de  l’i- 
mage qui  paroît  mal  terminée. 

r L’expérience  a fait  voir  que  les  images  formées  par  ré- 
flexion n’étoient  pas  à beaucoup  près  fi  fujettes  à être  con- 
fufes  que  celles  qui  font  formées  par  la  réfraftion.  On 
conçoit  en  effet  que  puifque  les  rayons , après  s’être  fépa- 
rés  par  la  réfradion  , vont  en  s’écartant  de  plus  en  plus, 
les  différens  faifeeaux  qu’ils  forment  doivent  fe  diftioguer 
de  plus  en  plus  par  leurs  couleurs.  Mais  dans  la  réflexion , 
la  féparation  des  rayons  parallèles  ne  fe  fait  pour  ainfi  dire 
que  dans  le  point  d’incidence,  ou  que  dans  l’intervalle  com- 
pris entre  le  point  d’incidence  Sc  le  point  de  réflexion. 
Après  la  réflexion  ces  rayons  très  - peu  féparés  font 
encore  fenfiblemcnt  parallèles , ce  qui  fait  qu’or*  ne  peut 
appercevoir  cette  féparation  de  rayons  : il  arrive  feulement 
que  les  faifeeaux  de  rayons  réfléchis  font  tant  foit  peu  plus 
gros  qu’auparavant.  On  ne  doit  donc  pas  appercevoir  des 
iris  dans  les  télefeopes  catadioptriqucs , mais  feulement 
un  peu  de  confufion  dans  les  images , caufée  en  partie  par 
ce  renflement  de  faifeeaux  , & en  partie  par  la  fphéricité 
des  miroirs.  D’où  il  fuit  qu’on  peut  donuer  une  ouver- 
ture beaucoup  plus  grande  aux  miroirs  oBjeétifs  des  té- 
lefeopes , qu’aux  verres  objectifs  de  même  foyer , ce 
qui  doit  rendre  les  images  par  réflexion  , beaucoup  plus 
vives  , & par  conféqucnt  diftinétement  vifibles  à l’aide 
d’une  lentille  d’un  foyer  fort  court  : elles  peuvent  donc 
paroître  très-grandes  fans  cefler  d’êtres  claires,  avantages 
qu’on  ne  peut  fe  procurer  avec  des  télefeopes  pat  téfraci 
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quitraverfe  1 6 lames  de  verre  formant  une  tpaiffeur  de 
9.  y lignes,  perd  les  de  fa  force.  Un  a de  même 
trouvé  que  la  lumière  qui  traverfe  une  mafT;  d’eau  de 
mer  de  dix  pieds  de  longueur  perd  les  f de  fa  force. 


lion  , à moins  qu'ils  ne  foient  d’autant  plus  longs  { comme 
les  Tables  ci-deflùs  le  font 'voir,  ) & par  conféquent  d’au- 
tant plus  incommodes  à manier. 

Dans  l’ufage  des  télefcopes  catadioptriques  Newtoniens 
on  fe  ferc  de  différons  oculaires,  félon  la  lumière  de  l'ob- 
jet que  l’on  veut  voir,  & félon  la  grandeur  dont  on  veut 
que  fon  diamètre  apparent  lait  augmenté.  Voici  les  dimen- 
fions  qu’on  peut  donner  aux  parties  de  ce  télefeope  , pour 
faire  un  bon  effet. 
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A l’égard  du  petit  miroir  plan  m H ( fig.  114)  il  doit 
être  ovale  , & il  coupe  fous  un  angle  de  45®  l’axe 
A o'  du  cône  Do' D de  rayons  incidens  parallèlement  à 
l’axe  : fes  dimenfions  dépendent  de  l’efpace  que  tous  les 
layons  réfléchis  occupent  à l’endroit  où  on  doit  pofer  le 
miroir , pour  faire  ufage  de  l'oculaire  , dont  le  foyer  eft 
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iéj.  PROBLEME.*  Trouver  la  loi  que  fuit  la  diminution 
de  la  lumière  qui  traverfe  un  milieu  diaphane.  Concevons 
un  corps  diaphane  A B PT  (fig.  iz8  ) terminé  par  des  fur- 
faces  parallèles , & divifé  en  tranches  A D , C F , &c.  de 
la  même  épaiffeur.  11  eil  vifible  que  ces  tranches  ont  la 
même  force  pour  affoiblir  où  pour  abforber  la  lumière. 
Si  on  appelle  a l’intenfité  de  la  lumière  qui  pénètre  la 
furface  A D & qu’on  fuppofe  que  la  lumière  abforbée  par 


la  première  tranche  eft  = ~ , la  lumière  qui  péné- 
trera la  fécondé  tranche  C F fera  repréfentée  par  a — 
a ( h — i \ 

~j~  — aA — — )•  La  lumière  qui  fera  abforbée  par 
la  fécondé  tranche  fera  donc  repréfentée  par  la  formule 


(h  — i \ 

a \~ÇZ~  j * Donc  la  lumière  qui  pénétrera  la  troifieme 
tranche  fera  - a.  (— ~ ~)—a.  (~yr~ )=  *•  Çjr)- 


le  plus  court.  M.  de  la  Caille  de  l'optique  duquel 
nous  avons  tiré  prcfquc  toute  cette  note  , avoir  un  pa- 
reil télefeope  , dont  le  foyer  du  miroir  objcéHf  étoit  de  a 
pieds:  le  petit  miroir  avoit  près  de  7 lignes  dans  fa  plus  grande 
largeur , & 5 dans  fa  plus  petite. 

Il  y a encore  quelques  inftrumens  ingénieux  dont  plu- 
fieurs  Lctfteurs  feront  bien  aifes  de  trouver  ici  la  defeription. 
La  chambre  obfcure  portatile  eft  une  boëte  BACDGFB  ( fig. 
lié  ) qu’on  met  fur  une  table  , on  adapte  une  lentille  convexe 
au  couvercle  A B de  la  boëte  ; & les  rayons  qui  viennent 
de  l’objet  PQ  après  avoir  été  réfléchis  par  le  miroir  plan 
SE,  traverfent  la  lentille  & vont  peindre  l'objet  fur  le 
fonds  de  la  boëte  en  p'  q'  dans  une  firuation  renverfée.  De 
forte  que  l’on  peut  peindre  cet  objet  fur  le  fond  de  la  boëte. 

La  lanterne  magique  ne  diffère  pas  beaucoup  de  la  cham- 
bre obfcure  dont  ont  vient  de  parler  : car  l’objet  PR 
( fig.  I17  ) fe  place  entre  la  chandelle  L & la  lentille 
convexe  A B ; de  cette  manière  l’image  rp  de  l'objet  fe 
peint  fur  le  mur  oppofé. 
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On  trouvera  de  même  que  l’intenfité  de  la  lumière  qui 

a.  {b  — i ) î 

aura  traverfé  la  troifieme  tranche  fera  = rr • 

b 3 

Et  en  général  le  nombre  des  tranches  étant  m l’inten- 

a.(b  — i )m 

fité  delà  lumière  fera=== De  forte  que 

les  décroiflemens  de  l’intenfité  de  la  lumière  fuivent 

b — i 

une  progreflîon  géométrique  dont  la  raifoneft — • 

Si  les  décroiflemens  de  la  lumière , qui  comme  nous 
venons  de  le  voir  fuivent  une  progreflîon  géométrique, 
font  reprérentés  par  les  ordonnées  B5,  D},  F/,  &c. 
& qu'on  prenne  les  épaifleurs  des  tranches  égales  , il 
eft  clair  que  la  courbe  bpfh  fera  un  logarithmique  que 
j’appellerai  courbe  de  réfrattion  , par  le  moyen  de  la- 
quelle on  pourra  mefurer  l’intenfité  de  la  lumière  cor- 
refpondante  à chaque  tranche.  On  fait  que  la  fous-t-an- 
gente  de  la  logarithmique  elt  conftante  ; c’eft  pourquoi 
chaque  milieu  diaphane  doit  avoir  une  fous  - tangente 
particulière.  Si  nous  appelions  b cette  fous-tangente , 

I 

l’ordonnée  y,  & l’abfcifle  x,  nous  aurons  L.y  = — - 

ou  b.  Ly  = *.  De  forte  que  connoifiant  b & l’intenfité 
y de  la  lumière,  on  trouvera  l'épaifleur  x du  corps  dia- 
phane que  la  lumière  a dû  traverfer  pour  acquérir 
rintenfité  y.  De  même  étant  donnée  l’épaifleur  x , on 

X 

aura  L. y=  -j-,  c’eft-à-dire  qu’on  trouvera  le  loga- 
rithme de  l'intenfité  de  la  lumière  & par  conféquent 
1 intenfité  elle-même. 

Soit  l'ordonnée  B 6 = a,  Vf— y,  l’abfciflemB=c 
& /n  F = c -j-  x , on  aura  bh.a  — c,  & b L.y  =e  + 


x j & de-là  b ( L.y  — L.  u ) = 
ou  J 


OU  b=- J 

. y L.  <j 

^ u ^ ■,  en  n’ayant  pas  égard  aux  fignes. 

On  pourra  donc  trouver  la  fous-tangenre  , étant  donnée 
J’épaifleur  x & les  intenfités  de  la  lumière  a & y cor- 
respondantes aux  points  B & F j or  il  ell  vifible  qu’il  y a 
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toujours  une  raifon  confiante  entre  la  différence  des  lo- 
garithmes de  deux  ordonnées  également  éloignées  , & 
la  portion  de  l’axe  interceptée. 

Un  corps  eft  plus  diaphane  qu’un  autre  , lorfqu’ayant 
une  plus  grande  épaiffeur  il  n’abforbe  cependant  pas 
plus  de  lumière  que  l'autre.  Si  les  épaifleurs  des  deux 
corps  qui  abforbent  la  même  quantité  de  lumière  font 
entr’elles  comme  1:3,  l’un  fera  trois  fois  plus  dia- 
phane que  l’autre.  De  forte  que  les  tranfparences  fui- 
vent  la  raifon  des  grofleurs  lorfque  la  quantité  de  lu- 
mière abforbée  eft  la  même.  Soit  une  fous-tangente  => 
B , deux  ordonnées  A &r  g , la  partie  de  l’axe  comprife 


entre  ces  ordonnées  = X , l’on  aura  B = — r , — 

L.  A — L.y 

Soit  une  autre  fous-tangente  = b , l’abfciffe  = x , les 


ordonnées  ü&y,  nous  aurons  b = — , — • Pour 

L*  u g 

comparer  les  tranfparences  il  eft  ncceflaire  que  les  in- 
tenfïtés  de  la  lumière  ayent  été  diminuées  à travers  les 
deux  milieux  dans  la  même  raifon , c’eft-à-dire  qu’on 

A a ‘ 

doit  avoir  — = — , ou  L.  A — L.  g — L.  a — L.y; 

O J 

ainfi  l’on  aura  B : b : : X : .r.  Mais  les  tranfparences 
font  comme  X : «donc  elles  font  auffi  comme  les  fous- 
tangentes  B & b.  M.  Bouguer  a trouvé  que  1 intenfité  de 
la  lumière  qui  traverfoit  une  épaiffeur  d’air  de  7469 
toifes  diminuoit  dans  le  rapport  rf£L  On  aura  donc* 
= 7469  toifes  , <jt=  2500,7=  1681  > & par  conféquent 
la  fous-tangente  b de  l’air  fera  = — .yiffr?  =43678.  La 
fous-tangente  de  l’eau  marine  fe  trouvera  auffi  facilement 
par  l’expérience  dont  nous  avons  parlé  ci-deflus } car 
en  faifant  x = 10  pieds  = 1 . 666  toifes  , & = S , y — 
b fera  = 7.  j.  les  tranfparences  de  l’eau  marine  & de 
l’air  font  donc  eytr’elles  t : 7.  y : 43678  ttitySaj.  Ainfi 
l’air  eft  5813  fois  plus  tranfparent  que  l’eau  marine. 

On  peut  par-là  trouver  facilement  quelle  doit  être 
l’épaifleur  d une  tranche  d’air  qui  pût  affoiblir  la  lu- 
mière autant  qu’une  tranche  d’eau  marine  de  dix  pieds. 
Car  l’on  a b s=  43678  toifes , & fi  l’on  fait  a : y : : j ; 3 
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pour  avoir  x — £ ( L.  a — L.  y)  = à ( L.  y — L.  5)  = 9681 
toiles,  0:1  aura  lépaifleur  cherchée. 

164  V opacité  des  corps  conlilte  en  ce  que  la  quantité 
de  lumière  qu’ils  tranfmectent  n’elt  pas  fuffifance  pour  être 
apperçue  par  l'œil  > de  forte  qu’à  proprement  parler  il 
n'y  a aucun  corps  <^ui  foit  abfolument  opaque.  Cette 
théorie  s’accorde  tres-bien  avec  la  nature  de  la  courbe 
de  réfraction  ; car  l’axe  de  la  logarithmique  eft  fou  af- 
fimptote  , ainfi  les  ordonnées  de  cette  courbe  ne  peu- 
vent jamais  s’évanouir  , c’ell-à-dire  l’intenfiré  de  la  lu- 
mière qui  traverfe  un  milieu  quelconque  ne  peut  être 
réduite  à zéro.  • 

M.  Bouguer  a trouvé  qu'un  corps  compofé  de  80 
lames  de  verre  ne  laifioit  palier  aucune  lumière  fen- 
fible  , de  forte  que  ce  corps  étoit  parfaitement  opaque  , 
tandis  que  16  lames  de  9.  y lignes  d’épaiffeur  ne  lailfoiertc 
paiïer  que  ris  de  lumière. 

16 y.  Problème.  Trouver  dans  que/  rapport  la  lumière 
doit  être  diminuée  pour  qu'un  corps  devienne  opaque.  Si  nous 
fuppofons  a—  240  ,y  = 1 , * =9.  y lignes  , nous  aurons 
la  ibus-tangente  b—  ï7,-j’  w77  = 4-  988  lignes,  l'épaifleur 
des  80  lames  dont  nous  avons  parlé  ci-deflus  étoit  de 
47.  y lignes  que  je  fuppofe  = * , pour  avoir  4.988  ( L.240 
— L.  y ) = 47.  y , d’où  l’on  tire  ffVi  — L.  240  ==  — L.  y 
=*  — 7.  1446588.  Le  nombre  correfpondant  à ce  loga- 
rithme ell  = o.ccooooi  ^89  ; c’eft  pourquoi  nous  avons 
a :y  ::  240:  o.  0000001589  ::  1720662420  : x.  Si  la  lu- 
mière du  Soleil  eft  diminuée  dans  ce  rapport  , c’eft- 
à-dire  , fi  fa  denfité  1 fe  change  en  îrnurivz . on  ne 
pourra  plus  l’appercevoir , & le  corps  à travers  lequel 
la  lumière  foutrrira  un  tel  affoiblilTement  deviendra 
opaque. 

166.  PROBLEME.  Mefurer  les  décroijfemens  de  la  lumière 
lorsqu'elle  traverfe  un  milieu  diaphane  qui  n'ejl  pas  partout 
également  denje.  Le  milieu  abc  k (fig.  128  & I29)peutêtre 
comparé  avec  le  milieu  ABP  i , en  divifant  ce  pre- 
mier milieu  en  tranches  t c q p , Rtc.  donc  Jes 

malles  refpeétives  foient  égales  aux  malles  des  tran- 
ches MP,  L N , &c.  du  fécond  milieu  homogène.  Mais 
alors  les  épaifleurs  cq}  yN  ne  feront  pas  égales  en- 
tr’elles  , & les  ordonnées  b a,  Na,  Src.  ne  feront  pas 
non  plus  égales  aux  ordonnées  correfpondantes  de  la 
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logarithmique  if.  Décrivons  une  autre  courbe  Q S dont 
les  ordonnées  b Q , N ? , &c.  repréfentent  les  mafles  d’air 
comprifes  entre  les  ordonnées  a b & «N, «N  & Mj, 
&c.  ; il  eft  vifible  que  l'aire  bQSc  repréfentera  la  maffe 
d’air  contenue  entre  l’ordonnée  ba  & l’ordonnée  ch. 
.Ayant  mené  MR.  parallèle  à & infiniment  pro- 
che de  cette  fécondé  ligne  , nm  exprimera  Je  dé- 
croiffement  de  la  lumière  n N , décroiflemenr  qui 
dépend  de  la  denfité  de  l’air  N f , & de  l’é- 
paifleur  N q que  la  lumière  traverfe  ; ainfi  nm  fera 
comme  y\dxi  en  faifant  n N = M <7  = y , N ? =5  R 
=*  ? , N q — d x , parée  que  nous  fuppofons  iN=r; 
ou  en  fuppofant  que  a eft  une  quantité  connue  par  l’expé- 

y j d x 

rience,nmfera  = dy  = — — — • Menons  la  tangente 


«V  à la  ligne  de  réfra&ion  ac  , nous  aurons  la  fous- 
y d x a 1 ydx 

tangente  NV  — — — Mais  — = NV;  donc 

les  fous-tangentes  de  la  ligne  de  réfraction  doivent  être 
en  raifon  inverfe  des  denfités.  Mais  dans  l’air  les  den- 
fités  font  en  raifon  inverfe  des  dilatations  du  moins  fen- 
fiblement  & auprès  de  la  furface  de  la  terre  > donc  dans 
la  ligne  de  rétraction  de  l’air;  les  fous- tangentes  fuivent 
les  rapports  des  dilatations  de  l'air. 


Pu;rq„c  Jlli. 

y 


l d x , il  eft  évident  qu’étant 


donnée  la  courbe  des  denfités  QfS,  on  peut  con- 
ftruire  la  courbe  de  réfraction  anc , & réciproque- 
ment. îsi  nous  fuppofons  avec  M.Mariotte  que  les  den- 
fités de  l’air  fuivent  la  raifon  des  poids  comprimants  , 
la  denfité  correfpondante  au  point  N fera  proportion- 
nelle à l’aire  N = S.fdx,  aufli  - bien  qu’à  l’or- 
donnée N { — Donc  on  aura  S.  { d x = b { ; & en 


différentiant , \d  x = b d\  , d’où  l’on  tire  dx  — — — , 


& en  intégrant , x = b L.  ^ ; ainfi  la  courbe  des  denfités 
eft  une  logarithmique  dont  la  fous  • tangente  eft  b , 
quantité  que  l’expérience  doit  déterminer  (v.  le  n°.  134). 
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a ldy 

De  plus =^dx  = idi  i donc  a1  L.y  =>h  & 

a 1 a1 d y 

7L  .y  = [.  De  ce  que  — ~ 


\dx  ou  alL.  y = 


S. \dx , il  fuit  que  les  logarithmes  des  intenfités  de  la 
lumière  correfpondants  à différentes  hauteurs  de  l’at- 
mofphère , font  proportionnels  aux  maffes  d'air  que  la 
lumière  traverfe. 


Théorie  des  forces  Phyjîques. 

167.  Pour  bien  comprendre  la  théorie  que  nous  allons 
développer,  il  eft  nécelfaire  d’avoir  quelque  connoif- 
fance  de  la  loi  de  continuité.  La  loi  de  continuité  dont 
il  eft  ici  queftion  , confîfte  en  ce  que  chaque  quantité , 
qui  d’une  grandeur  pajje  d une  autre  grandeur  , doit 
pajfer  par  toutes  les  grandeurs  intermédiaires  de  même 
genre. 

Les  mouvemens  des  corps  fe  font  dans  des  lignes  con- 
tinues & non- interrompues.  Les  planètes  & les  comètes 
fe  meuvent  dans  des  orbices  continues,  les  rétrograda- 
tions fe  font  peu  à peu  & non  par  fauts  ; le  jour  vient 
peu  à peu  par  l’aurore,  & la  nuit  eft  précédée  du  cré- 
pufcule,  qui  eft  une  lumière  qui  diminue  peu  à peu  en 
paflant  par  tous  les  degrés  intermédiaires  entre  ce  qu’oa 
appelle  jour  & ce  qu'on  nomme  nuit.  Le  diamètre  du 
Soleil  monte  fur  l horifon  & defeend  au  deffous  non 

Iiar  un  faut , mais  par  un  mouvement  continu.  De  même 
es  corps  qu’on  lance  en  l’air  fe  meuvent  dans  des  lignes 
continues.  Tous  les  mouvemens  qui  dépendent  de  la 
caufe  de  la  gravité,  de  l’élafticité,  de  la  force  magné- 
tique obfervent  la  loi  de  continuité  comme  les  forces 
qui  les  produifent.  La  force  de  la  gravité  fuit  à peu- 
près  ( dans  lesdiftances  un  peu  confidérables  ) la  raifon 
renverfée  des  quarrés  des  aillances  , c’elt-à-dire  qu’elle 
diminue  d'autant  plus  que  le  quarré  de  la  diftance  aug- 
mente , de  maniéré , par  exemple  , que  fi  à la  diftance  de 
la  Lune , cette  force  eft  exprimée  par  1 , à une  dif- 
tance double  ou  à la  diftance  exprimée  par  z,  cette 
force  qui  pouffe  les  corps  vers  la  terre  fera  quatre  fois 
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plus  petite  ou  fera  un  quart  de  ce  qu'elle  étoit  à la 
première  diftance , & à une  diftance  triple  elle  fera  neuf 
fois  plus  petite.  La  gravité  dépend  donc  des  diftances 
& comme  les  diftances  ne  peuvent  changer  par  faut , 
la  force  de  la  gravité  doit  changer  en  paflant  par  tous 
les  degrés  intermédiaires.  Nous  voyons  pareillement 
que  la  force  de  l'aimant  dépend  des  diftances  par  une  loi 
continue  qui  n'eft  jamais  interrompue  ; la  force  élaftique 
ou  du  reftort  dépend  de  l’inflexion  comme  dans  les  la- 
mes élaftiques  ou  a relfort,  ou  bien  elle  dépend  de  la 
diftance  comme  dans  les  parties  de  l'air  comprimé  dont 
le  relîbrt  augmente  félon  une  certaine  loi  continue , à 
proportion  que  les  parties  fe  rapprochent  davantage. 
Dans  les  mouvemens  naturels  les  changemens  de  direc- 
tion fe  font  peu  à peu  > & il  n’y  a aucun  angle  ri- 
goureux dans  les  corps  ; mais  leurs  pointes  préfentent 
une  courbure  qu’on  apperçoit  par  le  moyen  du  mi- 
crofcope.  Cette  courbure  fe  trouve  dans  les  angles  des 
bords  des  rivières  , dans  les  feuilles  des  arbres  & les 
branches,  les  pointes  des  criftaux  que  forment  les  fels  , 
&c. 

168.  Il  y a cependant  des  cas  dans  lefquels  cette  loi 
paroît  n’être  pas  obfervée  : cela  arrive  lorfque  le  com- 
mencement de  la  fécondé  grandeur  eft  éloigné  d'un 
certain  intervalle  du  commencement  de  la  première. 
Ainli  en  confidérant  le  jour  comme  un  intervalle 
entre  le  lever  Ik  le  coucher  du  Soleil , le  jour  précé- 
dent dans  certains  tems  de  l’année,  différé  du  jour  fui- 
vant  de  pluficurs  fécondes  , & il  paroît  qu’il  fe  fait  un 
faut  fans  qu’il  y ait  un  jour  intermédiaire  qui  diffère 
moins  du  jour  précédent  ; mais  ces  jours  conçus  ainfi 
ne  forment  pas  une  férié  ou  fuite  continue.  Si  l’on  ima- 
gine un  parallèle  de  la  terre  fur  lequel  foient  fitués  fans 
interruption  tous  les  lieux  qui  ont  une  même  latitude 
géographique  , tous  Ces  lieux  auront  des  jours  dont  les 
commencemens  & les  fins  coulent  continuellement  juf- 
qu’à  ce  qu’on  revienne  au  même  lieu  dont  le  jour  pré- 
cédent eft  placé  au  premier  renne  de  cette  férié  & le 
fuivant  au  dernier  terme  de  la  même  férié.  Les  gran- 
deurs de  ces  jours  coulent  continuellement  fans  aucun 
faut , & c’eft  nous  ( en  omettant  les  jours  intermédiai- 
res ) & non  pas  la  naflire , qui  faifons  le  faut. 
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169.  Il  y a des  gens  qui  objeélent  le  cas  où  un  hom- 
me tenant- une  pierre  dans  fa  main  lui  communique  tout- 
à-coup  une  vîtelfe  finie  en  un  inftant.  Mais  il  eit  vifible 
qu'il  n'y  a point  ici  de  vîtelfe  finie  produite  dans  un  in- 
ltant  indivifible.il  faut  un  rems  fini  (quoique  fort  court) 
pour  que  les  efprits  animaux  acquièrent  une  virefTe 
finie  , le  répandent  dans  les  nerfs  8e  les  mufcles  8e 
tendefit  les  fibres  ; c'eft  pourquoi  pour  pouvoir  don- 
ner une  vîtelfe  finie  à la  pierre,  nous  retirons  la  main 
& retenant  la  pierre  pendant  un  certain  tems , nous 
accélérons  continuellement  fon  mouvement.  LorCqu’on 
tire  un  canon  le  mouvement  ne  fe  communique  au  bou- 
let que  fucceflivement  ; :ar  la  poudre  ne  s'enflamme  8e 
l’air  ne  fe  dilate  que  fucceflivement  ; ainfi  le  fluide 
igné  ( non  plus  que  l’air  ) ne  peut  par  fon  élallicité;  agir 
fur  le  boulet  qu’en  lui  communiquant  fucceflivement  le 
mouvement '8c  ce  mouvement  fini  doit  paffer  par  tous 
les  degrés  intermédiaires.  On  peut  voir  encore  claire- 
ment cette  fucceflion  dans  le  mouvement  qu’un  reflbrt 
communique  à un  globe  qu’il  poulTe.  Plus  l’élallicité 
•Il  grande,  plutôt,  mais  jamais  dans  un  inftant  indivifi- 
ble , la  vîtelfe  cil  produite  dans  le  globe.  Lorfqu’oa 
ôte  le  bouchon  qui  fermoit  un  orifice  fait  vers  le 
fonds  d’un  vafe,  quelque  adrelfe  que  l’on  ait,  le  mou- 
vement du  bouchon  ell  fucceffif  & non  inftantané  , 
8c  l’eau  acquiert  anifi  fa  vîtelfe  fucceflivement,  quoi- 
oue  dans  un  petit  intervalle  de  tems.  En  effet  lapref- 
fion  de  l’eau  a befoin  de  tems  pour  produire  fon  effet, 
& ne  peut  produire  une  vîteffe  finie  que  dans  un  tems 
fini , fi  court  qu’on  veuille  le  fuppofer. 

170.  Ajoutons  à ce  qu’on  vient  de  dire  que  quand 
il  s’agit  d'une  continuité  , il  doit  y avoir  une  limite 
commune  qui  divife  ce  qui  fuit  de  ce  qui  précédé , limite 
qui,  confidérée  comme  limite,  doit  nécelfairenient  être 
indivifible  : c'eft  ainfi  qu'un  même  point  féç?are  les  deux 
parties  d’une  même  ligne  : c’eft  ainfi  qu’un  feul  8c  mê- 
me inilant  indivifible  fépare  le  tems  futur  du  tems 
paffé , 8c  il  ne  fauroit  y avoir  deux  inftans  contigus; 
mais  entre  un  inftant  8c  un  autre  inftant  il  doit  y 
avoir  un  tems  , une  durée  divifible  à l’infini.  Dans 
une  même  ligne  il  ne  peut  y avoir  deux  points  immé- 
diatement contigus  ; car  ils  fe  confondroient  8c  ne  fe- 
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roient  qu’un  feul  & même  point  ; de  forte  qu'entre  deux 
points  quelconques  d'une  même  ligne  , réellement  dif- 
férens,  il  y a toujours  une  petite  ligne  drvifible  à l’in- 
fini. Bien  plus,  dans  ce  genre  de  quantités  dans  lefquelles 
il  ne  fauroit  y avoir  deux  grandeurs  enfemble  , on  voit 
avec  plus  d'évidence  qu'il  ne  peut  y avoir  de  faut  d’une 
grandeur  à l’autre  ; car  dans  l’inftant  que  le  faut  de- 
vroit  fe  faire  & la  fuite  être  interrompue  par  un  ac- 
ceflion  momentanée,  il  devroit  y avoir  deux  grandeurs 
différentes , dont  l’une  fût  la  derniere  de  la  lerie  pré- 
cédente & l’autre  la  première  de  la  férié  fuivante.  Cela 
fe  voit  encore  plus  clairement  dans  ces  états  de  cho- 
fes  dans  lefquels  d’un  côté  il  doit  toujours  y avoir  un 
état  , tandis  que  d'un  autre  côté  la  chofe  ne  fauroit 
avoir  deux  de  ces  états  à la  fois. 

171.  Et  c'en  la  raifon  pour  laquelle  le  mouvement 
local  ne  fauroit  fe  faire  que  par  une  ligne  continue.  En 
effet  fi  la  ligne  du  mouvement  étoit  interrompue  en 
quelque  endroit , le  moment  où  le  mobile  fe  trouve  au 
premier  point  de  la  fécondé  ligne  feroit  poftérieur  ou 
antérieur  au  moment  auquel  il  fe  trouve  dans  le  der- 
nier point  de  la  ligne  antérieure,  où  ces  deux  momens 
feroient  le  même  ? Dans  les  deux  premiers  cas  il  y au- 
roit  entre  ces  deux  inllans,  un  tems  divifible  à l’infini 
pendant  lequel  le  corps  ne  feroit  nulle  part  ; & dans 
le  fécond  cas  le  corps  fe  trouveroit  à la  fois  dans  deux 
lieux  différens. 

171.  Il  fe  préfente  contre  ce  raifor.nement  une  dif- 
ficulté ; car  il  paroît  qu’on  peut  en  conclure  que  la  créa- 
tion & l’annihilation  d’une  chofe  font  impoffibles  j puif- 
que  félon  notre  raifonnement , à l’infiant  auquel  une 
chofe  eft  créée  elle  devroit  joindre  enfemble  deux  états 
incompatibles  , l’être  & le  non  être , & à l’inftant  de 
fon  annihilation  , elle  devroit  avoir  en  même-tems  l’exifi- 
tence  & la  non-exiftence.  La  réponlê  eft  facile  : le  rien 
n’a  aucune  véritable  propriété,  il  eft  exclus  immédia- 
tement par  l’être,  & une  fuite  d’états  dont  chacun  eft 
rien  n’exige  aucun  terme  qui  la  termine  ; c’eft  pourquoi 
au  premier  & au  dernier  inftent  du  tems  qu’une  chofe 
eft  fuppofée  durer,  elleexifte,&  ne  joint  pas  enfemble 
l’exiftence  8c  la  non-exiltence.  Mais  ü une  chofe  qui 
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a une  certaine  denfité  & qui  a duré  pendant  une  heure* 
doit  durer  la  fécondé  heure  avec  une  denfité  double , 
au  moment  qui  fépare  la  première  heure  de  la  fécondé 
il  y auroit  à la  fois  une  denfité  double  & une  denfité  fim- 
ple  , ce  qui  eft  abfurde. 

17}.  b i les  choies  font  ainfi , il  eft  évident  que  lors- 
qu'un corps  va  frapper  un  autre  corps  en  mouvement, 
le  choc  doit  fe  faire  de  maniéré  qu’il  ne  fe  faflé  point 
de  faut  dans  la  communication  du  mouvement  On  fait 
par  les  loix  du  mouvement  dont  on  a parlé  ci-deflu* 
qu’un  corps  fans  reflorr  qui , avec  feize  degrés  de  vi- 
telfe  va  frapper  un  autre  corps  égal  & aufli  fans  ref- 
fort,  mu  dans  le  même  (ens  avec  quatre  degrés  de  vi- 
tefife , doit  lui  en  communiquer  fix  degrés,  de  manière 
qu’après  le  choc  les  deux  mobiles  doivent  avoir  cha- 
cun dix  degrés  rie  vîtefie  ; mais  félon  la  loi  de  conti- 
nuité la  vîtefle  du  corps  chooué  ne  peut  pas  paflêr de 
quatre  à dix  degrés  dans  un  inftant  indivifible*&  par 
un  faut  ; il  faut  donc  que  dans  le  choc  le  mouvement 
ne  fe  communique  pas  dans  un  inftant , mais  peu  à peu. 
D'un  autre  côté  fi  la  furface  antérieure  du  corps  cho- 
quant atteignoit  avec  feize  degrés  de  vîtefle  la  furface 
poflérieure  du  corps  choqué  , à l’inftant  du  contait 
mathématique  les  lurtaces  devroierrt  aller  avec  la  mê- 
me vîtefle,  c’eft-à-dire  chacune  avec  io  degrés  de  vî- 
teflé & il  fe  feroit  un  faut  ; il  paroît  donc  qu'il  n’y  a 
point  de  vrai  contait  mathématique  , mais  feulement 
un  contait  Phyfique  , qui  confifle  en  ce  qu’entre  les 
corps  qui  fe  choquent , il  y a à l’inftant  du  contait  un 
petit  efpace , quoiqu’infenfible , entre  leurs  furfaces  ; mais 
s’il  y avoit  un  contait  mathématique,  il  n’y  auroit  dans 
le  moment  de  ce  contait  aucun  efpace  entre  les  corps 
qui  fe  choquent.  Les  corps  agiflént  donc  les  uns  fur 
les  autres  fans  parvenir  au  contait  mathématique  , & 
le  feul  contait  Phyfique  a lieu  dans  la  nature  : ainfi 
lorfque  dans  la  fuite  nous  parlerons  du  contait  , ou 
du  choc  des  corps  , nous  entendrons  toujours  le  con- 
tait Phyfique,  à moins  que  nous  ne  nommions  expref- 
fément  le  contait  Mathématique.  Mais  comment  un 
corps  pourra-t-il  agir  fur  un  autre  corps  & lui  com- 
muniquer du  mouvement  fans  le  toucher  mathémati- 
quement ? C’eft  ce  que  nous  expliquerons  dans  la  fuite 
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«près  avoir  développé  la  nature  des  forces  attradives 
& répulfives. 

174.  Qu'on  ne  dife  pas  que  quand  la  vîteffe  dit 
corps  choquant  dont  on  vient  de  parler  paffe  de  16 
degrés  à 10  degrés,  les  10  degrés  fubfiftent  & que  les 
6 font  anéantis,  & qu’ainfi  il  n’y  a pas  de  faut  dans 
la  durée  des  10  premiers  degrés,  & que  dans  lanéan- 
tiflement  le  faut  ne  répugne  pas  , puifqu’on  n'a  pas  en 
même-tems  l’être  avec  le  non-être,  l’exillence  avec  la 
uon-exiilence  ; car  les  16  degrés  de  vîteffe  du  corps 
choquant  ne  font  pas  une  chofe  compofée  de  16  chofes 
réellement  diffindes  dont  10  relient  après  le  choc  & 
6 font  détruites  par  le  choc  ; mais  ce  font  une  feule  & 
{impie  détermination  à exiller  dans  des  points  de  l’ef- 
pace  éloignés  d’un  certain  intervalle  comme , par  exem- 
ple, de  16  toifes  , & cela  après  un  certain  tems  déter- 
miné , d une  minute  , par  exemple. 

I7P*  On  doit  cependant  faire  attention  que  la  loi 
exade  de  continuité  n’a  pas  lieu  dans  les  chofes  qui  ne 
font  pas  continues,  mais  qui  font  l’affemblage  de  plu- 
lieurs  grandeurs  féparées.  Cela  arrive  dans  les  bâti- 
ments qui  croilfent  comme  par  fauts  par  l’acceflion  de 
nouvelles  pierres  , ou  de  nouvelles  pièces  de  bois  ; mais 
la  loi  de  continuité  ell  cependant  obfervée  dans  les 
mouvemens  des  parties  primitives  de  ces  pierres  & de 
ces  pièces  de  bois.  Dans  l'accroilfement  des  plan- 
tes & des  corps  animés  , les  nouvelles  accédions  de 
matière  obfervent  aulfi  la  loi  de  continuité  dans  les 
mouvemens  & vîtelfes  ; mais  dans  la  grandeur  des 
plantes  & des  corps  animés  la  nature  affede  une 
continuité  du  moins  apparente  , continuité  que  nous 
obfervons  dans  la  férié  des  fubllances  à commencer  par 
les  corps  inanimés , palfant  enfuite  aux  végétaux , de 
là  à quelques  demi-animaux  immobiles  ; enfuite  aux 
animaux  de  plus  en  plus  parfaits  par  degrés  jufqu’aux 
linges  fi  femblables  à l’homme.  Mais  il  eft  vifible  qu’en- 
tre deux  efpèces  voifines  , il  pourroit  v avoir  encore 
une  infinité  d'autres  efpèces  qui  différeroient  moins 
entr’elles  que  ces  deux  là,  & qu’ainfi  il  n’y  a dans  cette 
progreflion  qu'une  continuité  affedée  & apparente , 
mais  non  pas  exade. 

11  y a des  arcs  de  courbe , ainlï  qu’on  l’a  vu  dans  la 
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première  partie  de  cet  ouvrage  ( courbes  tranfcenden- 
tes  n°.  4 ) qui  font  compofés  de  points  féparés  les  uns 
des  autres  , & qui  ne  forment  pas  une  courbe  continue, 
mais  qui  ont  l’apparence  d'une  telle  courbe  : ainfi  la  loi 
de  continuité  eit  obfervée  dans  ce  cas  là,  du  moins 
en  apparence  } mais  elle  eft  exactement  obfervée  dans 
les  mouvemens  8e  les  vîteffes  des  corps , ce  qui  fuffic 
pour  la  théorie  que  nous  nous  fomrnes  propofés  de  dé- 
velopper (*). 

■ * ■ i 

( * ) La  loi  de  continuité  peut  fervir  à trouver  le  rapport 
fui  vant  lequel  la  vîteffe  de  l’eau  décroit  dans  les  tuyaux.  Soit  un. 
tuyau  A V T D ( fig.  I ;o  ) partagé  en  lïx  parties  égales  aux 
points  B,C,G,F,M,&  imaginons  que  les  vîteffes  a l’ori- 
gine A & aux  points  fuivans  B , C , Sic.  font  défignées 
par  les  ordonnées  de  la  courbe  a m.  Suppofant  AB  = 
x , B b = y , je  fais  y — a -+-éar-f-cxl-t-Dar3  -+- 
t X 4 + /*  5 -J-  g x6.  Pour  connoître  les  coefficients  a , b , 
c,  Sic.  je  remarque  qu’en  fuppofant  x=o,  l’on  doit  avoir 
y = a — A a ; mais  * = AB  donne  y = B b , x — AG 
donnant  y — Ce  , Sic.  Connoiffant  donc  les  ordonnées  A a , 
B b , Sic.  on  aura  l’équation  de  la  courbe  cherchée.  Sup- 
pofons  que  la  hauteur  de  l’eau  dans  le  réfervoir  eft  con- 
ftamment  d’un  pied,  & que  le  tuyau  AVTD  eft  de  1 6 li- 
gnes de  diamètre.  Si  prenons  A B = 30  pieds  que  je  re- 
préfenterai  par  1 , c’eft-à-dire  , que  je  ferai  l’unité  de  mefure 
— 1 ; ainfi  l’abfcifle  A B fera  = I , l’abfcifTe  A C = 1 , Sic. 
Cela  pofé  , fuppofons  que  notre  tuyau  eft  compofé  de 
plufieurs  pièces  , de  maniéré  qu’on  puiilc  le  terminer 
en  B , C , G , &c.  L’expérience  apprendra  que  dans  une 
minute  de  tems  la  quantité  d’eau  écoulée  ( exprimée  en 
pouces  cubes  ) , lorfquc  la  longueur  du  tuyau  eft  = 
AB,  AC,  Sic.  eft  refpeétivcment  égale  à 2778  , 1937, 
1*87,  IJ  fl  , 1178,  lOfl  ; ainfi  que  le  rapporte  M. 
Boftuc  dans  fon  Hvdrodinamique.  Mais  fi  l’on  employoit 
en  A un  tuyau  très-court,  de  3 pouces,  par  exemple, 
la  quantité  d’eau  ferait  de  6330.  Ces  dépenfes , qui 
font  comme  les  vîteffes  . étant  liées  par  la  loi  de  con- 
tinuité , nous  aurons  les  équations  6330  = a 2778  =s 
a -t—  b -+■  C -J-  D -+-  e -3-  f g ; 1957  = -J-  1 £ -f-  4 c 
+ 8D  -f-  16  e ■+■  32/4-  64  g ; 1587  — a - f*  -H-  ÿc-te 
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De  l’exïflence  des  forces  curaclives  & répuljives. 

176.  Toutes  les  fois  qu’un  corps  inanimé  s’appro- 
che d’un  autre  corps  fans  l’adtion  d’une  caufe  extrin- 
feque  qui  puiffe  produire  ce  mouvement,  il  y a ce  qu’on 
appelle  attraüion.  Dans  plufieurs  occafions  on  obferve 
que  les  corps  tendent  les  uns  vers  les  autres,  fans  qu’on 
puific  aflîgner  aucune  impulfion  matérielle  qui  produife 
cette  tendance  ; & celui  qui  voudroic  bannir  l’attradfion 
de  la  Phyfique  devroir  faire  voir  que  les  corps'ne  s’ap- 
prochent jamais  qu’en  vertu  d'une  impulfion , impulfion 
qu'il  faudroit  prouver  par  des  expériences  ou  des  ob- 
fervations  , ou  enfin  par  un  raifonnement  démonftratif 
tiré  de  la  nature  des  caufes  phyfiques  dont  l’exiitence 
ell  reconnue  & fans  avoir  recours  à des  fuppofirions 
ou  des  fiélions  ; appuyées  fur  des  pures  poflibilités  •, 
mais  aucun  mortel  jufqu’ici  n'a  donné  dételles  preuves 
contre  l’attraétion. 

Les  parties  des  corps  font  adhérentes  entr’elles  & 
s’attirent  mutuellement.  Cette  attraftion  ne  dépend  pas 
de  la  preflion  de  l’air  environnant  ; car  dans  la  ma- 
chine oc  Boy  le  (*),  après  avoir  pompé  l’air , les  corps 
foîides  ne  perdent  pas  leur  fermeté.  Elle  ne  dépendras 
non  plus  ae  l’aâion  de  ce  fluide  qu’on  nomme  *tker , 
ni  de  ce  fluide  que  les  Cartéfiens  appel \entmacicre  JubtiU 
8c  dont  ils  ne  fauroient  démontrer  l’cxiftence  ; car  fi 


27  D 4-  Si  t 4-  2.4}/ -f-  729 g;  1 3 yi  = a -+-  4b  4-  \6c 
64  D -j-  2 < -f-  1024  f -f-  4096  g ; 1 17S ! = a -f-  y b 

-+-  2y<;  -f-  1 iy  D -+-  6ty  e -f-  4 1 2 y /"  — 1 yf2  3g  ; loyz  — 
tt  -’r-  6 b -f-  36  c -f-  216  D -f- 1 296  c -)-  7776  f -j-  46636.  g ; 
par  le  moyen  dcfquclles  on  tâchera  de  déterminer  les  incon- 
nues b „ c , D,  Sic.  ; car  a — 6350.;  C’eft  pourquoi  en  fub- 
flicuanc  ces  valeurs  , l'équation  y *=  a -f-  b x -\-  c xz  -f- 
D.vî  -4-  -+-  f 4-  g.  x 6 , fera  connoîtrc  à peu-près 

la  vîtefic  y en  un  point  quelconque  t du  tuyau  DTVA, 
( voyez  les  courbes  algébriques  n°.  t ). 

( * ) C’eft  une  machine  par  le  moyen  de  laquelle  on 
ôte  prefque  tout  l’air  d’ur.c  efpecc  de  cloche  de  verre  qu’on 
nomme  récipient  ; on  appelle  cela  faire  le  vuide  de  Boy  te. 
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cela  éroit  un  tel  fluide  comprimèrent  auffi  les  par- 
ties de  l’air  les  .unes  contre  les  autres  & rendroit  l'air 
folide. 

177.  La  ténacité  des  fluides  , la  rondeur  que  leurs 
gouttes  affrètent  , prouvent  fuflfifamment  qu’il  y a une 
attraftion  entre  leurs  parties. 

Les  corps  folides  attirent  les  fluides  & ceux-ci  at- 
tirent réciproquement  les  corps  folides  : l’attraâion  ell 
donc  une  propriété  univerfelle  puifqu’on  l’obferve  foit 
dans  les  corps  folides , foit  dans  les  corps  fluides. 

178.  Qu’on  prenne  deux  miroirs  de  verre  blanc, 
polis  , bien  nets  & fecs  , qu’on  applique  l’un  des  mi- 
roirs fur  l’autre  > fi  l’on  veut  enfuite  féparer  l'un  de 
l'autre , on  fentira  une  certaine  réfiilance  qui  vient  de 
la  force  avec  laquelle  ces  miroirs  s'attirent  l’un  l’antre, 
& ce  n’elt  pas  l’air  qui  produit  cette  attraûion,  comme 
on  peut  s’en  convaincre  en  faifant  l’expérience  dans  le 
vuide  de  Boyle.  Si  l'on  prend  de  longs  cheveux  d’en- 
fant , auxquels  on  (ufpende  des  lames  très-minces  de 
parchemin  , de  cuir , de  bois  , de  fer  de  la  longueur 
d’un  pied,  d’une  demie-ligne  de  largeur  dansune  lon- 
gue cloche  de  verre , afin  d’empêcher  l’agitation  de  l’air , 
qu’on  approche  enfuite  extérieurement  tels  corps  que 
l’on  voudra  de  la  cloche,  ces  lames  s’en  approcheront. 
On  peut  auffi  obferver  les  effets  de  l’attraétion  en  ap- 
pliquant les  furfaces  polies  & nettes  des  métaux  & de- 
mi-métaux , comme  1 argent  , le  bronze  , le  fer  , le 
plomb  , l’étain , le  zinc  , le  bifiput  , le  régule  d’an- 
timoine , &c. 

179.  Non-seulement  les  corps  s’attirent  dans  le 
contait,  mais  encore  lorfqu’ils  font  éloignés  d’un  cer- 
tain intervalle  ; car  fi  entre  les  miroirs  dont  on  a parlé 
ci-devant , on  place  un  fil  de  foie  tel  qu’il  eft  produit 
par  le  ver  à foie,  en  liant  avec  ce  fil  à de  grands  in- 
tervalles l’un  des  miroirs  , alors  quoique  ces  miroirs 
foient  diftans  entr’eux  de  toute  la  grofleur  du  fil  , on 
éprouve  néanmoins  une  force  d’attraûion  confidéra- 
blc , & cela  a lieu  en  prenant  des  miroirs  fort  épais 
à l’égard  defquels  on  ne  doit  pas  foupçonner  que  les 
parties  comprifes  entre  les  intervalles  des  fils  puiffent 
fe  toucher.  On  peut  auffi  au  lieu  de  deux  miroirs  cm- 
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ployer  des  plaques  de  métal  polies  , feches,  nettes  8c 
épaifles , lî  l’on  veut,  d'un  ou  deux  pouces. 

180.  Prenons  un  corps  opaque  quelconque  a S 5 ( fig. 
iîi)  terminé  par  un  tranchantS,  te!  qu’un  métal, une  pierre, 
ou  même  uii  verre  tranfparent,  fi  l’on  fait  pafferdans  une 
chambre  obfcure  8c  bien  fermée  des  rayons  folaires  à 
travers  un  petit  trou  fait  au  volet  de  la  fenêtre  , & qu’on 
leur  préfente  le  tranchant  S à une  certaine  dillance,  le 
rayon  le  plus  proche  en  fera  fortement  attiré  & fe  dirigera 
vers  D , le  rayon  voifin  en  eil  moins  attiré  & fe  dirige 
vers  e , le  fuivant  elt  encore  moins  attiré,  le  rayon  hk 
parvient  en  h fans  fe  détourner  de  fon  chemin  ( * ).  Non- 
feulement  l’attraflion  a lieu  , mais  encore  la  répulfîon 
qui  commence  à une  plus  grande  diflance,  de  forte  que 
le  rayon  qui  fuit  fe  dirige  vers  i , le  rayon  fuivant  plus  éloi- 
gné rie  S étant  moins  repoufîe , parvient  en  k , tandis  que 
le  plus  éloigné  confervant  fa  direétion  va  en  droite  ligne 
en  L.  Cette  attraétion  & cette  répulfion  de  la  lumière 
ctl  très-fenfible’Morfqu’on  prend  deux  tranchans  d'acier 
oppofés  & qu'on  les  fait  approcher  peu  à peu  , jufqu’à  * 
qu’il  n'y  ait  plus  qu’un  petit  intervalle. 

L A rondeur  des  gouttes  de  la  pluie  qui  tombe  à 
travers  l’air,  la  rondeur  des  gouttes  d’huile  qui  nagent 
dans  l’eau  prouvent  auflî  démonftrativement  la  force 
attraétive  qui  régné  entre  les  parties  de  tons  les  fluides. 
Pareillement  lorfque  deux  gouttes  fe  touchent  ou  font 
prêtes  de  fe  toucher,  elles  fe  portent  l’une  vers  l’autre 
pour  n’en  faire  qu’une  ( on  peur  l’obferver  fur-tout  fi  ce 
font  deux  goûtes  de  mercure  fort  petites  pofées  fur  du 
papier  ou  fur  un  miroir  de  verre  ) : or  ce  mouvement 
ne  peut  venir  de  l’aétion  d’un  fluide  environnant , puif- 
qu’un  tel  fluide  , rempliffant  les  angles  que  forment  les 
gouttes  avant  leur  réunion,  devroit  plutôt  empêcher 
cette  réunion.  De  petites  gouttes  placées  fur  un  plan 
verniffé  ou  fur  une  feuille  de  chou  & qui  ont  une  fi- 
gure fort  ronde  s'applatiflent  fi  on  les  pofe  fur  un  plan 
plus  denfe  &:  plus  attirant. 

( * ) L’inflexion  de  la  lumicre  auprès  des  pointes  de 
métal  , de  bois  , de  verre  , n’eft  ni  augmentée  ni  dimi- 
-nuée  lorfqu’on  élcélrife  fortement  ces  pointes  ( nous  ver- 
rons dans  la  fuite  ce  que  c’eft  que  l’élcdricité  ) > cct  effet 
ne  vient  done  d’aucune  açmofphère  élçélricjuç. 
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181.  Mettez  une  très-petite  goutte  de  mercure  fur  du 
papier,  faites-la  toucher  par  un  morceau  de  cryilal , il 
enlevera  cette  goutte  qui  quittera  le  papier.  Approchez, 
cette  goutte  enlevée  d'un  autre  très-petite  placée  fur 
le  même  papier  , celle-ci  s’attachera  à la  première 
pour  en  former  une  plus  grolTe  qui  fera  élevée  par  le 
cryilal.  Mais  fi  vous  approchez  la  goutte  adhérente  au 
cryilal  , d’une  goutte  de  mercure  alfez  groffe  pour  ne 
pouvoir  être  enlevée  par  la  force  attractive  du  cryilal, 
alors  la  petite  goutte  plus  attirée  par  ia  groffe  goutte 
que  par  le  cryilal , abandonnera  celui-ci  pour  fe  réunir 
à la  groffe  goutte. 

181.  Remplissez  de  mercure  par  vole  de  fuccion 
un  tube  de  verre  fort  étroit  , pofez-le  horifonta- 
lernent  , il  en  reliera  une  petite  portion  dans  le 
tube,  qui  ne  tombera  pas  , même  en  élevant  le 
tuyau  ; mais  fi  vous  approchez  obliquement  ce  tube  du 
vif-argent  contenu  dans  un  vafe , tout  ce  qui  eft  con- 
tenu dans  le  tuyau  s’écoulera  , à caufe  de  l’attrac- 
tion du  mercure  du  vafe  plus  forte  que  celle  du  verre. 

Plongez  en  partie  un  tube  de  verre  fort  étroit  ( de 
ceux  qu’on  nomme  capillaires  ) dans  l’eau  d’un  vafe  , 
cette  eau  montera  dans  le  tube  beaucoup  plus  haut  que 
le  niveau  de  la  furface  de  l’eau  du  vafe.  hi  fur  la  fur- 
face  extérieure  d’un  tuyau  capillaire,  vous  laiffez  tom- 
ber une  goutte  d’eau  , elle  defeendra  le  long  du  tube  ; 
s’il  cil  incliné  elle  parviendra  à fon  orifice  inférieur  ou 
l’attradion  da  la  furface  interne  la  fera  monter  avec 
rapidité  dans  l’intérieur  de  ce  tube , & cela  arrive  dans 
Je  vuide  de  Boyle  comme  dans  l'air. 

Qu’on  prenne  un  morceau  de  fapin  qu’on  vient  de 
tremper  dans  l’eau  , qu'on  le  mette  en  équilibre  dans 
i’air  à l’aide  d’une  romaine  &:  qu’on  en  approche  un  vafe 
plein  d’eau  par-deffous,  l’eau  attirera  ce  fapin  de  ma- 
niéré que  fi  la  furface  qui  touche  l’eau  elt  d’un  pouce 
quarré  , il  faut  ajouter  de  l’autre  côté  de  la  romaine 
un  poids  de  cinquante  grains  pour  rétablir  l’équilibre. 

i8}.  C’est  la  force  avec  laquelle  les  parties  des  deux 
fluides  s’attirent  qui  produit  ce  qu'on  nomme  coagu/um 
de  l’efprit  d'urine  très  - fubtil  mêlé  àvec  l'alcool  ( c’eft- 
à-dire  i’cfpric  de  vin  rectifié  au  dernier  degré  ) produit 
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fubitement  un  corps  folide  femblable  à la  glace.  L’al- 
cool de  vin  mêlé  avec  le  blanc  d’œuf  ou  avec  la  féro- 
fité  du  fang  produit  un  coagulum. 

Faites  difloudre  quelque  fel  dans  l’eau  , mettez 
une  goutte  de  cette  difloludon  fur  un  verre  plan  un 
peu  chaud,  afin  que  l’eau  s’évapore  lentement,  alors 
vous  pourrez  voir  par  le  moyen  du  microfcope  les 
parties  falines  d’abord  petites  , s’approcher  peu  à peu 
les  unes  des  autres , fe  joindre  enfemble  pour  former 
des  cryltaux  dont  la  grandeur  croît  continuellement. 

L’eau  , le  vin  , le  vinaigre  de  vin  & de  biere , les 
huiles  des  plantes  qu’on  tire  par  expreftîon , &c.  & 
d’autres  liqueurs  , étant  verfés  féparément  dans  un  vafe 
de  vesre  net  & fec  font  attirés  par  les  côtes  & s’élèvent 
vers  eux , leur  furface  étant  concave  & plus  abaiflee  vers 
le  milieu. 

C’eft  par  l’attraélion  que  l’huile  monte  dans  le  coton 
d’une  lampe , la  même  caufe  fait  monter  l’eau  dans  les 
fils  de  laine  & dans  les  draps  fufpendus,  & M.  Petit  a 
prouvé  que  cet  effet  a auflî  lieu  dans  le  vuide  de  Boyle. 

184.  Non-seulement  il  exifte  une  force  d*at- 
traéiion  entre  les  corps , on  obferve  aufli  qu’ils  fe  re- 
pouflfent.  Nous  avons  rapporté  ci-deffiis  une  expérience 
dans  laquelle  un  corps  tranchant  repoufle  la  lumière.  Les 

Earties  des  corps  féparées  par  la  fermentation , la  con- 
ullion  , l’effervefcehce  imitent  l’air  qui  elt  corppofé 
de  parties  qui  fe  repouflent.  Les  huiles  groflieres  & 
l’eau  fe  repouflent  mutuellement  & ne  fè  mêlent  pas , 
à moins  que  le  principe  acide  ou  le  phlegme  ne  com- 
mencent à dominer  dans  ces  huiles.  Certains  infeétes 
par  les  pieds  defquels  il  tranfpire  une  certaine  huile  , 
marchent  fur  l’eau  fans  s’enfoncer.  Les  plumes  des  oi- 
feaux  aquatiques  repouflent  l’eau  qui  ne  les  mouille  pas. 

On  fait  que  la  rofée  ne  tombe  pas  fur  les  métaux 
polis  , mais  qu’elle  en  elt  repouflée.  Avec  les  poils 
de  certains  animaux  , comme  les  chevaux  , les  boucs  , 
on  fait  des  étoffes  qui  réfiltent  à la  pluie  quelles  repouf- 
fènr. 

Le  cuivre  fondu  jetté  dans  l’eau  en  eft  repoufle  avec 
une  grande  violence  au  grand  péril  des  aflïftans. 

Nous  pourrions  rapporter  bien  d'autres  exemples  d’at- 
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traitions  & de  répulfions  ; mais  ceux  que  nous  venons 
d’indiquer  font  plus  que  fufïifhnts  pour  convaincre  tout 
homme  non  prévenu  qu’il  exifle  dans  la  nature  des  for- 
ces , foit  répulfives  foit  attraélives.  Il  nous  relie  à par- 
ler de  leur  çaufe  & des  loix  qu’elles  fuivent. 

i8f.  Les  CollePeurs  des  ailes  de  Le ipjîck  compri- 
rent enfin  en  1710,  qu’on  ne  peut  expliquer  par  la  com- 
prelfion  d’un  fluide  environnant  les  effets  que  les  Attrac- 
tionaires  attribuent  à l’attrailion  , A:  qu’il  faut  les  rap- 
porter à un  principe  propre  aux  corps  mêmes.  Ce  prin- 
cipe félon  eux  confifle  dans  des  atmofphères  invinblés 
qui  pénètrent  la  fubllance  des  corps , & fe  répandent 
autour  de  leur  furface.  «Il  "exifle  fans  doute  (dit  le 
« favant  Auteur  des  Inltitutions  Neutoniennes , fécondé 
«édition,  pag.  2fi,)  de  pareilles  atmofphères.  C’efl 
«par  elles  que  deux  objeitifs  de  télefcope  font  foute- 
« nus  l’un  au-deflus  de  l’autre  fans  fe  toucher  > c’eil  par 
«elles  qu’une  aiguille  fèche  , un  très  - petit  globule  de 
« mercure  , furnagent  à la  furface  de  l’eau  , en  faifant 
« dans  ce  fluide  , & tout  à l’entour  de  ces  corps  un 
« creux  proportionné  à leur  étendue  ou  diamètre  «. 

Nous  fommes  bien  éloignés  d’attribuer  les  effets  dont 
nous  venons  de  faire  mention  à de  pareilles  atmofphè- 
res , dont  l'exiflence  n’efl  nullement  prouvée.  ( 11  ne 
s’agit  pas  ici  des  attrapions  qu’on  po.uroit  attribuer  à 
l’élePricité  ou  à la  force  magnétique , nous  en  parle- 
rons dans  la  fuite  ).  Car  d’où  viennent  ces  atmofphè- 
res ? quelle  efl  leur  origine  , leur  nature  ? Comment  agif- 
fent-elles  ? d’où  tirent-elles  leur  force  ? quelle  caufe  les 
retient  autour  des  corps  ? ont-elles  du  mouvement,  & 
d’où  I eur  vient  - il  ? fi  elles  n’en  ont  point , comment 
operent-eiles?  Voilà  des  queflions  auxquelles  ie  ne  crois 
pas  qu’on  puiffe  répondre  quelque  choie  de  raifonnable, 
8:  capable  de  faire  imprefflon  fur  un  homme  fenfé  &: 
un  peu  inllruit. 

Dirons  - nous  qu’il  y a dans  les  corps  un  principe 
interne  qui  les  poulie  les  uns  vers  les  autres  , ou 
qui  les  repouffe  félon  les  différentes  occafions , puif- 
qu’on  n’a  pu  jufqu’ici  trouver  aucune  matière  qui 
produife  cet  effet  ? J’aimerois  autant  dire  qu’il  y a 
«n  principe  interne  qui  produit  l'irritabilité  des  fibres 
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d’un  corps  animé,  qui  alïimile  les  alimens  aux  corps  des 
animaux  , qui  les  nourrie  & les  fait  croître  , qui  ré- 
généré la  peau  des  plaies  , unit  les  vaiflTeaux  enfem- 
ble , reproduit  dans  certains  animaux  des  animaux  en- 
tiers par  le  moyen  des  parties  coupées  , qui  produit  la 
végétation  des  femences  , & ce  qu’on  appelle  la  vie 
des  plantes  , fcc.  Quel  pouroit-être  ce  principe  interne  ? 
d'où  tire-t’il  fon  origine  ? quelle  ell  fa  nature  ? qui  peut 
prouver  fon  exillence  ? 

186.  Les  efpaces  célelles  dans  lefquels  les  planètes  & 
les  comètes  font  leurs  révolutions  font  un  vuide  ptefque 
parfait,  puifque  les  planètes  ni  les  comètes  ne  trouvent 
aucune  rélîilance  fenfible  .dans  leurs  mouvemens  de  la 

{>art  du  milieu  ou  efpace  qu’elles  traverfenc , quoique 
es  comètes  fe  meuvent  du  Nord  au  Midi,  du  Midi  au 
Nord,  d’Orient  en  Occident,  &c.  D’où  il  fuit  que  l’at- 
traétion  qui  retient  les  corps  célelles  dans  leurs  orbites , ne 
peut  être  l'effet  de  l’impulbon  d’un  fluide  quelconque  (*). 

( *)  Un  fluide  quelconque  ne  peut  agir  fur  les  corps  d'une 
maniéré  proportionnelle  à leur  malle,  puifqu’il  11e  peut  pas 
choquer  deux  parties  dont  l'une  feroit  au-detfous  de  l’autre; 
cependant  nous  favons  que  dans  le  vuide  de  Royle  les  corps 
pefans  ou  légers  defeendent  avec  la  même  vîtelfe  , preuve 
certaine  que  toutes  leurs  parties  font  poulfécs  par  une  caufe 
qui  produit  le  meme  effet  fur  chacune  d’elles.  Cette  caufe 
n’eft  donc  pas  un  fluide  , pas  même  un  fluide  diferet  , 
c’efl  - à-  dire,  un  fluide  dont  les  parties  ne  fe  toucheroient 
pas  immédiatement  & mathématiquement  les  unes  les 
autres , fluide  par  le  moyen  duquel  un  Phyficien  moderne 
prétend  vainement  expliquer  la  caufe  de  l’attraélion  : car 
un  tel  fluide  feroit  perdre  beaucoup  de  mouvement  aux 
planètes. 

En  effet,  foit  t la  terre  tranfportée  dans  fon  orbite  rB  D(fig, 
1 ; 1),  fi  comme  on  le  prétend  dans  ce  fyftême  , il  y a un  fluide 
diferet  qui  tend  de  tous  côtés,  vers  le  folcil  S , & qui  retient 
la  terre  dans  fon  orbite  en  la  pouffant  continuellement 
vers  cet  aftre  , & l’empcchant  de  fuivre  la  tangente  t A, 
il  efl  vifible  que  le  fluide  ht,  at  doit  pouffer  les  corps  ter- 
reflres  vers  la  terre  & être  la  caufe  de  leur  pefanteur.  La 
terre  choque  donc  à chaque  ipflant  le  fluide  difetet  qui  tend 
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Qu’on  cherche  tant  qu’on  voudra  , qu’on  imagine 
des  fluides  de  toutes  les  efpèces  , élaftiques  ou  non 
diadiques  , on  ne  prouvera  l’exiftence  d’aucun  qui 
puifle  produire  les  phénomènes  des  attractions  & des 


vers  le  foleil  & le  choc  fe  fait  félon  la  tangente  rA, 
c’eft  - à - dire  , dans  la  direction  t A ; donc  la  terre  doit 
continuellement  perdie  de  fon  mouvement , ce  qui  n’eft  pas. 
Qu'on  ne  dife  pas  que  le  fluide  ai  répare  le  mouvement  dé- 
truit par  le  fluide  A f ; car  quand  on  fuppoferoit  que  ces 
fluides  ont  des  vîteflés  égales  mais  oppofées,  il  s'enfuivroic 
que  leurs  efforts  mutuels  fe  détruiroient  fi  la  terre  étoit  en 
repos;  mais  elle  perdra  de  fon  mouvement  fi  elle  fe  meut 
dans  le  fens  t A,  parce  qu'alors  allant  contre  la  direction 
du  fluide  A t,  elle  doit  éprouver  beaucoup  de  réfiftance,  de  ma- 
niéré que  fa  vîtefle  après  le  choc  de  l’un  & de  l'autre  fluide  doit 
être  plus  petite  qu'auparavant.  Mais  pour  mieux  éclaircir  cc 
point , fuppofons  une  feule  particule  de  la  terre  choquée  par  un 
feulatômedu  fluide  qui  va  félon  la  direftion  Ar,  tandis  quelle 
cft  choquée  en  même-tems  par  un  pareil  atome  du  fluide 
qui  va  félon  la  direélion  a t , & foit  fuppofée  la  vîtefle  de  la 
particule  terreftre , dont  on  vient  de  parler,  félon  la  direc- 
tion t A , exprimée  par  l'unité,  la  vîtefle  des  atomes  cho- 
quans , étant  fi  l'on  veut , exprimée  par  ioo  ( on  peutemploycr 
un  nombre  plus  grand  fi  celui-là  ne  plaît  pas  , le  raifonneinent 
fera  toujours  le  même),  fuppofons  de  plus  que  la  particule 
terreftre  choquée  eft  de  même  mafle  que  chacun  des  atomes 
choquans.  Par  les  loix  du  mouvement  , après  le  choc  de 
l’atôme  a , la  particule  terreftre  aura  une  vîtefle  expri- 
mée par  la  fomme  des  deux  mouvemens  ioo  & x de  l’atôme 
& de  la  particule  terreftre  , divi fée  par  la  fomme  des  mafles; 
ainfi  en  fuppofant  que  la  particule  terreftre  & i'atôme  font 
repréfentés  chacun  par  l’unité  de  mafle  , ce  mouvement 
fera  =-L£i,  & confidérant  l'atome  & la  particule  terref- 
tre, comme  ne  faifant  plus  qu’une  même  molécule,  cette 
molécule  aura  un  mouvement  = iox.  L’atôme  A = r, 
qui  a,  en  fens  contraire,  un  mouvement  = ioo  , choquera 
• cette  molécule  avec  une  YÎtcflc  — ioo  , 8i  après  le  choc 
Tome  V.  • * 
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répullïons,  & qui  en  mê'me-tems  ne  faffe  aucune  ré- 
fiftance  du  moins  fenfîble  aux  mouvemens  des  planètes 
& des  comètes.  Au  contraire  tout  nous  porte  à croire 
que  l’attraétion  & la  répùlfion  dépendent  d une  loi  im- 
médiate de  la  nature  , par  laquelle  le  Créateur  auroit 
établi  que  les  particules  des  corps  s'attireroient  ou  fe 
repouflèroient  d’une  maniéré  dépendante  de  la  diftan- 
ce  qu’il  y auroit  entr’elles.  i°.  On  ne  peut  fans  abfur- 
dité  nier  que  le  grand  Etre  ait  pu  établir  une  telle  loi. 
2°.  Un  grand  nombre  de  phénomènes  qu’on  a rapportés 
ci-deflus.  ? 9 . La  loi  de  continuité,  qui  ne  permet  pas  qu’un 
corps  qui  va  en  choquer  un  autre , arrive  jufques  a lui 
avec  toute  fa  vîtefle  & qu’il  y ait  un  conta#  mathé- 
matique , prouvent  fuffifamment  que  les  corps  agiflent  les 


la  .vîtefle  commune  fera  = — 2=12°  — i.  j c’eft-à-dire, 
que  la  particule  terreftre  n’aura  plus  que  le  tiers  de  la 
vîtefle  quelle  avoit;  de  forte  qu’à  chaque  inftant  la  terre 
perdroit  les  -j  de  fon  mouvement  annuel,  ce  qui  eft  contr^ 
ï’obfctvation.  De  plus  que  deviendront  les  atomes  choquans 
après  le  choc?  relieront- ils  unis  à la  terre  ? dans  ce  cas 
comme  chaque  particule  de  la  terre  doit  être  choquée  à cha- 
que moment  par  un  atome  égal , autrement  la  pefanteur  des 
corps  ne  fauroit  être  proportionnelle  à la  mafle  , notre  globe 
feroit  déjà  d’un  volume  immenfc  8c  il  croîtroit  continuel- 
lement , ce  qui  eft  encore  contre  l’obfervation.  Dira  t-on 
que  les  atomes  du  fluide  choquant  font  élaftiques  & ont  un 
reflort  qui  les  fait  réflexir  ? d'où  vient  ce  reflort  ? d’ailleurs 
en  fe  réflexiflant  ils  feroient  choqués  de  nouveau  par  ceux 
qui  les  fuivent,  8c  il  y auroit  une  confulîon  inexprimable 
dans  ces  chocs  continuels  & réitérés.  D’un  autre  côté  quelle 
preuve  a- t-on  qu'il  exifte  dans  la  nature  une  fi  grande 
quantité  d’atômes  en  mouvement , 8c  que  ces  atomes  ont  leur 
• direction  vers  notre  fyftême  comme  vêts  un  centre? 

Le  fyftême  du  fluide  diferet  dont  on  vient  de  parler  fup- 
pofe,  de  l’imagination  dans  celui  qui  l’a  trouvé;  mais  nous 
demandons  des  preuves  8c  non  une  pure  hypothèfe , qui , 
même  en  l'admettant , ne  pourrait  fatisfaire , aux  phénomè-* 
nts  de  la  nature. 
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uns  fur  les  autres , qu’ils  s’attirent  8c  fe  repouflent  fans 
fe  toucher  mathématiquement.  Dieu  a donc  voulu  qu’à 
telle  diftance  une  particule  de  matière  en  attirât  une 
fémblable , & qu’à  une  diftance  différente  il  y eut  une 
répulfion  au  lieu  d’une  attraPion.  Cherchons  maintenant 
s’il  eft  poflible  , félon  quelles  loix  les  corps  s’attirent  ou 
fe  repouflent. 

1S7.  J e'  remarque  d’abord  que  fi  une  particule  de 
matière  que  je  défignerai  par  a ( fig.  ijj  ) attire  ou  re- 
poufle , la  particule  b égale,  celle-ci  à fon  tour  doit 
attirer  ou  repoufler  la  particule  a.  Car  par  la  même 
raifon  que  a attire  ou  repoufle  b , b doit  auflï  attirer 
ou  repoufler  a ; de  forte  que  l’attraPion  & la  répul- 
fion doivent  être  réciproques  entre  les  parties  de  la 
matière , & par  conféquent  entre  les  corps  compofés 
de  ces  particules. 

En  fécond  lieu  , fi  l’on  fuppofe  la  particule  c égale 
8c  fituée  tout  auprès  de  la  particule  a , de  maniéré  qu’on 
puifle  fans  erreur  aflîgnable,  confidérer  les  lignes  cb, 
a b comme  coincidentes  & n’en  faifant  qu’une , il  eft 
vifible  que  chacune  des  particules  a,  c exerçant  une 
égale  force  d’attraPion  fur  la  particule  b , celle-ci  doit 
s’approcher  deux  fois  plus  vite  des  particules  a,  c 
que  les  particules  a & c ne  s’approchent  de  b.  Ainfi 
l’attraPion  ( & il  en  de  même  de  la  répulfion  ) eft 
proportionnelle  à la  truffe  attirante  , c’eft-à-dire,  qu’une 
mafle  attire  par  toutes  fes  parties  , & l’attraPion  eft  la 
fomme  des  attrapions  de  toutes  les  parties  ; de  même 
l’attrapion  eft  proportionnelle  à la  mafle  attirée , puif- 
que  toutes  les  parties  de  cette  mafle  font  attirées.  Mais 
il  peut  fe  faire  que  l’atrraPion  d’une  mafle  double  ne 
foit  pas  double  de  celle  d'une  mafle  fous-double  ; parce 
que  les  parties  attirées  de  cette  mafle  étant  inégalement 
diftantes  des  parties  attirantes  d’une  autre  mafle,  l’at- 
traPion  de  chaque  partie  ne  fera  pas  la  même.  Ainfi 
quand  on  dit  que  l’attraPion  eft  proportionnelle  aux 
mafles  attirantes  & aux  mafles  attirées , cela  doit  s'en- 
tendre dans  le  fens  qu’on  vient  de  l’expliquer.  Cepen- 
dant s’il  s’agit  des  globes  fuppofés  parfaits  & homogènes , 
il  eft  démontré  ( 65  J qu’en  fuppofant  aufli  que  l’attraPion 
fuive  la  raifon  renverfée  des  quarrés  des  diftances , c’eft- 
à-dire  qu’en  fuppofant  que  l’attraPion  foit  d’autant  plus 
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petite  que  le  quarté  de  la  diftance  eft  plus  grand , ces 
globes  s’attirent  de  la  même  maniéré  que  fi  toute  leur 
matière  étoit  réunie  à leur  centre. 

188.  Lorsqu’il  s’agit  des  grandes  diftances  l’at- 
traélion  fuit  à peu-près  la  raifon  inverfe  ou  renverfée 
des  quarrés  des  diftances.  Hn  effet  il  eft  vifible  que  la 
Lune  ne  peut  tourner  autour  de  la  Terre  à moins  qu’elle 
ne  foit  attirée  vers  la  Terre.  Ainfi  fi  T (fig.  154  ) re- 
préfente la  Terre,  A repréfentant  la  Lune,  il  eft  évi- 
dent que  fi  rien  ne  poufloit  la  Lune  vers  la  Terre  , la 
Lune  fuivroit  la  tangente  A B de  fon  orbite  , mais  au 
contraire  fi  la  Lune  eft  pouffée  par  deux  forces  l’une 
félon  A B ( c’eft  la  force  tangentieile  ) , l’autre  félon 
A M ( c’eft  la  force  avec  laquelle  la  Terre  attire  la 
Lune , force  qui  agit  continuellement  ) , par  l’aétion  corn- 
pofée  de  ces  forces , la  Lune  décrira  l’arc  A m , qu’on 

{•eut,  fi  l’on  veut , confidérer  comme  la  diagonale  du  paral- 
èlogramme  A B m M.  Or  les  Géomètres  démontrent  que 
la  ligne  B m , ou  fon  égale  A M qui  exprime  l’attrac- 
tion de  la  Terre  eft  à peu-près  de  îy  pieds,  lorfqu’il 
s’agit  d’un  arc  A m décrit  par  la  Lune  dans  une  minute 
de  tems.  En  effet  la  Lune  faifant  fa  révolution  en  17  jours 
7 heures  45  minutes  à peu  près,  fi  on  réduit  tout  en  minutes, 
& qu’ après  avoir  multiplié  la  longueur  de  la  circonfé- 
rence d'un  grand  cercle  de  la  Terre  par  60  ( parce  que  le 
rayon  de  l’orbite  lunaire  eft  à peu -près  60  fois  plus 
grand  que  celui  de  notre  globe  ) , on  divife  le  produit 
par  le  nombre  des  minutes  du  tems  de  la  révolution 
lunaire  , on  aura  l'arc  A m décrit  dans  une  minute. 
Maintenant  ayant  tiré  les  cordes  A m , m b , & l’or- 
donnée m M , il  eft  vifible  < par  la  propriété  du  triangle 
reétangle),  que  A M = m 11  eft  égale  au  quarré  de  la 
corde  Am  ou  de  l’arc  A m qui  fe  confond  fenfible- 
ment  avecü  cette  corde,  divifé  par*MA  = AA,  car  ces 
quantités  different  fort  peu  l’une  de  l’autre.  Si  l’on  fait 
cette  divifion-on  trouvera  environ  15  pieds  au  quotient. 
Mais  auprès  de  la  Terre  un  corps  décrit  dans  une  fé- 
condé par  la  force  de  l’attradlion  de  la  Terre  un  efpace 
d’environ  1 y pieds , & félon  ce  qu’on  a dit  ci  defius  ( 1 1 5), 
le  meme  corps  décriroit  dans  une  minute  ou  60  fécon- 
dés, un  efpace  $600  fois  plus  grand  , parce  que  les  efpa- 
ces  parcourus  par  la  caufe  de  la  gravité  ( c’eft  la  même 

chofe 
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chofe  que  l'attraCtion  ) font  auprès  de  la  Terre  dans 
le  rapport  des  quarrés  des  tems,  & que  3600  eft  le 
quarré  de  60 , 1 étant  le  quarré  de  1.  Or  en  corrfîdé- 
rant  l’orbite  lunaire  comme  un  cercle  , ce  qui  eft  per- 
mis ici , Ion  rayon  fera  à peu  près  60  fois  aufti  grand 
que  celui  de  la  Terre  ; donc  les  efpaces  que  la  Lune 
& un  corps  fitué  auprès  .de  la  furface  de  la  Terre  par- 
couraient en  allant  vers  le  centre  de  la  Terre  , fuivent 
à peu-près  la  raîfon  inverfe  des  quarrés  des  diftances 
par  rapport  à ce  centre.  Ainli  dans  les  grandes  diftan- 
ces  l'attraCtion  fuit  à peu- près  la  raîfon  inverfe  des 
quarrés  des  diftances. 

189.  L a même  chofe  n’a  pas  lieu  dans  les  petites 
diftances.  Car  nous  avons  remarqué  ci-devant  .(*80) 
.que  certains  rayons  de  lumière  ( fig.  131  ) étoient  at- 
tirés & les  autres  repouflés.  Le  rayon  E h n’eft  rfi  attiré 
ni  repouflè  non  plus  que  le  rayon  E L , mais  tous  ceux 
qui  font  entre  ces  deux-là  font  repouflés  , tous  ceux  qui 

Îaffent  entre  le  tranchant  S & le  rayon.E  h étaiït  attirés, 
)onc  dans  les  petites  diftances  la  répulfion  peut  füc- 
céder  à l'attraCtion.  Mais  il  y a un  point  mitoyen  i,‘suà 
quel  il  n'y  a ni  attraction  ni  répulfion.  D’un  autre  côté 
parce  que  les  corps  ne  parviennent  pas  au  contaét  mathé- 
matique parles  principes  de  1a  loi  de  continuité  ( 173 
il  doit  y avoir  une  répulfion  par  rapport  aux  rayons  E'arqui 
iroientraferle  tranchantS;  mais  ces  rayons  étant  en  petit 
nombre  , ils  ne  pourront  faire  une  impreffion  fufîifante 
fur  les  yeüx  pour  être  apperçus.  11  doit  aulïï  y 'avoir 
entre  les  rayons  E*  & ED  un  point  dans  lequel  il 
ne  fe  falfe  ni  attraction  ni  répulfion  , & s’il  y a un  rayon 
qui  parte  par  ce  point,  il  doit  luivre  fa  direction  fans 
fe  détourner  à droite  ni  à gauche  ; mais  parce  qu’un 
Teul  rayon  ne  peut  fuffifamment  ébranler  l’organe  de  la 
vue,  on  ne  l'apperceVrapas.  Cependant  dira  t-on  peut- 
être,  on  apperçoit  le  rayon  E h qui  ett  un  rayon  fîmple. 
Le  rayon  E A eft  un  rayon  compofé  de  planeurs  autres 
dont  celui  du  milieu  ne  change  pas  de  dircCtioü'yran- 
dis  que  les  collatéraux  de  droite  Sc  de  gauche  chan- 
gent de  direction  , mais  d'une  maniera  infenfible  , ce  qui 
n‘a  pas  liéu  par  rapport  au  rayon  qu’on  fuppoferoit 
pafter  entre  les  rayons  Ex  & ED. 

190.  Pour  fe  former  une  idée  plus  claire  de  la  loi 
Tome'V.  ü o 


578  Cours  de.Mathe'matiqües. 


des  forces  attractives  & répulfives  , ou  plutôt  de  la 
force  unique  naturelle  avec  laquelle  les  corps  agiflent 
les  uns  fur  les  autres  & qui  félon  les  diitances  de- 
vient attraCtive  ou  rénulfive  , fuppofon's  une  courbe 
D E F G H K M O S T V ( fig.  i $ y)  rapportée  à la  ligne 
A R que  nous  apellèrons  l'axe  de  la  courbe,  de  maniéré 
qu’en  menant  des  perpendiculaires  ( à cet  axe  ) termi- 
nées à la  courbe,  telles  que  àg,  b r,  h d , &cc.  que  nous 
appellerons  ordonnées,  & prenant  le  point  A pour  l’o- 
rigine des  abfcifles  A a , AA,  Ad,  8cc.  comprifes  entre 
l'origine  A & les  différentes  ordonnées , les  points  de 
matière  fitués  à des  diitances  exprimées  par  cesabfcif- 
fes  s’attirent  ou  fe  repouffent  avec  une  force  défignéê 
par  les  ordonnées  correlpondantes.  Mais  pour  diitin- 
guer  tes  répudiions  des  attractions,  nous  fuppoferons 
que  les  ordonnées  ag,  \t , &c.  (*)  élevées  au-deflus 
de  l’axe  & que  nous  appellerons  ordonnées  pofitives, 
défignent  les  répulfions , tandis  que  les  ordonnées  hd, 
il  y &c.  menées  en  fens  contraire  , c’elt- à-dire  en-def- 
fous  de  l’axe  ( & qu’on  nommera  ordonnées  négatives  ), 
indiquent  les  attrapions.  Cela  pofé , puifque  dans  les 
grandes  diitances  , l’attraCtion  fuit  à très-peu-près  , la 
raifon  renverfée  des  quarrés  des  diitances , nous  pour- 
rons fuppofer  que  l’arc  TpV  a des  ordonnées  po,  sv, 
&c.  qui  diminuent  comme  les  quarrés  des  abfcifles  A o , 
Av  augmentent  ; mais  parce  que  les  corps  ne  peuvent 
pas  parvenir  au  contaCt  immédiat,  la  répulfion  doit  de- 
venir. d’autant  plus  grande  que  les  corps  fe  rapprochent 
davantage  , afin  d’empêcher  le  contaCt  mathématique  en 
détmifant  la  plus  grande  vîtefle  naturelle  que  les  eprps 
puifierit  acquérir.  Il  pourra  donc  lé  faire  que  très-près 
du  contaCt , à la  diltance  défignéê  par  A a , la  répulfion 
exprimée  par  ag  fojt  exceflivement  grande  & la  répul- 
fion ira  encore  en  augmentant  lorfque  l’abfcifle  fera 
plus  petite  que  A a , de'maniere  que  les  corps  éprouvant 


(*)  On  doit  imaginer  une  infinité  d’ordonnées  dont 
chacune  correfpond  à un  point  de  la  courbe  , les  unes 
pofitives , les  autres  négatives  ; de  maniéré  qn’il  n'y  ait 
aucun  point  de  la  courbe  qui  n’ait  fon  ordonnée. 
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des  répullîons  qui  vont  toujours  en  croiffant  exceffi- 
vernent  , elles  les  empêcheront  de  parvenir  au  contact 
mathématique  avec  un  autre  corps  > mais  aux  points 
E,  G,  1 , L,  N , P,  R les  ordonnées  pofitives  fcc  né- 
gatives étant  égales  à zéro  il  n’y  aura  ni  répulfion  ni  at- 
traction. Entre  le  point  E & le  point  G , la  courbe 
n’ayant  que  des  ordonnées  négatives  , deux  points  de 
matière  fituésl’un  en  A & l’autre  en  i s’attireront  avec 
une  force  < /,  ainfi  ils  s'approcheront  l’un  de  l’autre  par 
un  mouvement  qui  ira  toujours  croilfant  jufqu’à  ce  que 
leur  dillance  foie  repréfentée  par  A E 5 car  dans  tous 
les  points  compris  entre  G&E,  la  force  attractive  dé- 
lignée par  l’ordonnée  correfpondante  , pouffe  ces  points 
l’un  vers  l’autre  ; ainfi  au  point  k,  la  force  h d fe  communi- 
quant à la  vîteffe  avec  laquelle  les  corpufcules  s’ap- 
prochoient  déjà  l’un  de  l’autre,  augmentera  cette  vîteffe. 
Eorfque  la  dillance  fera  égale  à l'abfciffe  A E,  l’attrac- 
tion fera=o,  cependant  les  points  continueront  de  s’ap- 
procher en  vertu  du  mouvement  acquis  > mais  la  force 
*répulfive  venant  à agir  continuellement  retardera  d’a- 
bord, arrêtera  enfuitc  le  nmuvement  & enfin  repouf- 
fera les  points  qui  1e  rapprocheront  par  la  force  attrac- 
tive comme  la  première  fois,  & fe  repoufferont  enfuite , 
de  maniéré  qu’ils  feront  des  ofcillations  en  s’approchant 
& en  s’éloignant  alternativement  : mais  fi  la  dillance 
A G elt  infenfible , les  ofcillations  feront  infenfibles,  & 
l’on  ne  pourra  les  obferver. 

Si  deux  points  de  tnatiere  fe  trouvent  à la  dillance 
Am  corefpondanre  à un  arc  GHI  répulfif,  ils  fe  re- 
poufferont Se  parviendront  à la  dillance  A I avec  une 
force  égale  à celle  qui  elt  repréfentée  par  la  fomme 
des  forces  répulfives  correfpondantes  à la  partie  ml  de 
l’axe , c’elt-à-dire  avec  une  force  repréfentée  par  l’ef- 
pace  m«HI  (*).  Paffant  enfuite  à une  dillance  plus 


( * ) Si  on  conçoit  que  chaque  ordonnée  fituée  entre  m 
& I a une  largeur  infiniment  petite,  la  fomme  de  ces  or- 
données ou  la  fomme  des  forces  répulfives  correfpondantes 
à ml  , fera  repréfentée  par  l’efpacc  mnHI  , compris 
entre  la  partie  de  l'axe  ml,  l’ordonuée  mn  & l'arc  n H I. 
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grande  que  AI,  ils  s’attireront  mutuellement  j mais  fi 
fclpace  ou  l’aire  I K L eil  moindre  que  ma  H I , la  force 
qui  tendra  à les  faire  approcher  ne  pourra  pas  détruire 
. tout  leur  mouvement  répulfif  , ils  pafleront  dans  un 
nouvel  arc  répulfif  LMN,  8e  enfuite  dans  l’arc  at- 
tractif fuivant.  Si  l’aire  comprife  entre  cet  ârc  8c  l’axe 
cil  plus  grande  que  la  force  accumulée  de  répulfion  avec 
f laquelle  les  corpufcules  ou  points  matériels  ont  fran- 
chi la  difiance  AN  , ils  ne  pourront  franchir  cet  arc  i 
mais  ils  feront  attirés  de  nouveau  l’un  vers  l’autre.  Si 
cette  aire  cit  jultement  égale  au  mouvement  de  répul- 
fion qu’ils  avoicnt  à la  difiance  A N , lorfqu’ils  feront 
arrivés  en  P,  ce  mouvement  fe  trouvant  entièrement 
détruit,  les  corpufcules  s’arrêteront  à cette  limite.  Si 
cette  aire  efi  moindre  que  le  mouvement  dont  on  vient 
de  parler , les  corpufcules  franchiront  la  difiance  A P en- 
treront dans  l’arc  répulfif  PQ  R,  8e  enluite  dans  l’arc 
artra&if  R S T V.  On  voit  par  là  qu’il  y a deux  efpeces 
de  limites,  j’appelle  limite  decohéfion  , celle  dans  laquelle 
la  difiance  augmentant  , la  force  attraélive  tend  à rap-  * 

f 'rocher  les  points,  8e  limic £ de  non cohéfion  , celle  dans 
aquelie  la  difiance  venant  à augmenter  la  force  répulû- 
ve  agit  pour  éloigner  davantage  les  points. 

191.  De  ce  qu’on  vient  de  dire  il  femble  fuivre  que 
deux  points  de  matière  ne  peuvent  parvenir  à un  con- 
tact immédiat  Se  mathématique  8e  qüe  par  conféquent 
les  élémens  des  corps  ou  leurs  gardes  primitives  font 
indivifibles  8e  fimples.  On  pourroit  cependant  dire  que 
les  élémens  ou  les  parties  primitives  dont  les  corps  font 
compolés  ont  une  très-petite  étendue , 5c  que  les  loix  de 
la  répulfion  n’ont  lieu  qu'entre  ces  élémens  8e  non  entre 
les  particules  mêmes  de  l’aflemblage  defquelles  réfultent 
ces  mêmes  élémens  ; de  maniéré  qu’entre  ces  élémens  &C 
non  entre  les  particules  mêmes  de  l’allemblage  defquelles 
réfultent  ces  mêmes  élémens  , il  y a feulement  des  forces 
attractives  5c  non  des  forces  répulfives.  Il  t-ft  vrai  que 
fi  on  luppofoit  qu’une  particule  fituée  au  milieu  d’un 
élément  fût  anéantie , les  autres  particules  étant  fup- 
pofées  féparées  par  cette  opération  s’approcheroient  par 
leur  force  attraûive  & fe  choqueroient  de  maniéré  que  la 
loi  de  continuité  feroit  violée  > mais  on  peut  répondre. 
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1°.  que  cela  ne  peut  fe  faire  naturellement,  & qu’il  ne 
s’agit  ici  que  des  effets  naturels.  2°.  Que  fi  on  fuppofoit 
•aulfi  que  Dieu  détruil'e  la  force  répulfive , la  même  loi  de 
continuité  feroit  violée  dans  le  choc  des  corps.  j°.  Que 
rien  n’empêche  de  dire  que  Dieu  ait  établi  deux  efpe- 
ces  de  cohéfion  , l’une  en\re  les  élémens  des  corps  , 
l’autre  bien  différente  entre  les  particules  mêmes  de  ces 
élémens. 

11  faut  cependant  convenir  qu’il  efl  difficile  de  prouver 

3 ne  les  premiers  élémens  de  la  matière  fout  étendus  Sc 
ivifibles  ; car  il  n’exiflc  aucune  partie  de  matière , qu’on 
la  fuppofe  fimple , déterminée  ou  indéterminée  qui 
exige  lexiftence  d’autres  parties  voifines  8c  hors  d’elle  ; 
ainfi  rien  n’empêche  de  dire  que  les  élémens  des  corps 
ne  fe  touchent  pas , qu’ils  font  placés  à certaines  diftan- 
ces  les  uns  des  autres  & retenus  par  des  forces  at- 
tractives qui  les  empêchent  de  s’éloigner  .tandis  que  les 
forces  répùlfives  les  empêchent  de  s’approcher  les  unes 
des  autres  (*). 


(*)  Les  anciens  Scholafliques.au  lieu  de  donner  l’expli- 
cation & la  caufe  d’un  effet  ou  d’un  phénomène , difoient 
fouvenr  qu’un  tel  effet  éroit  produit  par  une  caufe  intrinfèque 
propre  à un  tel  corps  , fans  prouver  d’ailleurs  l’exiflencc  de 
cette  caufe  : & c’cft  ce  qu’on  appelle  une  qualité  ocultc. 

Quelqu’un  pourroit  objeélcr  contre  la  théorie  qu’on 
vient  d’établir,  que  les  forces  mutuelles  avec  lefquellcs  nous 
faifonsagir  les  corps  les  uns  fur  les  autres  , font  des  qualités 
occultes,  & qu’elles  établifTenr  une  aé^ion  entre  des  corps 
éloignés  les  uns  des  autres.  Mais  nous  ne  prétendons  pas 
qu’un  corps  agiffe  fur  l’autre  par  une  force  qui  lui  foit  par- 
ticulière, nous  voulons  dire  feulement  que  Dieu  en  créant 
cet  univers  vifible  , a voulu  que  les  corps  fulfcnt  détermi- 
nés à s’approcher  ou  à-  s’éloigner  les  uns  des  autres,  félon 

Îu’ils  fe  trouveroient  plus  ou  moins  difiants.  Ce  font  ces 
éterminarions  qui  font  les  effets  de  la  loi  des  forces  ré- 
pulfives  St  attraéfives  que  les  corps  exercent  les  uns  fur  les 
autres.  Or,  ces  déterminations  ne  font  pas  des  qualités  oc- 
cultes : chacun  comprend  cc  que  c’efl  que  s’approcher , s’é- 
loigner, ou  relier  dans  la  même  place.  Ainfi  la  loi  des  forces 
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19Z.  Parmi  les  Phénomènes  qu’on  peut  expliquer  par 
les  principes  de  I'attraétion , on  doit  compter  celui  des  tu- 
bes capillaires  qui  a tant  exercé  les  Phyficiens  moder* 
nés.  Si  l'on  plonge  un  tube  capillaire  de  verre  dans 


que  nous  admettons  ne  peut  être  mifc  au  rang  des  qualités 
occultes,  ou  des  qualités  8c  des  propriétés  dont  on  n’a  aucune 
idée  diftinéte.  D'ailleurs  je  voudrois  bien  qu'on  me  dit  de 
bonne- foi  (î  l’on  comprend  bien  comment  un  corps  pourroir 
agit  fur  un  autre  corps  & lui  communiquer  du  mouvement 
par  un  contaél  mathématique,  & comment  par  le  moyen  d’un 
tel  contaél  le  mouvement  peut  pafTer  d’un  corps  dans  un  autre. 
Si  l'on  dit  que  cela  eft  ainfi  , j’avoue  que  je  n'ai  pas  affcx 
de  pénétration  pour  le  comprendre  , 8c  qu'il  n’cft  pas  pro- 
bable que  le  meme  mouvement  qui  n’eft  qu’une  modifi- 
cation d’un  corps , puifle  devenir  la  modification  d’un  autre 
corps.  Si  l’on  die  que  lotfqu'un  corps  en  choque  un  autre. 
Dieu  pour  évirer  que  les  corps  ne  fc  pénétrent,  c’eft-à-dire, 
n’occupent  le  même  lieu,  détruit  une  partie  du  mouvement 
dans  le  corps  choquant  8c  qu’il  en  donne  au  corps  choqué; 
pourquoi  ne  voudroit-on  pas  auffi  que  pour  éviter  la  péné- 
tration, auffi  bien  que  pour  maintenir  la  loi  de  continuité  , 
Dieu  détruife  du  mouvement  dans  le  corps  choquant  avant 
qu'il  touche  immédiatement  8c  mathématiquement  le  corps 
choque. 

On  auroit  tort  auffi  de  prétendre  avec  le  favant  Euler 
que  la  force  d’inertie  eft  incompatible  avec  l’attrac- 
tion , Sc  qu’un  corp$  qui  eft  doué  de  la  force  d'inertie  ne 
peut  avoir  en  mênie-tems  la  force  attraéHve , comme  un 
corps  qui  cft  déjà  teint  d’une  certaine  couleur,  ne  peut  pas 
en  rhême-tems  avoir  d’autres  couleurs.  Car,  un  corps  eft  fuf- 
ccptible  de  plufieurs  forces  partielles,  il; eft  fufceptible  dé 
la  force  d’inertie  8c  de  la  force  attraéfive  , 8c  ces  deux  forces 
ne  s’excluent  pas  mutuellement.  En  effet,  un  corps  A réfifte 
à fon  changement  d’état  par  fon  inertie,  mais  cela  n’em- 
pêchc  pas  qu'il  ne  puifle  attirer  un  autre  corps  B par  la  force 
artraélive.  Cela  n’empêche  pas  non  plus  qu’il  ne  puiffe  Ctrl 
atriré  par  un  autre  corps  ; parce  que  le  corps  A n’cft  pas  attiré 
vers  le  corps  B par  un  principe  ou  force  intrinfèque  au  corps 


A 
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l’eau  , il  prend  la  place  d’un  égal  volume  de  fluide  ; 
niais  parce  que  les  parties  du  verre  ont  plus  de  den- 
flté  & de  force  attraélive  que  celles  de  l’eau  , les  par- 
ticules d’eau  qui  fe  trouvent  precifément  au-deffous  du 


A.  Suppofons  un  corps  A en  mouvement  ou  en  repos,  l’iner- 
tie cmpêche-t  elle  qu’on  ne  puifle  le  tirer  par  l’aétion  d’une 
caufe  exrrinfèque,  d’une  corde,  par  exemple  ? je  ne  crois 

{>as  que  perfonne  ofe  le  dire.  Mais  un  corps  qui  a une  cou- 
eur  déterminée  ne  peut  avoir  en  meme-tems  une  couleur 
différente  comme  cela  cfl  évident;  aulïi  l’on  ne  peut  com- 
parer la  force  d’inertie  aux  couleurs  des  corps,  ni  prétendre 
que  comme  une  couleur  exelud  l’autre  dans  le  même  corps, 
la  force  d’inertie  exelud  la  force  attraélive.  Il  faudroit  pour 
cela  que  la  force  d’inertie  fût  la  colledion  de  toutes  les 
forces  que  peuvent  avoir  les  corps,  ce  qui  n’efl  pas. 

J’avoue  qu’il  y a encore  beaucoup  de  choies  inconnues 
dans  la  loi  des  forces  que  nous  admettons , comme  le  nombre 
des  interfedions  de  la  courbe  des  forces  avec  fon  axe,  la 
forme  & la  grandeur  des  arcs  intermédiaires  rcpulfif  & at- 
traélif.  Ce  font  là  des  chofes  qui  furpaflent  de  beaucoup 
les  forces  de  l’intelligence  humaine,  fie  donc  l’Etre  fuprême 
fernble  s’être  réfervé  la  connoiflance.  Mais  cela  ne  détruit 
pas  ce  que  nous  avons  déjà  avancé,  & l’on  ne  doit  pas  rc- 
jetter  ce  qui  eft  clair  à caufe  de  ce  qui  cfl  obfcur. 

En  comparant  cette  théorie  avec  les  Phyfiques  les  plus 
accréditées  & les  plus  eflimées  en  France , on  conviendra 
fans  peine  que  la  théorie  des  forces  atrradives  & répulfavcs, 
donne  une  facilité  admirable  pour  expliquer  des  phénomè- 
nes dont  on  ne  fauroic  rendre  aucune  raifon  fatisfaifantc, 
en  admettant  l’impuTfion  immédiate  fie  mathématique. 

Qu’on  ne  dife  pas  que  dans  cette  théorie  des  fortes  que 
nous  admettons , on  commet  le  faut  que  nous  voulons  évi- 
ter, 8c  que  le  paifage  de  i’attraélion  à la  répulfion  fe  fait 
par  un  faut  : ceux  qui  feroient  une  telle  objeétion  ne  com- 
ptendroient  nullement  en  quoi  confiftc  cette  fameufe  loi 
de  continuité  de  laquelle  nous  avons  parlé  ci  - deflus. 
Le  faut  que  nous  voulons  éviter  par  cette  théorie  , 
confifle  en  ce  que  l’on  pafferoit  d’une  grandeur  à l’autre, 
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tube  font  attirées  vers  le  haut  plus  qu’elles  ne  l’étoient 
quand  au  lieu  du  verre  il  n’y  avoit  que  de  l’eau  ; ainfi 
la  colonne  d’eau  qui  répondra  l’ouverture  du  tube  eft 
foulevée  par  l’attraéiion  du  tube , de  maniéré  qu’elle 


far.s  paffer  par  les  quantités  intermédiaires.  Cela  n’arrive 
pas  dans  notre  théorie , félon  laquelle  en  prenant  une  force 
lépullîve  fi  petite  que  l’on  voudra,  &:  une  force  attraélivc 
quelconque  déterminée,  il  y a toujours  cntr’ellcs  toutes  les 
forces  réputfi ves  moindres  jufqucs  à 7éro  où  l’on  a une  dé- 
termination à conferver  l’étar  précédent  de  repos  ou  de 
mouvement  uniforme  en  ligne  droite;  & enfuite  depuis  zéro 
jufqu’à  la  force  attraélive  déterminée  dont  on  vient  de 
parler  , fuccèdcnt  des  forces  atrraélives  intermédiaires. 
C’eft  ainfi  qu'on  va  de  la  force  répulfive  mn  à la  force 
attraélivc  i l , en  partant  par  les  forces  répulfivcs  intermé- 
diaires qui  fe  trouvent  entre  m & G,  où  la  force  répuHïve  eft 
zéro  ; depuis  G jufqucs  en  i on  trouve  les  forces  atrraélives 
intermédiaires  qui  empêchent  le  faut  dont  il  eft  parlé  dans 
l’objeétion.  On  ne  peut  pas  dire  non  plus  que  l’on  paffe  du 
dernier  degré  de  répulfion  au  premier  degré  d’attraélion 
immédiatement  & par  un  faut;  car  on  palfe  par  un  degré 
intermédiaire  zéro  dans  lequel  il  n'y  a ni  atrraélion  ni  ré- 
pulfion. Mais  je  demande  s’il  y a un  degré  d’attraélion  pre- 
mier ou  dernier  , s’il  y a une  ordonnée  mn  fi  petite  qu’elle 
foit  qui  foit  la  première  ou  la  dernière  ou  la  plus  petite  d’un 
arc  répulfif?  Etant  donnée  une  force  répulfive  fi  petite  qu’elle 
foit  ..étant  donnée  une  ordonnée  fi  petite  qu’on  voudra,  il 
y en  a toujours  de  plus  petites  à l’infini  fans  aucune  der- 
nière» Ainfi  celui  qui  fe  repréfente  un  dernier  & un  premier 
terme  dans  les  grandeurs  des  lignes,  dans  la  force  , dans 
la  vîterte  , celui  - là  , dis-je  , ne  comprend  nullement  en 
quoi  confiftç  la  loi  de  continuité  que  nous  admettons  dans 
la  natflre. 

Quelqu’un  pourra  peut-être  penfer  que  notre  courbe  des 
forces  (hg.  ) eft  trop  compliquée,  irrégulière  & com- 
pofée  de  parties  qui  n’ont  aucune  connexion , aucun  rapport 
«ntr’elles,  11  y en  a même  qui  prétendent  que  l’attraélion  8c 
Ja  répulfion  font  des  forces  de  différens  genres , qu’il  vaut 
mieux  n’en  admettre  que  d’une  tfpcce,&  expliquer  la  répub» 
lïon  par  une  atrraélion  moindre. 
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ne  peut  plus  faire  équilibre  avec  les  autres  colonnes 
d'eau  voifines  , à moins  qu’en  devenant  plus  longue 
l’excès  de  fa  hauteur  ne  compenfe  fa  légéreté.  11  cft 
donc  néceflaire  que  cette  colonne  monte  dans  le  tube 


Quoique  la  courbe  des  forces  foie  compofée  de  pluficurs 
ares,  néanmoins  elle  cft  continue,  fes  différentes  parties 
font  très -bien  liées  entr'elles  & leur  figure  dépend  du 
rapport  qu’il  y a entre  les  ordonnées  & les  abfciffcs.  Quand 
à ce  qui  regarde  la  répulfion  & l'attraélion  , en  admettant 
que  les  forces  foient  de  différons  genres  , on  ne  peut  pas 
conclure  quelles  n’ont  pas  lieu  dans  la  nature;  puifque  les 
phénomènes  démontrent  leur  exiftence.  Mais  il  n’cft  pas 
plus  facile  de  prononcer  que  l’attraélion  & la  répulfion  ap- 
partiennent à différens  genres  de  forces,  que  de  faire  voir 
que  le  mouvement  vers  l’orient  & le  mouvement  vers  l'oc- 
cident font  de  genres  différens.  Les  quantités  négatives  Sc 
pofitives  étant  du  même  genre,  & les  arnaéHons  fit  les  ré- 
pulfions  pouvantêtre  regardées  comme  des  quantités , dont  les 
unes  font  pofitives  & les  autres  négatives,  on  doit  conclure 
que  la  répulfion  & l’attraftion  font  des  forces  du  même 
genre. 

Nous  avons  démontré  ci-deffiis  que  les  globes  homogènes  & 
dont  les  parties  s'attirent  en  raifon  renverfée  des  quarrés  des 
diftances,  s’attirent  aulîi  dans  le  même  rapport  inverfe  des 
quarrés  des  diftances  entre  leurs  centres.  C’eft  à canfe  de  cette 
perfeétion  ou  de  cette  propriété  que  le  favant  Maupertuis  a 
penfé  que  l’Auteur  de  la  nature  avoir  choifi  cette  loi  de 
préférence  à toute  autre. 

1 Mais  quand  il  s’agit  des  loix  de  la  natute , les  caufes  fina- 
les ne  peuvent  pas  être  d’un  grand  fecours.  Quel  cft  le  mortel 
qui  connoît  toutes  les  fins  que  l’Etre  foprême  a pu  fc  pro- 
pofer  en  créant  cet  univers  vifiMe  ? d'ailleurs  cette  loi  par 
l’effet  de  laquelle  les  globes  s’attireroient  en  raifon  inverfe 
des  quarrés  des  diftances  qu’il  y a entre  leurs  centres  , 
n’eft  d’aucun  ufage  dans  la  nature;  puifqu’il  n’y  a.  aucun 
globe  parfait  dans  le  monde. .La  terre  cft  hériffée  des 
montagnes  , fon  \iffu  cft  compofé  de  couches  de  diffé- 
rentes natures  , qui  n’ont  pas  par  - tout  la  même  denfité  , 
& nous  pouvons  conclure  par  analogie  que  la  même  chofc 
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& s’élève  au-deflus  du  niveau  des  autres.  Soit  B G 
( fig.  i $6  ) un  tube  de  verre  plongé  dans  l’eau  du  vafe 
S V jufqu’en  E , une  particule  d'eau  A , par  exemple  , 
placée  au-deffous  de  ce  tube  eit  attirée  par  la  mafle 


a lieu  dans  les  planètes  & les  comètes.  On  (ait  auffi  que  la 
Terre,  Jupiter,  Sc  toutes  les  planètes  qui  tournent  fur  un  axe 
doivent -êt/e  un  peu  aplaties;  ainfi  cette  détermination  des 
Géomètres  ne  peut  avoir  lieu  exactement  pour  les  corps  cé- 
leftes,  en  fuppofant  même  que  les  élcmcns  de  la  matière  s’at- 
tirent félon  la  loi  qu’admet  Maupcrtuis. 

Mais  pourquoi , dira-t-on  peut-être,  les  montagnes  & les 
édifices  n’attirent-ils  pas  les  corpufcules  qui  volrigcnt  dans 
l’air  ? cela  vient  de  ce  que  l’attraâion  de  la  terre  cft  fi  grande 
refpeéliveiqent  à celle  des  plus  hautes  montagnes,  qu’il  eft 
bien  difficile  de  s’appercevoir  des  effets  de  celle-ci.  (Voyez 
ce  que  nous  avons  die  fur  l’attraclion  dans  nos  Inftitutions 
Mathématiques , fécondé  édition.  ) 1 

La  théorie  qu’on  vient  de  développer  dans  ce  chapitre, 
nous  paraît  être  la  véritable  clef  de  la  Phyfiquc  Sc  de  la 
Chymie.  Nous  nous  contenterons  pour  le  préfent  d’en  faire 
quelques  applications,  nous  réfervant  d’en  faire  voir  l’ufage 
dans  différentes  queftions  que  nous  traiterons  dans  la 
fuite. 

Les  eaux  raréfiées  par  la  chaleur  du  foleil  fe  lèvent  en 
formq  de  vapeurs  jufqu’à  la  région  fupérienre  de  l’air,  Sc 
elles  ne  s’arrêtent  que  quand  elles  font  parvenues  à un  air 
de  même  denfité  & de  même  pefanteur  ; là  elles  compofcnt 
des  nuages  qui  prennent  mille  figures  bifares.  Bientôt  par 
l’aétion  des  vents  ou  du  froid  qui  condenfe  ces  vapeurs  & 
leur  fait  occuper  un  moindre  efpacc  , elles  perdent  leur 
forme  , fe  réunifient  en  gouttes,  ou  en  flocons  de  neige  Sc 
retombent  fur  la  terre  fous  la  forme  de  pluie,  de  neige  ou  , 
de  grêle.  La  plus  grande  partie  de  la  pluie  coule  des  mon- 
tagnes & des  lieux  élevés,  dans  les  rivières  Sc  les  fleuves 
qui  la  tranfportent  à la  mer  où  elle  fe  convertit  de  nou- 
veau en  vapeurs:  une  partie  s’infinue  d.ias  la  terre  & dc-là 
dans  les  femences  Sc  les  racines  des  plances.  La  même  eau 
entre  dans  la  compofition  de  corps  bien  différens  : une  par- 
tie paife  dans  le  corps  de  la  plante , l’autre  partie  fert  a la 
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du  verre  plus  qu'elle  ne  l’étoit  par  l’eau  dont  le  tube 
a pris  la  place  ; c’eft  la  même  chofe  pour  toutes  les 
autres  particules  d’eau  fituées  au-deflous  de  B dans  l’é- 
tendue de  la  fphère  d’attraÛion  du  verre  que  je  fup- 
pofe  s’étendre  jufqu'en  grand  A. 


compofition  des  femlles,du  fruit , des  fleurs.  La  même  eau 
ferc  a former  le  chêne,  le  fapin  & le  pin,  arbres  fi  utiles 
à la  navigation,  le  hêtre,  les  ormes,  le  cèdre  , l'érable,  le 
tilleul  qui  eft  l’ornement  des  promenades  publiques,  & tou- 
tes les  efpeces  d'arbres  qu’on  voit  fur  la  furface  de  la  terre. 
Dins  la  même  plante,  la  même  pluie  entre  dans  la  compo- 
fition  de  parties  bien  différentes.  La  forme  de  la  racine  du 
lin,  par  exemple,  différé  beaucoup  du  corps  de  la  plante. 
Les  ouvriers  réparent  la  membrane  qui  recouvre  la  tige, 
& apres,  l’avoir  travaillée  de  mille  maniérés  , ils  en 
tordent  les  fibres  en  de  longs  fils  dont  on  fait  différen- 
tes toiles  fi  utiles  aux  hommes.  Ces  toiles  devenues  inu- 
tiles par  un  long  ufage  , font  mifes  dans  l'eau  & battues 
avec  des  marteaux  de  bois  jufques  à ce  que  réduites  en  un 
efp  ece  de  pulpe,  on  en  puifle  faire  du  papier  : ce  papier  étant 
jette  dans  le  feu , une  partie  fe  change  en  une  poufiïere  fubtile 
tandis  que  l'autre  fe  diflipe  en  fumée.  Tels  font  les  effets  ad- 
mirables qui  réfultcnt  du  changement  de  fituation  , de  force 
attraélive  & répulfive  dans  les  parcics-de  la  matière. 

Mais  parcourons  rapidement  les  divers  changemens  de 
la  nature  félon  les  différentes  températures  du  ciel.  Toutes 
les  parties  de  notre  globe  changent.continuellement  de  fitua- 
tion pat  rapport  au  foleil , reçoivent  fes  rayons  tantôt  plus 
tantôt  moins  obliques,  tantôt  plus  tantôt  moins  long-tems; 
ce  qui  fait  que  prefque  toute  la  nature  change  alternative- 
ment de  face.  En  automne  les  môiffons  fe  défféchent , les 
fruits  mûriffent,  les  campagnes  fc  dépouillent  peu  à peu  de 
leur  agréable  verdure  & les  arbres  de  leurs  feuillages  qui 
garantiffoient  les  troupeaux  & les  hommes  des  ardeurs  de 
la  canicule.  En  hiver  la  neige  Si  le  froid  engourdirent  la 
nature , les  fleuves , la  mer  même  peut  porter  des  fardeaux  , 
& les  eaux  , qui  auparavant  n’étoient  acceflîbles  qu’aux  vaif- 
feaux  , portent  des  camps  & des  armées.  A cette  horrible  fai- 
fon  fuccède  l’agréable  printems,  la  nature  fcmblc  fe  déti- 
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Confidérons  maintenant  l’eau  qui  eft  dans  le  tube  B 
jufqu’en  C , en  fuppofant  l’efpace  C B de  la  même  lon- 
gueur que  B A ou  que  la  fphère  d’a&ivité  du  verre , 
il  eft  vifible  que  fi  l’on  prend  une  particule  a à la  moi- 


der  , les  neiges  difpàroiflcnt  , les  champs  produifent  de 
nouvelles  herbes,  les  arbres  fe  couvrcnf  de  feuilles,  les  ani- 
maux ne  fe  plaifent  plus  dans  leurs  étables  ni  le  laboureur 
au  coin  de  fon  feu. 

Ntc  ftabulis  jam  gaudet  equus  ntc  arator  igné, 

La  terre  prend  une  face  plus  riante  & l'année  repaflc  à 
travers  les  ardeurs  do  l’été. 

Il  eft  certain  que  félon  la  figure,  la  mafie , la  force  at- 
traélive  , la  force  répulfive  des  particules  des  corps , la  na- 
ture doit  produire  un  nombre  infini  d'effets  différens.  Ce- 
pendant les  Phyficiens  ne  font  pas  d'accord  touchant  la  na- 
ture des  premiers  principes  des  corps.  Les  uns  prétendent 
que  la  matière  eft  homogène  & de  meme  nature  dans  tous 
les  corps.  Les  autres  fouticnnenr  que  la  différence  des  parties 
primitives  de  la  matière  conftitue  la  différence  des  métaux, 
des  pierres  , des  arbres  Sec  ; mais  nous  reprendrons  cette  quef- 
tion  dans  la  Phyfique  lorfque  nous  traiterons  de  la  nature  des 
corps,  nous  contentant  pour  le  préfcntde  rapporter  une  expé- 
rience dont  le  genre  humain  peut  retirer  une  grande  utilité. 

Il  eft  certain  que  le  fcl  marin  & le  fel  de  tartre  font  de 
telle  nature  qu'ils  attirent  puilfaminent  les  vapeurs  fulphu- 
reufes  & pluficurs  exhalaifons  pcrnicieufes  : cette  vertu  peut 
être  d’un  grand  fecours  dans  certaines  occafions.  Pluficurs 
ouvriers  , comme  par  exemple,  ceux  qui  s’occupent  à fon- 
drcle  plomb,  traitent  des  marieres-nuifiljles  qui  lailfent 
évaporer  des  corpu  feules  pernicieux  à la  fanté.  Si  ces  ouvriers 
ont  alors  l’attention  d’approcher  de  la  bouche  & des  narines 
un  linge  mouillé  dans  une  difiblution  de  l'un  des  fcls  dont 
on  vient  de  parler,  ils  pourront  éviter  le  danger  de  la  va- 
peur. C'eft  pour  la  même  raifon  qu'on  confcille  de  fe  fervir 
de  vinaigre  blanc  contre  les  exhalaifons  peftilenticllcs.  Il 
feroit  utile  à ceux  qui  travaillent  dans  les  mines  & les  au- 
tres lieux  infeftés  de  vapeurs  mortelles,  de  faire  ufage  de 
cette  propriété  du  fel  marin  St  du  fel  de  tartre , pour  di- 
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tié  de  l’intervalle  AB,  & une  particule  c à la  moitié 
de  l'intervalle  C B , ces  deux  molécules  feront  égale- 
ment attirées  , l’une  par  le  tube  B C , à la  diftance 
B a , l’autre  par  le  verre  C D à la  diftance  C c : 


minuer  au  moins  le  danger  auquel  ils  font  expofés.  Nous 
renvoyons  à la  Staiique  des  y cget&x  de  l’illuftre  M.  Haies 
ceux  qui  voudront  en  favoir  davantage  fur  cette  matière. 

Suppofons  que  l’on  admette  line  loi  unique  d’attradtion  en 
raifon  inverfe  fous  doublée  des  diftances  x , ou  exprimée  par 
a 

, au  point  de  contaét  la  vîrefle  ferait  = » fi  cite  avoir 

xx 

été  finie  à une  diftance  fenfible.  Donc  un  corpufcule  de  matière 
en  arrivant  au  point  de  contaéi  aurait  une  vîteflè  infinie. 
Mais  lavîteifeeft  égale  à l’efpace  E divifé  par  le  tems*T  ; ainfi 
en  fuppofant  l'efpace  E fini  , de  joo  toifes,  par  exemple, 
le  tems  T ferait  — o c’eft-à-dire,  que  le  mobile  pareou- 
rcroit  un  efpace  fini  dans  un  inftanr  indivifiblc,  ce  qui  cft 
abfurde;  puifque  le  mouvement  étant  fucccffif,  quelle  que 
foit  la  vîtciïc,  le  mobile  fera  plutôt  arrivé  au  milieu  de  l'efpace 
qu’il  parcourt  qu’a  la  fin.  Si  l'on  vouloir  que  l'attradlion  fût 

a b 

compofée  de  deux  parties  * ce  *îu‘  Pourr°it  peut- 

être  avoir  lieu , du  moins  à peu  près  pour  la  force  qui  poulie  la 
lune  vers  la  terre  & les  planètes  vers  le  foleil , b étant  une 
quantité  qu’on  ne  peut  déterminer  que  par  les  obfetvations  ; 
dans  le  contaâ  , la  force  ferait  infinie  aulfi  bien  que  la 
vîtefle;  ainfi  cette  loi  fi  elle  exifte  dans  certaines  diftances, 
n’a  certainemcnt.pas  lieu  dans  les  petites.  Ceux  qui  ont  voulu 
exprimer  la  loi  d'attraction  par  une  formule  fcmblablc  à 

a b ; 

celle-ci  — r -+-  — — , n’ont  pas  fait  attention  quelle  aurait 
xl  xi  1 * 

l’inconvénient  de  celles  dont  oh  vient  de  parler  ; de  plus  fi 
l'on  prend  pour  pofitives  les  diftances  * en  allant  vers  la 
droite,  les  diftances  prifes  du  côté  de  la  gauche  feroienc 
<■  A B 

négatives , Si  alors  la  formule  deviendrait  — ■ — - , ou 


t 
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car  l'attraCtion  du  verre  comprife  dans  la  longueur  C e , 
étant  détruite  par  celle  de  la  partie  inférieure  égale 
C B t la  particule  c eft  dans  le  même  état  par  rapport 
à la  partie  C D du  tube , &c  à la  même  diftance  que  la 
particule  a par  rapport  B C ; ainfi  elle  eft  également 
attirée  par  le  verre  C D de  bas  en  haut.  11  en  eft 
de  même  de  toutes  les  particules  deau  comprifes  dans 
l’efpace  A B . comparées  avec  celjes  qui  font  dans  un 
efpace  égal  C B.  Il  efl^donc  viiible  qu'il  y a deux  tu- 
bes de  verre  ou  deux  pohions  de  tube  BC  & CD  qui 
agiffent  en  même-tems  pour*  élever  l’eau  & dont  cha- 
cune eft.  égale  à la  longueur  de  la  fphère  d’attraCtion 
du  verre.  A l’égard  des  parties  du  tube  qui  font  au- 
deflus  tiu  point  I)  elles  n’ont  aucune-  force  effective, 
parce  que  l'attraCtion  des  parties  fupérieurcs  eft  anéan- 
tie par  celles  qui  font  immédiatement  au-deflous. 

Mais.il  y a une  troifieme  caufe  d’élévation  qui  vient 
de  la  partie  GE  du  tube  qui  eft  hors  de  l’eau  & qui 
agit  à la  furface  de  l’eau  intérieurement  de  bas  en  haut 
pour  foulever  les  molécules  voifines  de  l’eau.  Il  faut 
convenir  cependant  que  la  partie  E B du  tube  qui  eft 
au-deflous  du  niveau  de  la  furface  de  l’eau  agit  égale- 
ment en  fens  contraire  ; mais  on  doit  faire  attention  que 
celle-ci  a pris  la  place  d’un  tube  d’eau  qui  aeiflbit 
auflî  dans  l’état  naturel  ; de  forte  que  la  nouvelle  at- 
traction additionnelle  qui  vient  de  la  partie  E G du 
tube  n’eft  pas  toute  détruite  par  la  partie  inférieure  ; 
car  les  parties  fituées  à la  furface  de  la  liqueur,  ont,  il 
eft  vrai  de  bas  en  haut,  une  attraction  toute  nouvelle 
qui  n’exiftoit  pas  avant  que  le  tube  de  verre  y fût 
plongé  , mais  elles  ont  de  haut  en  bas  une  attraction 
dont  une  partie  exiftoit  déjà  ; puifqu’ily  avoit  de  l’eau, 
à la  place  du  verre.  Avec  un  peu  d’attention  il  eft  aifé 
de  voir  que  cette  nouvelle  caufe  équivaut  à un  tube 
deau  qui  feroit  placé  au  deffus  de  celle  du  vafe  & oui 
auroit  le  même  diamètre  que  le  tube  de  verre.  En  effet 
imaginons  que  le  tube  FED  tant  au-dedans  qu’au  de- 
hors de  l’eau  foit  converti  en  un  tube  d’eau.  Cette 
* 

ce  qui  revient  au  même,  à des  diftances  égales , maisoppofées 
l'attraCtion  feroit  différente,  ce  qui  eft  abfurdè. 
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hypothèfe  ne  change  rien  à l’égalité  & à la  deftruc» 
tion  de$  forces  oppofées  EF,  E D 5 mais  alors  tout  fe 
pafie  au-dedans  du  vafe  , comme  dans  l'état  naturel  ; 
donc  le  tuhp  de  verre  qui  faifoit  le  même  effet  étoit 
équivalent  à un  tube  d’eau  qui  auroit  été  placé  au- 
deflus  du  niveau  du  v3fe. 

Soit  a l’attraâion  totale  d’un  petit  tube  de  verre  B C 
d’une  longueur  égale  à, la  fphère  d’aâiYité  du  verre, 
b l’attraâïon  du  tube  d’eau  de  même  longueur}  alors, 
félon  ce  que  nous  avons  dit  ci-defliis,  les  particules 
d’eau  placées  fous  le  tube  de  verre  font  attirées  par  la 
partie  BC,  plus  qu’elles  ne  l’étoient  quand  il  y avoit 
de  l’eau  à la  place  du  verre  , de  la  quantité  a — b , c’eft 
la  différence  des  attrapions  du  verre  & de  l’eau.  Nous 
avons  encore  remarqué  quil  y a aufli  une  femblable 
portion  de  verre  C D qui  doit  produire  le  même  ef- 
fet Hz  dont  par  conlequent  la  force  ell  exprimée  par 
a — b ; de  forte  que  vers  l’extrémité  du  tube  il  y a 
une  force  1 a — ib  qui  fouleve  les  molécules  de  l'eau 
& les  pouffe  vers  l’intérieur  du  tube.  11  y a de  plus 
au  deflus  de  la  furface  de  l’eau  une  attraâion  de  verre 
= a , tandis  qu’il  y a au-deflous  une  attraâion  contraire 
*=a  — b.  Retranchant  celle-ci  de  l’attraâionu  , il  reliera 
-f -b  qu’il  faut  ajouter  à la  force  la — ib  , le  réfultat 
in — b exprime  la  force  totale  que  le  verre  exerce  fur 
l’eau  du  vafe  pour  la  faire  monter  dans  le  tube.  Il  ell  donc 
évident  que  l’eau  monteroit  encore  en  fuppofantque  1 a 
fût  > b , c’eft- à-dire  que  a fût  un  peu  plus  grand  que -j  b, 
oy  la  denfité  du  verre  un  peu  plus  de  la  moitié  de  celle 
de  l’eju  } aufli  l’expérience  apprend  que  les  tuyaux  de 
plume ,,  quoique  plus  légers  que  l’eau,  font  cependant 
monter  ce  fluide. 

Lorfqu’un  tube  ne  fait  que  toucher  l’eau  , fon  aâion 
ell  toujours  exprimée  par  la  formule  1 a — b comme 

3uand  le  tube  ell  à la  furface  de  l’eau  } car  les  attraâions 
es  deux  parcelles  de  verre  BC  y-'C  D ont  lieu  fans  au- 
cune déduâion  ; puifque  n’ayant  pas  pris  la  place  de 
l’eau , comme  dans  l’autre  cas  elles  forment  une  nou- 
velle aâion  qu’il  faut  confidérer  en  entier  & qui  efl 
*=1  a -,  mais  aufli  la  colonne  capillaire  d’eau  qui  ell 
dans  le  tube  ell  pouffée  en  fens  contraire  par  l’attrac- 
tion de  toutes  les  molécules  d’eau  fituées  au  niveau  du 
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vafe;  & cette  aétion  b qui  a lieu  fur  cette  colonne  n’a 
pas  de  même  lieu  fur  les  autres.  Donc  la  force  qui 
tend  alors  à élever  l'eau  eft=2  a — b. 

Quelqu  un  penfera  peut-être  que  fi  la  fphère  d’attrac- 
tion du  verre  eft  très  petite , par  exemple  , d'un  quart 
de  ligne , iî  ne  doit  monter  dans  le  tube  que  la  Valeut 
d’un  quart  de  ligne  d’eau.  Cela  arriveroit  véritablement 
fi  l’attraétion  du  verre  ne  faifoit  Amplement  que  dimi- 
nuer la  pefanteur  des  parties  voifines  & leur  donner 
la  facilité  de  monter  dans  le  tube  ; mais  le  verre  exer- 
ce dans  cet  efpace  d’un  quart  de  ligne  une  a&ion  beau- 
coup plus  forte  que  le  poids  d’un  quart  de  ligne  d’eau  $ 
ainfi  ce  quart  de  ligne  d’eau  en  cédant  à l’attra&ion  du 
tube  foulevera  toute  l’eau  dont  il  elt  chargé  & par  fon 
1 adhérence  entraînera  les  parties  qui  la  fuivent. 

On  pourra  demander  encore  pourquoi  un  tube  plus 
épais  ne  fait  pas  monter  l’eau  plus  qu'un  tube  mince  , 
cela  vient  de  ce  que  les  feules  parties  du  verre  très- 
proches  de  l’embouchure  peuvent  agir  efficacement  pour 
faire  monter  l'eau  dans  le  tube.  Les  autres  parties  qui  ne 
font  pas  extrêmement  voifines  de  la  lumière  du  tube, 
quoiqu’elles  foient  allégées  ou  foulevées  par  l’attrac- 
tion, ne  recevront  qu’une  impreffion,  qui  communiquée 
à toutes  Jes  parties  de  l’eau  du  vafe  , fe  difaerfera 
dans  toute  fon  étendue  & ne  produira  aucun  effet  fen- 
fibie. 

Le  favant  M.  de  Lalande  ayant  fait  rapporter  au  feu  de 
lampe  deux  branches  capillaires,  qui  s’ouvroient  l’une  & 
l’autre  dans  une  troifieme  branche  comme  on  le  voit 
dans  la  fig.  137,  & qui  faifoient  entr’elles  un  fort  petit 
angle  , obferva  qu’en  plongeant  dans  l’eau  les  deux 
branches  AB  , AC  jufques  en  E , l’eau  s’élevoit  juf- 
qu’eu  F à la  même  hauteur  à laquelle  la  branche  A B 
feule  pouvoit  la  foutenir.  Cela  vient  de  ce  que  la  par- 
tie A , c’ell  - à - dire , le  fommet  de  l’angle  des  deux 
branches  &c  toutes  les  parties  environnantes  agiflent 
en  fens.contraire  de  haut  en  bas  fur  la  colonne  d’eau 
A F , & détruifent  vifiblement  une  partie  des  attrac- 
tions qui  avoient  lieu  vers  B & C,  de  maniéré  qu’il  ne 
relie  que  la  Valeur  de  l’attra&ion  d’un  feul  tube. 

Si  l’on  plonge  dans  du  fnercure  un  tube  qui  ait  une 
denfité  moindre  de  plus  de  moitié  que  celle  du  fluide, 

celui-ci 
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celui-ci  au  lieu  de  s’élever  reliera  au-defïous  du  ni- 
veau. Les  parrifans  de  l'attra&ion  difent  qu’alors  les 
particules  du  mercure,  moins  attirées  par  le  verre  * 

3u’eiles  ne  l’étoient  par  un  égal  volume  de  mercure, 
oivent  avoir  moins  de  légéreté  qu’auparavant  & mon- 
ter moins  haut.  Le  pere  Gerdil  qui  a fait  un  livre  en- 
tier pour  prouver  l’incompatibiliré  de  l’attraftion  avec 
les  phénomènes  des  tubes  capillaires,  affiîre  que  le  mer- 
cure bien  loin  de  monter  dans  un  tube  d’or,  à peine 
arrive  jufqu’au  niveau  , & que  même  il  ne  parvient 
pas  au  niveau  lorfque  le  tube  n’a  qu’un  tiers  de  ligne  de 
diamètre  : mais  il  convient  que  le  frottement  du  mer- 
cure &c  la  réfiltance  qu’il  oppofe  à la  défunion  de  fes 
parties  , eft  la  véritable  caufe  qui  l’empêche  de  mon- 
ter. Si  l’on  grailfe  l’intérieur  d’un  tuyau  capillaire  avec 
du  fuif  ou  de  l’huile,  l’eau  n’y  monte  pas,  ce  qui  vient 
d’une  efpece  de  force  répulfive  qui  éloigne  l’eau ‘du 
fuif  ou  de  i’huile. 

11  ell  ailé  de  comprendre  que  félon  la  nature  du 
verre  dont  on  fe  fert,  & des  liqueurs  différentes  dans 
Jefquelles  on  plonge  les  tubes  capillaires  , l’afcenfion 
doit  être  différente  , c’eft-à-dire  , que  differentes  li- 
queurs ne  doivent  pas  monter  à la  même  hauteur  dans 
le  même  tube  capillaire  , tk  que  la  même  liqueur  ne 
doit  pas  monter  à la  même  hauteur  dans  des  tubes 
capillaires  de  même  diamètre  faits  de  matières  diffe- 
rentes ; parce  que  l’attra&ion  de  ces  «tubes  doit  être 
différente. 


Soit  D le  diamètre  du  tube , c la  hauteur  à laquelle 
le  fluide  eft  élevé  dans  le  tube  capillaire,  a l’attraétion 
de  la  matière  du  tube  , b celle  des  parties  du  fluide , 
■p  la  circonférence  d’un  cercle  dont  Je  diamètre  = i , 
D.p  fera  la  circonférence  d’un  cercle  dont  le  diamètre 
e=  D.  Si  donc  on  multiplie  1 a — 4 par  D.p,  le  pro- 
duit D.p. (la  — 4)  délignera  la  force  qui  élève  le 
fluide  dans  le  tube  capillaire  j mais  cette  force  fou- 

tient  une  colonne  de  fluide  repréientée  par  ~———i 

. . c p D 1 

donc  on  aura  l’équation  D.p  (za — i)  = — , 

Tome  V.  ‘ P p 
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D’où  l’on  tire  c < 


ftza— i) 
D 


; & parce  que  i a — b 


eft  une  quantité  confiante  lorfqu’on  employé  le  meme 
fluide  & des  tubes  de  même  matière,  les  hauteurs  aux- 
quelles le  fluide  doit  s’élever  dans  les  tubes  capillaires 
fuivent  la  raifon  renverfée  des  diamètres  de  ces  tubes. 
Si  la  — £ eft  = o , l’on  aura  c = o î le 

fluide  defcendra  au-delfous  du  niveau , comme  il  arrive 
dans  le  mercure , par  rapport  aux  tubes  de  verre.  Nous 
reprendrons  cette  matière  dans  notre  Phylique. 

195.  Les  phénomènes  du  flux  S?  du  reflux  de  la  mer 
s’expliquent  avec  la  même  facilité  par  les  principes  de 
l’attraéiion.  Tous  les  jours  au  paffage  de  la  Lune  par 
le  plan  du  méridien  ou  quelques  heures  après  on  voit 
les  eaux  de  l’Océan  s’élever  fur  nos  rivages  : on  allure 
qu’à  Saint- Malo  l’élévation  eft  d'environ  a^piedsj 
elles  fe  retirent  enfuite  peu-à-peu  & dans  nx  heures 
environ  après  leur  plus  grande  élévation  , elles  font 
dans  l’état  d’abailfement , après  quoi  elles  montent  de 
nouveau , lorfque  la  Lune  a palfé  par  la  partie  infé- 
rieure du  méridien  ; de  forte  que  la  haute  mer  & la 
baffe  mer  s’obfervent  deux  fois  le  jour  & retardent  cha- 
que jour  de  48'  plus  ou  moins  comme  le  paffage  de  la 
Lune  par  le  méridien.  Les  marées  augmentent  fenfible- 
ment  aux  nouvelles  & pleines  Lunes  ou  un  jour  & 
demi  après , 8*  cette  augmentation  fe  fait  fur-tout  re- 
marquer lorfque  la  Lune  eft  périgée.  Il  arrive  aulfi  une 
augmentation  vers  les  équinoxes  , & les  marées  les 
plus  confidérables , quand  il  n’y  a pas  de  caufes  acci- 
dentelles qui  dérangent  leur  cours  ordinaires,  fontcel* 
les  qui  arrivent  dans  le  cas  d’une  fyzygie  périgée  dans 
Je  tems  de  l’équinoxe. 

Suppofons  la  terre  B<j£A  ( fig.  1 38  ) parfaitement 
fphérique  , mais  couverte  par-tout  d’une  couche  d'eau 
d’une  certaine  épaiffeur , la  Lune  fituée  en  m attirera 
les  eaux  placées  en  N , a , n avec  plus  de  force 
que  le  centre  C de  la  terre,  qui  eft  plus  éloigné  de' 
cet  aftre  , miis  le  point  C fera  plus  attiré  que  les  eaux 
lîtuées  en  A ; donc  les  eaux  N , a,  n auront  plus  de 
tendance  vers  la  Lune  que  le  centre  C de  la  terre, 
& le  centre  C plus  de  tendance  que  les  eaux  iituées 
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en  A.  Il  eft  donc  vifibje  que  les  eaux  placées  en  a s’é- 
lèveront à une  certaine  hauteur  , tandis  que  les  eaux  A 
moins  attirées  que  le  centre  C relieront  un  peu  en 
arriéré.  En  effet  puifque  la  Lune  & la  terre  fe  meuvent 
autour  de  leur  commun  centre  de  gravité  ( voyez  dans 
la  fécondé  édition  de  nos  Inllitutions  la  théorie  des 
forces  centrales)  , il  elt  clair  que  les  eaux  A ne  s’ap- 
procheront pas  de  la  Lune,  en  s’écartant  de  la  tangente 
cela  courbe  qu’elles  décrivent,  avec  autant  de  vîteffe 
que  le  centre  C de  la  terre  > ainfi  la  force  d’inertie  les 
tiendra  un  peu  éloignées  du  point  A , ou  ce  qui  revient 
au  même»,  le  centre  C de  la  terre  s’approchera  plus 
dans  le  même  tems,  de  la  Lune  que  les  eaux  A qui 
relieront  en  T(*),  c’ell-à-dire  que  les  eaux  marines 
s’élèveront  du  côté  oppofé  à la  Lune  auffi-bien  que 
du  côté  de  cet  allre.  A l’égard  des  eaux  lîtuées  en  B 
& b , il  eil  vifible  que  fi  on  décompofe  la  force  B m qui 
poulie  les  eaux  B vers  la  Lune  , en  B C & C m , la  feule 
force  C m agira  pour  les  élever  ; mais  cette  force  doit 
être  regardée  comme  égale  à celle  qui  pouffe  le  centre 
C vers  m y ainfi  elle  ne  peut  produire  atrcun  effet  fen- 
fible  ; puifque  les  eaux  ne  doivent  s’élever  que  par  la 
différence  des  forces  qui  pouffent  ces  eaux  S:  le  centre 
C vers  la  Lunera.  Mais  la  force  BC  quipreffe  les  eaux 
B vers  la  terre  augmente  leur  pefanteur  & diminue  leur 
hauteur  ; c’efl  pourquoi  les  eaux  qui  font  en  quadrature 
avec  la  Lune  doivent  s’abaiffer  , tandis  que  celles  qui 
font  en  conjonélion  ou  en  oppofition  doivent  s’élever 
en  s’écartant  du  centre  C de  la  terre. 

Maintenant  la  terre  en  tournant  fur  fon  axe,  tend  à 


(*)  Il  arrivera  cependant  que  fi  la  Lune  & le  Soleil 
( car  le  Soleil  influe  aufli  fur  les  marées  comme  on  le 
verra  dans  la  fuite  ) font  du  meme  côté  , les  eaux  en  A 
feront  un  peu  moins  attirées  que  le  centre  C ; mais  la 
différence  d’attraélion  fera  moindre  qu’elle  ne  l’cfl  par  rap- 
port au  point  C Sc  aux  eaux  fituées  en  a.  C’cft  pour- 
quoi les  eaux  feront  un  peu  plus  élevées  en  t qu’en  T comme 
l’obfervation  le  prouve. 
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éloigner  de  la  Lune  le  fommet  t du  fphéroïde , tandis 

Sue  la  force  attraûive  de  cet  aftre  tend  à le  ramener 
ans  la  ligne  Cm  , qui  paffe  par  les  centres  delà  Lune  & 
de  laTerre , de  forte  que  ce  fphéroïde  elt  obligé  de  tourner 
autour  de  la  terre , ce  qui  ne  peut  fe  faire  à moins  que 
chaque  point  n n’acquiere  une  force  centrifuge  propor- 
tionnelle au  rayon  P n du  cercle  qu’il  décrit ; donc  ( voyez 
ce  que  nous  avons  dit  ci-deffus  7?  ) on  pourra  confiderer 
le  demi-fphéroïde  B t b comme  elliptique.  Mais  dans  une 
ellipfe  qui  ditfére  peu  d’un  cercle  les  excès  des  rayons 
par  rapport  au  petit  demi  - axe  (*)  font  comme  les 
finus  des  diftances  à ce  petit  axe;  ainfi  le.fphéroïde 
aqueux  faifant  fucceflîvement  avec  la  Lune  tout  le  tour 
de  la  terre  , les  pays  fïtués  fous  le  grand  axe  feront  inon- 
dés , ceux  qui  feront  fous  le  petit  axe  auront  baffe  mer 
& la  différence  entre  la  baffe  mer  & la  hauteur  de  l’eau 
pour  un  inftant  quelconque  fera  l’excès  d'un  des  rayons 
C i fur  le  petit  demi-axe  Ch  de i’elüpfe  ; de  forte  que  la 
hauteur  de  la  marée  au-deflus  des  baffes  eaux  pour  un 
lieu  quelconque  eft  égale  à la  plus  grande  hauteur  at 
de  l’eau  multipliée  par  le  quarré  du  cofinus  de  la  dif- 
tance  du  lieu  au  fommet  de.  l’ellipfoïde  dirigé  vers  l’aftre. 
c’eil  pourquoi  la  baffe  mer  a lieu  quand  l’aftre  eft  à l’ho- 
rifon  , & la  haute  mer  lorfqu’il  eft  au  méridien.  Si  l’afi- 
tre  & le  lieu  donné  font  fous  l’équateur , la  hauteur 
de  la  marée  fera  comme  le  quarré  du  cofinus  de  l’an- 

Île  horaire  , c’eft-à-dire  comme  le  quarré  ducofinusde 
‘angle  que  font  entr’elles  les  lignes  tirées  du  centte 
de  la  terre  à l’aftre  & au  lieu  donné. 

Si  le  lieu  donné  eft  à quelque  diftance  de  l’équateur , la 
hauteur  de  la  marée  eft  comme  le  quarré  du  cofinus  de  la 


(*)  Par  la  propriété  de  l’ellipfe  , fi  l’on  fait  h — a t } 
C a = i , l’on  aura  C«  = i :at  = i::Pn  = fin.  nQk 
: nf  = b.  fin.  n Cb.  Mais  parce  que  la  dcmi-elhpfe  Br  b 
différé  très-peu  du  demi- cercle  B a 5, on  peut  fuppofer  t°.  que 
la  ligne  Ci  eft  perpendiculaire  fur  fi  ; i°.  que  les  trian- 
gles C np , f ni  font  femblables  ; ainfi  l’on  aura  la  proportion 
Cn=:i  : P n = fin.  nCb  wnfxni—  h. {fin.  tCn)1. 


« 


Digitized  by  Google 


Problèmes  Physico - Mathe'mat.  597 


latitude  ; mais  fi  la  latitude  eft  alfez  confidérable  pour  que 
la  Lune  ne  fe  couche  pas  dans  certains  tems,  il  n'y  a 
alors  qu'une  feule  maree  dans  un  jour,  parce  que  la 
Lune  ne  s’approche  qu’une  fois  de  l’horifon  dans  l’ef- 
pace  d'un  jour.  Sous  le  pôle  il  n’y  a aucune  marée  diur- 
ne , parce  que  la  Lune  eft  à peu  près  également  éloi- 
gnée du  zénit  pendant  toute  la  journée  > de  maniéré  que 
Je  fphéroide  aqueux  tourne  autour  du  pôle  fans  s’éle- 
ver plus  d’un  côté  éfue  de  l’autre.  Dans  les  lieux  qui  ne 
font  pas  fi  proches  du  pôle , il  y a deux  marées  fen- 
Jibles  l’une  répond  à peu-prés  au  paffage  de  la  Lune 
par  la  partie  fupérieure  du  méridien  , l’autre  au  paffage 
ou  même  altre  par  la  partie  inférieure. 

Si  la  Lune  eft  capable  de  changer  la  furface  des  eaux 
marines  en  leur  faifant  prendre  la  figure  d'un  fphéroide 
alongé  , on  fent  bien  que  le  Soleil  doit  produire  un 
effet  femblable.  Aufij  en  ne  faifant  pas  attention  à la 
Lune  , il  elt  évident  que  fi  le  Soleil  n’eft  pas  dans  le  plan 
de  l’équateur,  la  marée  pour  un  lieu  fitué  fous  ce  cercle 
fera  comme  le  quarré  du  cofinus  de  la  diftance  de  cet  af- 
tre  à l’équateur  ( cette  dillance  elt  appellée  dtdinatfon 
parles  Aitronomes  ) ; car  cette  diftance,  en  fuppofant 
comme  nous  le  faifons  ici  l’aftre  & le  lieu  donné  fous 
Je  méridien  , eft  la  même  que  la  diftance  du  zénit  à 
l’aftre  , ou  la  diftance  angulaire  du  point  donné  au  fom- 
met  de  rellipfoïde.  Si  le  lieu  donne  n’eft  pas  fitué  fous 
l’équateur  , la  marée  fupérieure  ( c’eft  celle  qui  arrive 
lorfque  l’aftre  eft  au-deffus  de  l’horifon)  fera  la  plus 
grande  quand  l’altre  paffera  le  plus  près  du  zénit,  ou 
ce  qui  revient  au  même  , lorfque  la  déclinaifon  de  l’af- 
tre ^ fera  du  côté  du  pôle  élevé , au  contraire  la  marée 
inférieure  ( qui  arrive  lorfque  l’ailre  eft  au  - deflous  de 
l’horifon  ) fera  alors  plus  petite  que  quand  l’altre  étoic 
dans  le  plan  de  l’équateur , parce  que  le  point  oppofé  à 
l’aftre  ( ce  point  forme  l’extrémité  oppofée  de  l’el- 
lipfoïde  ) fera  plus  éloigné  du  zénit  que  de  l’équateur  , 
lorfque  l’aftre  palfera  par  la  moitié  inférieure  du  mé- 
ridien. Cependant  les  vents  du  fud  & de  l’oueft  qui 
font  plus  fréquents  & plus  forts  en  Europe  après  les 
équinoxes  que  vers  le  folftice  d’été  contribuent  peut- 
être  à déranger  cette  théorie  > car  onobferve  dans  cette 
partie  du  monde  que  les  marées  font  plus  grandes  en 
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Îénéral  après  les  équinoxes  que  vers  le  folftice  d’été. 
)’un  autre  côté  la  marée  du  folltice  éft  plus  reirerrée  o 
entre  le  continent  de  l’Amérique  &r  celui  de  l’Afrique 

?ue  celles  des  équinoxes  ; & ainfi  elle  doit  être  moins 
enlïble  fur  nos  côtes.  Ajoutons  encore  que  la  force 
centrifuge  fous  le  tropique  étant  moindre  que  fous  l'c- 
quateur  , les  eaux  y font  plus  péfantes  & obéiflent  plus 
difficilement  à l'aétion  de  l’aftre  attirant. 

Les  marées  participent  des  motK'emens  du  Soleil  & 
delà  Lune.  Dans  les  fyzygies , c’ell-à-dire  dans  les  nou- 
velles & pleines  Lunes , le  fphéroide  aqueux  produit 
par  la  force  du  Soleil  & celui  qui  elt  produit  par  l’at- 
traétion  lunaire  font  dirigés  dans  le  même  fens  : ainfi 
l’allongement  djt  fphéroide  elt  la  fomrne  des  allonge- 
mens  particuliers  que  la  Lune  & le  Soleil  peuvent  pro- 
duire leparément. 

Mais  dans  les  quadratures  les  axes  de  ces  fphéroïdes 
fe  coupent  à angles  droits,  de  ttianiere  que  le  grand 
axe  du  fphéroide  lblaire  étant  fitué  fur  la  meme  ligne 
que  le  petit  axe  du  fphéroide  lunaire  , le  Soleil  éleve 
les  eaux  là  où  la  Lune  les  abaiffie  , & réciproque- 
ment; ainfi  les  marées  de  fyzygies  font  la  fomme  des 
effets  des  forces  attractives  du  Soleil  & de  la  Lune  ; 
mais  les  marées  des  quadratures  en  font  la  dirfe- 
rence.  L’adtion  de  la  Lune  pour  élever  les  eaux 
( il  en  eft  de  même  de  celle  du  Soleil  ) étant  une 
force  décompofée  dans  le  fens  du  rayon  de  la  terre , 
elle  fuit  la  raifon  inverfe  des  cubes  des  diltances  (*). 

Et  fi  la  force  moyenne  de  la  Lune  elt  exprimée 

— - • - ■■  ■ — - m . — ■ ■ « — i ■ .■■■■■'■.  ...  - ... 

( * ) Soit  T A ( fig.  159)  l’orbite  de  la  Terre  , S le  Soleil , 

N P l’orbite  de  Jupiter.  Décompofons  la  force  avec  laquelle 
Jupiter  fitué  en  N attire  la  Terre  T,  en  deux  autres,  dont 
l'une  foit  dirigée  félon  TP  parallèlement  à S N , & l’autre 
félon  la  direétion  ST  du  rayon  vcétcur.  La  force  abfoluc  - 
de  Jupiter  pour  attirer  la  Terre  eft  comme  fa  malfe  N 
diviféc  par  le  quarré  de  la  diftance  NT  à la  Terre,  ou 

N ' . 

çft  =» » Ayant  conftruit  le  parallélogramme  P N ST, 

NT1 

il  eft  vifiblc  que  la  force  félon  NT  peut  fc  décompofcr  ça 
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par  2 4 » la  force  périgée  fera*=  3 & fa  force  apogée, 
= 2.  En  effet  les  cubes  des  parallaxes  extrêmes  ou  de 
y 3'  yi",  & de  61'  29"  font  à peu-près  comme  2 & 3 ; or 
ces  paralaxes  font  en  raifon  inverfe  des  diftances  ( * ). 
Les  cubes  des  diftances  du  Soleil  à la  terre  en  hiver  & 


deux  autres , l’une  félon  T P , l’autre  félon  T S.  Or  le  trian- 

N 

gle  P T N donne  NT  : T P ==  S N : : ^ ( force  félon 


’ TN 


N.  S N 

T N ) : • Mais  cette  force  qui  tend  à éloigner  la 

NT 

Terre  du  Soleil  félon  une  direétion  parallèle  à SN,  eft 
inutile  pour  notre  objet.  Le  même  triangle  P T N donne 
N N.  S T M.  r 

TN  : P N = S T : : : : — —y , en  faifanc 

NT  NT 


la  maffe  N de  Jupiter  = M , le  rayon  ST  de  l’orbite 
terrcftre  = r , & la  diftance  T N de  la  Terre  à Jupiter 
= D.  Cette  expreffion  nous  apprend  que  la  force  pertur- 
batrice qui  agit  dans  la  direction  du  rayon  veétcur , & 
qui  modifie  la  force  centrale  de  la  planète  , fuit  la  raifon 
inverfe  du  cube  des  diftances.  Maintenant  la  force  qui  agit 
en  n ( fig.  i$8)  pour  élever  les  eaux  vers  m eft  dans  le 
même  cas,  puifqu’on  peut  la  décompofer  en  deux  autres 
dont  l’une  agiffe  dans  la  direétion  du  rayon  C n. 

(*)  La  parallaxe  horifontale  d’un  aftre  (qu’on  défigne 
ordinairement  fous  le  nom  de  parallaxe  fans  ajouter  ho- 
rifontale ) , eft  le  plus  grasid  angle  fous  lequel  on  peut 
voir  le  demi -diamètre  terreftre  à la-  diftance  de  l’aftre  ; 
la  plus  grande  parallaxe  eft  celle  de  la  Lune  qui  ne  va 

{ias  à un  degré.  Mais  par  les  principes  d’optique  lorfque 
es  angles  font  affex  petits,  les  diftances  d’un  même  objot 
vu  à différentes  diftances,  font  en  raifon  inverfe  des  an- 
gles optiques  fous  lefquels  ils  font  vus.  C’eft  pourquoi 
l’on  peut  dire  que  la  diftance  de  la  Lune  à la  Terre  eft 
à celle  du  Soleil  à la  Terre  comme  la  parallaxe  du  Soleil 
eft  à celle  de  la  Lune. 

Pp  4 
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en  été  font  entr’eux  comme  i:  i.  106  pu  à peu -près 
comme  i : 1. 1 > de  forte  qu'en  hiver  la  force  du  Soleil 
eft  d'un  dixième  environ  plus  grande  qu'en  été. 

Quand  la  Lune  & le  Soleil  font  à quelque  diftance 
l’un  de  l'autre  , chacun  de  ces  alites  produit  une  élé- 
vation différente  dans  un  lieu  donné  8c  la  fournie  de 
ces  élévations  donne  la  hauteur  de  la  marée.  La  force 
de  la  Lune  étant  environ  2 4 fois  apfli  grande  que  celle 
du  Soleil , le  fommet  du  fphéroïde  acqueux  doit  ap- 
procher environ  2 4 fois  plus  de  la  ligne  qui  joint  les 
centres  de  la  Lune  & de  ia  Terre , que  de  celle  qui  va 
du  centre  de  la  Terre  à celui  du  foleil,  & le  point  de 
la  haute  mer  n’eft  jamais  éloigné  de  la  Lune  de  i f degrés  ; 
de  forte  que  le  paffage  de  la  Lune  au  méridien  eft  la 
principale  circonftance  qui  influe  fur  le  tems  de  la  haute 
mer  , 8c  dans  une  mer  libre  8c  ‘ouverte  l’intervalle 
entre  le  tems  de  la  haute  mer  ( n’ayant  pas  éçard  à 
l'inertie  des  eaux)  & le  partage  delà  Lune  au  méridien 

fient  aller  jufqu’à’i  heure  3' environ , lors  même  que 
a Lune  eft  apogée  8c  qu’elle  eft  éloignée  du  Soleil  de  6o°. 
Soit  MNmT  fig.  140)  le  fphéroïde  acqueux  dont  le  fom- 
met N défigne  le  point  de  la  haute  mer,  le  Soleil  étant 
limé  en  S 8c  la  Lune  en  L.  Suppofons  la  diftance  mM 
de  la  Lune  au  Soleil  ( ou  l’angle  L CS  mefurépar/nM  ) 
= 6o°  , fi  l’on  fait  = 1 l'élévation  que  peut  produire  la 
feule  aétion  du  Soleil , coJ.  N M repréfentera  l’élévation 

firoduiteen  N parla  feule  aétion folaire , & fuppofant  que 
a Lune  ell  périgée  , 3 cof.  N m exprimera  la  hauteur  pro- 
duite par  la  force  de  la  Lune , Sc  les  deux  forces  en- 
femble  donneront  la  hauteur  totale  produite  en  N.  Si 
l’on  fuppofe  N M de  fi°  & N M de  90  , on  aura  les 
deux  quantités  o.  396 1 8c  2.  9266  dont  la  fomme  3.  5227 
exprimera  la  hauteur  totale  de  la  marée.  Si  l’on  fup- 
pofe m N — o”  - , on  trouvera  2.  918}  8c  o.  4046  , ce  oui 
fait  3.  . 229.  Enfin  m M étant  toujours  de  6o°  , fi  011  fait 
m N = 10® , l’on  aura  2.  909  3 , 8c  o.  41 3 2,  ce  qui  donne 
* 3-  T227  pour  la  hauteur  de  la  marée  , 8c  foit  qu’on 

farte  l'arc  mN  plus  petit  ou  plus  grand  que  9°  f , l’arc 
m M étant  toujours  fuppofé  de  6o°  8c  la  Lune  périgée , 
on  trouvera  que  l’élévation  des  eaux  fera  plus  petite 
que  lorfque  m N = 9”  4-  On  peut  voir  par  là  comment 
on  peut  s’y  prendre  dans  les  autres  fituations  du  Soleil 
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& de  la  Lune  pour  trouver  le  point  de  la  haute  mer. 

Le  retardement  diurne  du  pauage  de  la  Lune  par  le 
méridien  étant  de  i h.  16  minutes  lorfque  la  Lune  elt 
périgée  , 90  7 correfpondent  à 40'  4e  tems.  C’eft  pour- 
quoi la  haute  mer  précédera  de  40"  le  paflage  de 
la  Lune  par  le  plan  du  méridien.  Quand  la  Lune  elt 
apogée  fa  force  étant  alors  double  de  celle  du  Soleil, 
la  haute  mer , pour  6o°  de  diftance  entre  ces  allres, 
fera  exprimée  par  2.  $66 , & le  fommet  du  fphéroïde 
acqueux  fera  à iy°  de  la  Lune.  Ces  1 font  61'  { en 
tems  lunaire  ; de  forte  que  dans  l'apogée  il  y a environ 
63'  de  différence  entre  le  paflage  de  la  Lune  par  le 
méridien  & l’inftant  de  la  haute  mer. 

Pour  faire  comprendre  aux  commençans  comment  on 
a pu  déterminer  ( à peu-près  , car  on  ne  doit  pas  re- 
garder toute  cette  théorie  comme  bien  rigoureufe  ) le 
rapport  des  forces  du  Soleil  & de  la  Lune  pour  élever 
les  eaux  de  la  mer  , fuppofons  que  dans  les  diftances 
moyennes  m N réponde  à 14'  & M N à 34'  de  tems  , il 
eft  aifé  de  fentir  que  ces  deux  quantités  font  en  raifon 
inverfe  des  forces  de  la  Lune  & du  Soleil  ; donc  la  force 
de  la  Lune  fera  à celle  du  Soleil  comme  34 : 14  ou  à peu- 
près  comme  2 j : 1 ou  comme  5 : 2 (*).  M.  Newton 



(*)  Si  la  Lune  étoit  tranfportée  à la  diftance  du  So- 
leil , fa  force  pour  élever  les  eaux  diminueroit  comme  le  cube 
de  la  diftance  auroit  augmenté;  mais  la  parallaxe  moyenne 
de  la  Lune  eft  environ  57'  V , celle  du  Soleil  étant  8".J 
à peu-près  , ( M.  l’Exell  l’a  fait  de  8".  63  , mais  la  diffé- 
rence avec  8".  f n'étant  que  de  o.  1 3"  on  peut  la  négli- 
ger ici  ).  Donc  la  diftance  moyenne  I de  la  Lune  à la  Terre 
eft  à la  diftance  du  meme  aftre  tranfporté  au  Soleil  comme 
S".  3 : 37'  3"  ; ainfi  cette  diftance  eft  exprimée  par 
37'.  7" 

— y, — • Si  l’on  divife  la  force  aétuellc  de  la  Lune  — 1 J 
8.3 

par  le  cube  de  cette  derniere  quantité , l’on  aura  la  maffe  L 
, de  la  Lune,  celle  du  Soleil  étant  fuppoféc  » 1.  Si  nous 
fuppofons  la  maffe  de  la  Terre  = yrrrrr  ( dans  le  Traité 
des  Forces  Centrales  dans  nos  Inftitutions  Mathématiques, 
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ayant  comparé  les  marées  des  fyzygies  équinoxiales 
avec  celles  des  quadratures  qui  font  produites  par  la 
différence  des  aélions  du  foleil  ik  de  la  Lune  , conclut 
que  la  force  de  la  Lune  eft  a celle  du  àoleil  comme 
4. 481  f : 1.  M.  Daniel  Bernoulli  ayant  comparé  les 
marées  des  fyzygies  qui  arrivent  à Saint-Malo,  avec 
celles  des  quadratures  en  avoit  conclu  le  rapport  des 
forces  de  la  Lune  & du  Soleil  comme  13  : 7.  il  eftaifé 
de  comprendre  que  la  haute  mer  des  fyzygies  équi- 
noxiales étant  fuppofée  = A,  & celles  des  quadratures 

, . . A-f-D 

etfnnoxiales  = D , la  force  x de  la  Lune  eft  = — — — , 


8e  que  la  force  1 du  Soleil  eft= 


îpuifque  de  deux 


quantités  la  plus  grande  eft  égale  à la  moitié  de  leur  Com- 
me , la  plus  petite  étant  égale  à la  moitié  de  la  différence. 
Mais  les  mouvemens  poftérieurs  de  la  mer  font  altérés 
par  les  précédens  ; c’cll  pourquoi  les  eaux  agitées  8e 
troublées  quelques  jours  après  les  fyzygies  8e  les  qua- 
dratures , s'élèvent  plus  que  ne  le  dfcmar.de  le  rapport 
des  forces  de  la  Lune  8e  du  Soleil.  D'un  autre  côté 


fur  les  côtes  où  l’on  a fait  ces  obfervations , les  flux 
font  augmentés  par  la  figure  des  rivages  8e  les  réflexions 
des  eaux  , ce  qui  les  rend  plus  grands  que  dans  une  mer 
libre  ; de  forte  que  leÿ*rapports  des  forces  lunaire  8e 
folaire  qu’on  votidroit  conclure  des  obfervations  faites 
en  différens  ports  ne  s’accorderont  nullement  entr’elles  : 
la  force  d’inertie  , 8e  les  circonftances  locales  empê- 
chant que  les  marées  ne  fuivent  la  proportion  qu'exi- 
geroit  la  théorie.  C’eft  l’inertie  qui  fait  que  la  plus 


nous  avons  donné  la  méthode  de  connoître  la  pefanteur 
& la  maffe  du  Soleil , celle  de  Jupiter , &c.  ) , celle  du  So- 
leil étant  toujours  prife  pour  l’unité  , & que  nous  divi- 
sons la  maffe  L par  cette  fraélion,  nous  aurons  77 , c’eft- 
à-dire  , que  le  rapport  de  la  maffe  de  la  Lune  à celle 
de  la  Terre  fera  comme  1 : 71  ; ainfi  en  fuppofant  la  maffe 
de  la  Terre  ==  1 , celle  de  la  Lune  n’en  fera  qu’enviroa  * 
la  Ÿi  partie. 
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grande  élévation  a lieu  deux  ou  trois  heures  après  le 
paflage  du  Soleil  & delà  Lune  au  méridien,  que  les 
plus  grandes  marées  de  chaque  mois  arrivent  environ 
deux  ou  trois  jours  après  les  nouvelles  & pleines  Lu- 
nes, & les  plus  petites  deux  .ou  trois  jours  après  les 
quadratures. 

Si  les  mers  font  fort  étroites  les  eaux  ne  peuvent  pas 
s’élever  fenfiblement.  Ce  qui  élève  les  eaux,  c’cilleur 
communication  entr’elles , l’augmentation  de  leur  poids 
dans  -les  quadratures,  & fa  diminution  dans  les  fyzy- 
gies.  Si  l’étendue  de  la  mer  cil  peu  confidérable  , il  ne 
peut  y avoir  en  même  tems  4es  eaux  qui  foient  en 
quadrature  avec  celles  qui  répondent  à Lattre  qui  patte 
par  le  méridien  ; fi  elle  ett  encore  moins  confidérable  , 
toutes  les  eaux  font  fenfiblement  attirées  avec  la  même 
force,  & comme  il  n’y  en  a’ pas  vers  le  rivage  qui 
puiflent  prendre  la  place  de  celles  qui  l'abandonneromnt 
elles  doivent  refter  tranquilles  ; c’eft  pour  cette  raifon 
que  dans  la  mer  Pacifique  les  marées  font  plus  grandes 
que  dans  l’Océan  Atlantique,  & que  dans  la  zone  tor- 
ride entre  l’Amérique  & l’Afrique  où  la  mer  ett  plus  ref- 
ferrée  , elles  font  moins  confidérables  que  dans  les  zones* 
tempérées.  Dans  la  mer  Atlantique  l’eau  ne  peut  s’élever 
fur  un  rivage  qu’elle-  ne  bailfe  fur  l’autre.  La  Méditer- 
ranée n’ayant  environ  que  6o°  en  longitude  ne  doit  éprou- 
ver qu’un  flux  très-petit  ; il  ett  cependant  plus  fenfible 
dans  la  mer  Adriatique  qui  a aflez  de  largeur.  Les  ma- 
rées font  fort  compliquées  aux  environs  du  Détroit 
de  Gibraltar  : on  y remarque  des  lifieres  qui  ont  des 
mouvements  différents  ; celles  qui  font  fur  le$  côtes 
de  chaque  côté  paroiflent  venir  des  marées  de  la  Mé- 
diterranée & les  deux  autres  qui  les  touchent  de  cel- 
les de  l’Océan.  La  mer- Cafpienne  & la  men  Baltique 
n’ont  point  de  marées  à caufe  de  leur  peu  d’étendue. 
Mais  nans  les  mers  ouvertes  & qui  s’étendent  beaucoup 
cf  Occident  en  Orient,  comme  la  mer  Atlantique,  l’O- 
céan Pacifique  Sj,  la  mer  d’Ethiopie  l’eau  s’élève  à 6 , 9 , 
r z , & quelquefois  même  jufqu’à  i y pieds.  Les  rivages , les 
golfes  , les  bayes , les  détroits , les  bancs  de  fable  doi- 
vent faire  varier  beaucoup  les  marées.  On  conçoit  en  effet 
facilement  que  fi  une  lame  d’eau  de  8 pieds  de  hauteur 
& de  10  lieues  de  largeur  vient  à être  pouffée  dans  un 
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détroit  qui  aille  en  fe  rétrecifiant  , de  maniéré  que 
cette  mafle  d’eau  foit  obligée  de  fe  reiferrer  dans  la  lar- 
geur d'une  lieue  par  exemple  , elle  sélevera  confidé- 
rablement,  8c  formera  une  marée  très -haute.  Dans  la 
mer  Atlantique  & fur  les  côtes  occidentales  d’Europe 
le  flux  8c  reflux  arrive  allez  comme  le  demande  la  po- 
rtion de  la  Lune,  & l’eau  parvient  communément  a fa 
plus  grande  hauteur  environ  trois  heures  après  le  paf- 
fage  de  cet  attre  par  le  méridien  fur  les  cotes  d’Efpa- 
gne  , de  Portugal  & fur  celles  de  l’Occident  d Irlande  ; 
de  là  elle  s’écoule  par  les  détroits  adjacents , fe  répand 
par  deux  courans  au  Midi  de  l’Angleterre  & au  Nord 
de  l’Ecofle  , s’élève  plutôt  où  elle  arrive  plutôt , & 
commence  à bailler  dans  certains  endroits  , tandis  que  les 
courans  avancent  encore  dans  d’autres  lieux  plus  éloi- 
gnés. Quand  ces  courants  reviennent  ils  ne  produifenc 
point  de  marées , par  ce  que  l’eau  s’écoule  trop  rapi- 
dement , jufqu’à  ce  que  par  un  flux  poulie  par  le  valle 
Océan  le  retour  du  courant  foit  arrêté  & que  l’eau 
commence  à s’élever  de  nouveau.  On  fent  donc  qu’il 
doit  y avoir  de  grandes  différences  peur  le  tems  de  la 
marée , comme  il  y en  a pour  la  hauteur  par  la  litua- 
tion  des  rivages  , félon  qu’ils  font  plus  ou  moins  ef- 
carpés , qu’ils  ont  plus  ou  moins  de  linuolités  pour  re- 
tenir l’eau  , & qu’ils  fe  préfentent  plus  ou  moins  di- 
rectement aux  courants.  Aux  embouchures  de  la  Ga- 
ronne 8c  de  la  Loire  qui  font  dirigées  vers  le  grand 
Océan,  aux  tems  des  nouvei!es*&  pleines  Lunes,  le 
flux  arrive  environ  trois  heures  après  le  paflagedu  Soleil 
8c  de  la  Lune  par  le  méridien  ou  trois  heures  après 
midi,  ce  qui  eu  le  tems  où  il  doit  naturellement  arri- 
ver ; ainfi  la  marée  n’a  pas  été  retardée  par  les  côtes, 
mais  y eft  produite  par  les  eaux  qui  viennent  direâe- 
ment  de  l’Océan  , il  n’en  eft  pas  de  même  à Oftende, 
au  Havre,  à Saint-Malo  , à Dunkerque  , le  flux  n’arrive 
dans  ces  lieux  que  par  les  courants  qui  fe  forment  fur 
les  rivages  8c  par  conféquent  fucceflivtment , favoir  à 
fix  heures  à Saint-Malo  , à neuf  heures  au  Havre  , à mi- 
nuit à Dunkerque  8c  à Oftende.  A Dunkerque  la  haute 
mer  s’obferve  fouvent  à minuit  aux  fems  des  fyzygies  ; 
mais  ce  flux  eft  une  fuite  de  celui  qui  a été  produit  par 
le  précédent  palfage  du  Soleil  8c  de  la  Lune  au  mé- 
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ridien,  & qui  n’arrive  à Dunkerque  qu’environ  il  heu- 
res après  ce  paffage.  A Batsham , port  du  Royaume  de 
Tonquin  , il  y a deux  entrées,  l'une  par  la  mer  delà 
Chine  entre  le  Continent  5c  Manille  , l’autre  par  l’Océan 
Indien  entre  le  Continent  & Tille  de  Bornéo  $ le  flux  ar- 
rive par  l’une  de  ces  entrées  à la  troifieme  heure  de 
la  Lune  ; &r  fix  heures  après  par  l’autre  entrée , c’eft- 
à-dire , à la  neuvième  heure  de  la  Lune  , à caufe  de 
Jeur  différente  lituation.  C’ell  pourquoi  fi  les  marées 
font  égales  , Tune  arrivant  tandis  que  l’autre  fe  reti- 
reroit,  l’eau  doit  relier  tranquille  fans  aucun  mouve- 
ment. C’elt  aulïi  ce  qui  arrive  lorfoue  la  Lune  eft  dans 
le  plan  de  l'équateur  , parce  qu’alors  les  marées  du 
matin  feront  égales  à celles  du  foir  ; mais  fi  la  Lune  com- 
mence à déclinef^  du  même  côté  de  l’Equateur  que 
Batsham  ( fitué  à io°  fo'  de  latitude  feptentrionale  ) les 
marées  qui  fe  fuivent  ne  feront  point  égales  ; de  forte 

3ue  celle  qui  arrive  d’un  côté  furpaffera  celle  qui  vient 
e Taytre  côté  , la  marée  durera  douze  heures  , & 
Ton  n aura  qu’un  flux  & un  reflux  par  jour.  Ce  fera  la 
même  chofe  lorfque  la  Lune  aura  une  déclinaifori  auf- 
trale  , avec  cette  différence  que  dans  le  premier  cas  les 
eaux  auront  leur  plus  grande  hauteur  environ  vers  les 
fix  heures  après  le  coucher  de  la  Lune  , 8e  qu’elles  feront 
baffes  à fon  lever , tandis  que  dans  le  fécond  cas  plies  fe- 
ront hautes  au  lever  8e  baffes  au  coucher  de  la  Lune. 

Maintenant  fi  nous  voulons  trouver  la  hauteur  à 
laquelle  le  Soleil  peut  élever  les  eaux , nous  y par- 
viendrons au  moyen  des  réflexions  fuivantes.  La  pé- 
fanteur  p d'un  corps  ou  fa  tendance  vers  un  autre  corps 

attirant  m fitué  à la  diftance  D,  eft  comme  ( voyez 

la  théorie  des  forces  centrales  dans  nos  Inftitutions 

m 

Mathématiques  ) i ainfi  l’on  a p — — • Si  Ton  fuppofe 
que  le  corps  attiré  tourne  autour  du  corps  m fuppofé 

V V 

immobile , avec  une  vîteffe  v , Ton  aura  p = -p-*  En 
effet  le  finps  verfe  A M ( fig.  134)  qui  indique  la  quan- 
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rite  dont  la  force  centrale  rapproche  le  mobile  A dans 
Je  tems  employé  à parcourir  l’arc  infiniment  petit  Am, 
cft  égal  au  quarré  de  cet  arc , divifé  par  le  diamètre  ; 
puifque  fi  l’on  conçoit  une  petite  corde  qui  fe  confon- 
de avec  cet  arc,  l’on  aura  un  triangle  re&angle  Am  b 
dans  lequel  le  quarré  du  côté  Am  fera  moyen  propor- 


tionnel entre 


A m 

-Al  -y  donc  A M = — ; 

2*  A 1 


A \ Ut,  y y 

ainfi^  = AM eft comme , ou  comme -0-, à caufe 

que  l’efpace  Am  eft  comme  la  vîtefie  laquelle  eft 
confiante  dans  un  cercle.  Mais  la  vîtefie  eft  comme 
la  circonférence  divifée  par  le  tems  t employé  à la 
parcourir  , & les  circonférences  font  comme  les  rayons  ; 

D D1  , v v 

donc  v = — & vv  = — i d’où  l*on  tire  p — — - 
t tt  * D 

D m D 5 t 

= — — — , ou  m — — } c eft- à -dire , que  fi  un 

corps  circule  autour  d’un  autre,  la  mafle  du  corps  at- 
tirant eft  comme  le  cube  de  la  diftance  entre  les  deux 
corps  divifé  par  le  quarré  du  tems  périodique  de  celui 
qui  circule  : c’eft  de  ce  théorème  que  nous  avons  tiré 
la  méthode  de  pefer  les  aftres  dans  nos  Inftitutions 
Mathématiques. 

Suppofons  maintenant  que  LNm  (fig.  141  ) repréfente  l’or- 
bite lunaire  , T laTerre,  S le  Soleil , 8e  décompofons  la 
force  SLdu  Soleil  en  LT=SM  & LM— TS,  cette  fécondé 
force  qui  tend  à approcher  la  Lune  L du  Soleil  félon  une 
direction  LM  parallèle  & égale  à celle  félon  laquelle  la 
tçrre  tend  vers  le  Soleil  nous  étant  inutile,  confidérons 
la  force  LT;  il  eft  vifible  qu’elle  augmente  la  pefan- 
teur  de  la  Lune  fur  la  Terre,  & que  cette  augmenta- 
tion cft  à la  force  avec  laquelle  la  Lune  (ou  la  Terre) 

fiefe  vers  le  Soleil , comme  la  diftance  de  la  Lune  à 
a Terre  eft  à fa  diftance  au  Soleil,  c’eft-à-dire,  que 
la  force  qui  augmente  la  pefanteur  de  la  Lune  fur  la 
Terre  dans  les- quadratures  , eft  à la  pefanteur  de  la 
Terre  fur  le  Soleil  comme  le  rayon  de  l’o'rbite  Iu- 
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naire  à celui  de  l’orbite  terreftre  ou  comme  r:R,  en 
faifant  le  rayon  TL  = rScSL=ST  — R.  Mais  fé- 
lon ce  qu’on  a dit  ci-deffus,  la  pefanteur  de  la  Terre  fur 
le  Soleil  eft  à la  pefanteur  originaire  de  la  Lune  fur  la 
R r 

Terre,  comme  •~~T>  en  fuppofant  les  tems  pério- 
diques des  révolutions  de  la  Terre  & delà  Lune  dé* 
lignés  par  T & t ; donc  l’augmentation  de  la  pefan- 
teur de  la  Lune  par  l’aétion  du  Soleil  dans  les  qua- 
dratures eft  à fa  péfanteur  naturelle  en  raifon  compofée 
R r 

de  r : R & de  =r;  : — ( puifque  dans  ces  raifons  R & 


R 


tjcj  expriment  une  même  chofe , je  veux  dire  la  pé- 


R 


fanteur  de  la  Terre  fur  le  Soleil  ) ou  comme  : 


R. 


— , ou  comme  t 1 : T 1 , ou  en  raifon  inverfe  du  quarré 


du  temspériodique  de  la  Terre  autoirr^du  Soleil  au  quarré 
du  tems  périodique  de  la  Lune  autour  de  la  Terre. 
L’on  fait  que  T = 363  jours  6 h.  9'  14",  & e=  27  jours 
7 heures  43'.  Donc  1 1 : T 1 : : 1 : 178. 73  ; de  forte  que 
la  péfanteur  de  la  Lune  dans  les  quadratures  augmente 
de  la  Tfj  partie  de  fa  péfanteur. 

Maintenant  fi  nous  avons  les  deux  quantités  1 & i-t-6 , 
h étant  eft  une  quantité  très-petite , lesquarrés  1 & 

-T  b 1 feront  entr’eux  comme  1 & 1 a é , c*eft-à-dire 
différeront  du  double  de  la  différence  entre  les  racines 
r & 1 -+-b.  Si  b repréfente  la  diftance  de  la  Lune  à la 
Terre  , & t celle  de  la  Terre  au  Soleil , qui  eft  envi- 
ron 400  fois  aufli  grande  que  la  première  } on  pourra 
fuppofer  que  les  quarrés  de  ces  diftances  ne  different 
entr’eux  que  de  Ja  quantité  fuit  que 

la  différence  de  l’aCtion  du  Soleil  fur  la  Lune  fituée  en 
m ou  en  N,  c’eft-à-dire  en  conjonction  ou  en  oppofi- 
tion , & par  conféquent  la  diminution  de  la  péfanteur  de 
Ja  Lune  fur  la  Terre  dans  les  fyzygies,  eft  comme  2 lrr 
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©u  comme  le  diamètre  de  l'orbite  lunaire  ( * ) , tandis 
que  l'augmentation  dans  les  quadratures  eft  comme  le 
rayon  de  la  même  orbite  ; de  forte  que  la  diminution 
de  la  péfanteur  eft  double  de  l'augmentation  qui  eft 
— -pfj.  Ainfi  la  diminution  eft  A de  fon  poids.  Mais  la 
pefanteur  de  la  Lune  eft  à la  péfanteur  des  graves  à la. 
îurface  de  la  terre  comme  x : 3600  en  fuppofant  le  rayon 
de  l'orbite  lunaire  60  fois  plus  grand  que  celui  de  la 
terre  ; donc  l'augmentation  du  poids  de  la  Lune  dans 
les  quadratures  eft  à la  péfanteur  des  graves  à la  fur- 
face  de  la  Terre  comme  1 : 178  X 3600  : : 1 : 640800. 
Maintenant  fi  nous  fuppofons  que  le  Soleil  agit  fur  les 
eaux  n fituées  fur  la  furface  de  la  Terre  , & qui  font 
en  quadrature  avec  cet  aftre,  fa  force  pour  les  com- 

5 rimer,  ou  pour  les  pouffer  vers  le  centre  T de  la 
erre  fera  comme  le  rayon  T n de  notre  globe  ou  fera 
= 1 , la  force  T L ou  l’augmentation  de  la  péfanteur  de 
la  Lune  étant  défignée  par  60  : d’où  il  fuit  que  l’aug- 
mentation du  poids  des  eaux  placées  en  quadrature  avec 
le  Soleil  eft  à leur  péfanteur  naturelle  fur  la  Terre  comme 
1 : 640800  X 60  ::  x : 38448000.  La  diminution  fous  le 
Soleil  & dans  le  point  oppofé  eft  double , & comme 
cette  diminution  & cette  augmentation  contribqent  à 
élever  les  eaux,  l\>n  peut  dire  que  la  force  du  Soleil 
pour  élever  les  eaux  marines , eft  à leur  péfanteur  na- 
turelle comme  3:  38448000  ::  1 : 11816000,  ou  comme 
1 : 12868100,  félon  le  calcul  de  M.  Newton  plusexaét 
que  le  précédent  en  ce  que  nous  avons  fuppofé  ladif- 
tance  de  la  Lune  à la  Terre  de  60  démi-diamètrester- 
reftres  au  lieu  de  60  ■}.  Nous  avons  prouvé  dans  la 
fécondé  édition  de  nos  Inftitutions  Mathématiques 


(*)  Dans  la  conjonction  , la  Lune  m eft  plus  attirée  vers 
le  Soleil  que  la  Terre  T,  & dans  l’oppofition  la  Terre  T 
eft  plus  attirée  que  la  Lune  N ; donc  dans  le  premier  cas 
la  pefanteur  de  la  Lune  fur  la  Terre  eft  diminuée  ; dans 
le  fécond  cas  la  Terre  tend  vers  le  Soleil  félon  la  direc- 
tion T S avec  plus  de  vîtefle  que  la  Lune,  qui  par  conféquent 
pefc  moins  fur  la  Terre. 

que 
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que  la  force  centrifuge  fous  l'équateur  eft  rî>  à peu-près 
de  la  péfantcur.  Donc  l’aétion  du  Soleil  pour  eiever  les 
eaux  eft  à la  force  centrifuge  fous  l'équateur  comme?1 

1 : : : 1 : 44^27  > ainfil’aétion  du  Soleil  pour  éle- 
ver les  eaux  eft  à peu-près  le  zzjrj  de  la  force  centri- 
fuge. Mais  celle-ci  ( 7}  ) éleve  les  parties  de  l'équateur 
de  14199  toifesou  de  8 J194  pieds  ; donc  ~?T‘Hpieds  expri- 
mera la  quantité  de  l’élévatibn  des  eaux  produite  par  le  So- 
leil 5 orcette  quantité  eft  à peu-près  23  pouces  ou  environ 

2 pieds  ; donc  le  Soleil  peut  élever  les  eaux  de  1 Océan  à la 
hauteur  d'environ  2 pieds , la  Lune  périgée  ayant  une  force 
triple  les  élevera  la  hauteur  de  f -J  pieds  , tandis  que  la  • 
Lune  apogée  ne  pourra  les  élever  qu'à  la  hauteur  d'environ 

Î pieds  ; mais  lorfque  la  Lune  fera  dans  la  moyenne 
iftançe,  fa  force,  qui  eft  alors  2 ■■  aurtî  grande  que  celle  du 
Soleil  , les  fera  monter  à-la  hauteur  d’environ  5 pieds» 
Ainfi  les  marées  moyennes  doivent  en  pleine  mer  être 
d’environ  7 pieds , les  grandes d’epviron  8 pieds  & les  plus 
petites  d'environ  fix  pieds  > de  forte  que  lesnombres  6, 7, 8 
font  un  peu  trop  grands.  Mais  cette  hauteur  eft  fouvent  di- 
minuée par  la  refiftance  du  fond  ; car  elle  n’eft  que  de 
trois  pieds  à Tille  de  Sainte-Hélene  , au  Cap  de  Bonne- 
Efpérance,  aux  Philippines  & aux  Molucques  , & d’un 
pied  ( dit-on) dans  le  milieu  de  la  mer  du  Sud.  Au  con- 
traire elle  eft  fouvent  augmentée  par  la  fituation  &^la 
* figure  des  côtes , & à Saint  - Malo  la  marée  monte 
jufqu’à  pieds  & quelquefois  davantage.  f 

Application  de  la  théorie  des  forces  T^hyjiqucs 
à la  Méchanique. 

194.  Soient  fuppofés  trois  points  A , C,  B (fig.  14a),  fi 
les  points  A , B fe  trouvent  dans  les  limites  de  cohéfion, 

& que  le  point  C foit  auffi  dans  les  limites  de  cohé- 
fion  par  rapport  aux  points  A , B , ces  points  relieront 
en  repos  comme  il  eft  évident.  Mais  fi  à la  diftance 
A C répond  une  force  attraûive  L C , & qu’à  la  dif-  « 
tance  C B réponde  la  force  attraftive  C K , le  point  C 
fuivra  la  diagonale  CF  du  parallélogramme  LC  KF. 
Mais  fi  les  forces  du  point  A & du  point  B étoiene 
répulfives  & exprimées  refpeélivement  par  C N & C M , 
le  point  C fuivroit  la  direélion  C H.  Si  au  contraire  la 
force  du  point  B reliant  répulfive  par  rapport  au  point  C , 
Tome  y.  Qq  * 
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celle  du  point  A étoit  attraélive  & défignée  par  CL, 
le  point  C fuivroit  la  direction  C t , c‘eft-à-dire  fc  mou- 
veroit  de  côté.  11  eft  aifé  de  voir  que  le  point  C fuivroit 
la  direction  CG,  fi  la  force  C N du  point  A étoit  ré- 
pulfive,  tandis  que  la  force  CK  du  point  B leroit  at- 
traéfive.  Si  le  triangle  A C B étoit  ifofcèle  & que  la 
bafe  A B fut  inaflîgnable  par  rapport  à la  hauteur  Cl)  , 
la  ligne  C D couperoit  l*an|le  AC  B en  parties  égales. 

Se  à caufe  de  l’angle  infiniment  petit  LC  K,* CF  fe- 
roit  fenfiblement  le  double  de  C L ou  de  C K , & C H 
feroit  le  double  de  C M ou  de  C N.  Dpnc  fi  les  forces 
* des  points  A & B étoient  à la  fois  repulfives  ou  à la 
fois  attraéiives  , 8e  que  l’une  de  ces  forces  fuivît  la  rai- 
fort , doublée  des  quarrés , des  dillances  , leur  fomme 
fuivroit  auflî  la  même  raifon.  Si  en  fuppofint  le?  forces 
des  points  A , Se  B atttaélives,  8e  qu’elles  doivent  avoir 
lieu  en  prolongeant  les  lignes  A B,  AC  d’une  certaine 
quantité  , on  fuppofe  en  mème-tems  que  le  point  C ait  été 
un  peu  éloigné  des  points  A 8e  B,  les  forces  attraélives 
des  points  A &'  B le  rapprocheront  de  la  ligne  A B ; mais 
fi  ces  forces  font  répulfives*  il  pourra  fe  faire  que  le 
point  C après  avoir  été  rapproché  de  la  ligne  A B en 
foit  écarté  par  les  forces  répulfives  des  points  A 8e  B. 

Si  au  lieu  de  trois  points  nous  en  confidérons  nua- 
t*e  , il  eft  vifible  que  la  variété  des  mouvemens  au- 
gmentera prodigieufement  félon  les  polirions  8e  les*  * 
diftances  différente?.  Que  feroit-ce  fi  fit  lieu  des  points 
nous  priions  des  malfes  compoÇgçg'rd'un  nombre  de 
points  que  perfonne  ne  connoît  ? Dé  quelle  analyfe,  de 
quelle  géométrie  n’aurions  - nous  pas  befoin  pour  dé- 
terminer leurs  mouvemens  , qui  cependant  dépendent 
de  cette  loi  fimple  dont  nous  avons  parlé  ci-devant. 
Néanmoins  toute  cette  variété  aura  lieu  dans  les  petites 
diftances  , dans  Iefquelles  la  courbe  des  forces  coupe  fon 
axe  ; car  dans  les  diftances  un  peu  grandes , les  ordonnées 
¥ fui  vent  à peu  près  la  raifon  renverfée  des  quarrés  des 
diftances.  11  elt  bon  auflî  de  remarquer  que  la  courbe  des 
forces  ( fig.  1 5 y ) it.deux  parties  épies  ; l’une  du  côté  des 
abfcilfes  pofitives , l’aùtre  du  côte  des  abfciffes  négatives. 

iy(.  Soient  maintenantdans  la  figure  (14?)  trois  points 
A , E , B,  placés  de  manière  que  les  trois  diftances  A B, 
AE,  BE,  foient  les  diftances  des  limites  de  cohéfion,en 
forte  que  les  deux  dernieres  foient  égales.  Suppofons  que 
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A & B repréfentent  les  foyers  d’une  éclipfe  qui  pafle 


l'amplitude  des  arcs  LN,NP,  & foient  fuppofés  de 
plus  dans  la  même  figure  nj  les  arcs  N M , NO  fem- 
blables  & égaux,  afin  que  les  ordonnées  uy,^t  éga- 
lement diftantes  du  point  N foient  égales.  S’il  y a en 
E un  point  de  matière,  il  n’aura  aucune  force,  puifque. 
A E & B E font  égales  à la  diftance  A N de  la  limite 
N de  la  figure  , & la  meme  chofe  aura  lieu 
pour  un  point  placé  en  H.  Il  en  fera  de  même  par 
rapport  au  point  m -,  car  fi  l’on  prend  dans  la  figure 
135  les  lignes  A^,  Au  égales  aux  lignes  B mrAm-t 
N 7 , N « feront  égalés  refpeâivement  aux  lignes  D B , 
DA  & par  conféquent  égales  entr’elles.  C’eft  pourquoi 
les  forces  uy  feront  égales,  oppofées  & fe  détrui- 
ront mutuellement  ; & la  même  cnofe  aura  lieu  pour 
un  point  placé  en  F : car  ici  A fera  attiré  & B fera 
repoufle  par  m.  Mais  fi  la  limite  qui  répond  à la  diftance 
A B eft  allez  forte , ces  points  ne  s’éloigneront  pas  fen- 
fiblement  des  foyers  de  l’ellipfe  & on  pourra  les  con- 
fidérer  comme  immobiles. 

A'nfi  un  point  placé  aux  extrémités  du  grand  ou  du 
petit  axe  reftera  immobile  j & fi  on  le  place  dans  un 
point  quelconque  C du  périmètre  de  l’ellipfe , à caufe 
des  deux  lignes  AC,  C B dont  la  fomme  eft  toujours 
égale  au  double  du  demi  axe  Dm,  la  ligne  AC  fera 
d’autant  plus  longue  que  Dm,  que  BC  fera  plus  cour- 
te ; de  forte  que  fi  maintenant  dans  la  fig.  135,  nous  fup- 
pofons  A «,Af  égales  refpettivemenr  aux  lignes  AC, 
B C , nous  aurons  encore  uy ,ft , égales  entr’elles.  C’eft 

rauoi  l'attraétion  C L fera  égale  à la  répulfion  C M , 
MC  fera  un  rhombe  dans  lequel  la  diagonale  IC 
divifcra  en  deux  parties  égales  l’angle  LCM  ; de  forte  que 
l’angle  ACP  fera  égal  à l'angle  BCQ  oppofé  au 
fommet  à l’angle  P C M.  Ce  qui  étant  une  propriété 
très-connue  de  la  tangente  de  l’ellipfe  rapportée  aux 
foyers , P Q fera  tangente.  Ainfi  la  force  du  point 
C fera  dirigée  de  côté  le  long  de  la  tangente  ou  le 
long  de  la  diredion  <le(  l’arc  eUiptique  } de  forte  que 
le  point  C étant  placé  fur  le  périmètre  ^de  lellipfe. 
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fuivra  l'arc  elliptique  C E eh  fe  mouvant  vers  Textré- 
mité  du  petit  axe. 

Nous  pouvons  donc  ici  contempler  des  limites  de 
cohéfion  Ik  de  non-cohéfion  analogues  à celles  qui  ont 
liai  dans  l’axe  re&iligne  de  la  figure  ity.  Il  y aura 
des  limites  en  E , en  E , en  H , enm,  dans  lefquelles 
la  force  fera  nulle  , tandis  qu’elle  aura  lieu  dans  les 
points  C intermédiaires.  Mais  en  E & en  H les  limi- 
tes feront  telles  que  fi  on  en  éloigne  un  point  de  ma- 
tière en  fuivant  le  périmètre  de  l'ellipfe  , il  reviendra 
vers  ces  limites  comme  il  arrive  dans  la  figure  ijy 

Ï>ar  rapport  aux  limites  de  cohéfion  ; mais  en  F & en  « 
es  limites  font  telles  que  fi  l’on  en  éloigne  tant  foit 
peu  un>  point  de  matière  , il  s’en  écartera  encore  da- 
vantage , comme  cela  arrive  dans  la  figure  i j y dans  les 
limites  de  non-cohéfion. 

Le  contraire  arriveroit  fi  Dm  étoit  la  diftance  due 
à une  limite  de  non  cohéfion  : car  alors  la  plus  petite 
diftance  B C auroit  une  attraâion  C K , tandis  au’à 
la  grande  diftance  A C répondroit  la  répulfion  C N , 
& la  force  compofée  C G exprimée  par  la  diagonale 
du  rliombe  N CK.  G s’exerceroit  dans  la  tangente  CQ 
de  l’ellipfe.  Dans  les  points  E,  H il  y auroit  vérita- 
blement des  limites  , mais  le  point  C placé  entre  E 
& m fe  mouveroit  vers  m : au  contraire  il  fe  mouveroit 
vers  F s’il  étoit  placé  entre  E & F fur  l’arc  ellipti- 
que E F ; de  maniéré  que  les  extrémités  F & m du 
grand  axe  feroient  des  limites  de  cohéfion  , tandis  que 
les  extrémités  E & H feroient  des  limites  de  non  cohé- 
fion. Si  Dm  eft  une  ligne  égale  à la  diftance  de  la  li- 
mite de  cohéfion  A N dans  la  figure  ijp,  & DB 
plus  grande  que  l’amplitude  N L , N P , à plus  forte 
raifon  fi  D B dans  notre  figure  furpaffe  plufieurs  de  ces 
amplitudes,  & que  l’égalité  des  arcs  ait  lieu  de  part  & 
d’autre  par  tout  cet  efp-ace  , lorfque  A C dans  la  fig.  145 
fera  égale  à rabfciflfe  A P dans  la  6g.  1 U , BC  dans  la 
première  de  ces  figures  fera  égale  à A L dans  l’autre.  C'eft 
pourquoi  dans  ce  lieu  il  y aura  une  limite  , & avant  cet 
endroit  du  côté  de  A , à la  diftance  A C répondra  une  ré- 
pulfion , tandis  qu’à  BC  répondra  une  âttrâdlion , la  figure 
K.C  N G fera  tin  rhombè , & le  point  C tendra  vers  m. 
Si  dans  quelque  endroit  plus  près  du  point  m les 
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diftances  AC,  BC  font  fuppofées  égales  aux  abfcif- 
fes  AK,  AI  de  la  figure  15 y,  il  y aura  dans  cet 
endroit  une  limite  » mais  dans  un  point  placé  à une 
moindre  diilance  du  point  E il  répondra  une  répulfion 
à la  plus  petite  diilance  BC  & une  attraélion  à la  plus 
grande  AC;  & la  force  compofée  fera  de  nouveau 
dirigée  vers  l'extrémité  E du  diamètre  conjugué. 

196.  On  peut  aufli  confidérer  une  autre  analogie  avec 
ces  limites,  fi  Ion  conçoit  plufieurs  ellipfes  qui  ayenc 
les  mêmes  foyers  , & dont  un  des  demi  axes  foit  égal 
à la  diilance  de  quelque  limite  de  cohéfion  de  la  fi- 
gure 135,  l'autre  demi  axe  répondant  à la  limite  pro- 
chaine de  non  cohéfion,  ainfi  de  fuite  alternativement > 
de  maniéré  que  l'excentricité  commune  foit  plus  petite 
qu’aucune  des  amplitudes  des  arcs  compris  entre  les 
limites  de  la  figure  13;  , afin  que  chaque  ellipfe  ait 
feulement  quatre  limites  fituces  aux  extrémités  des  axes. 
Un  point  de  matière  placé  dans  un  des  périmètres  aura 
une  détermination  au  mouvement  dans  la  direction  de 
ce  périmètre  ; mais  s’il  eft  placé  entre  deux  périmètres, 
il  tendra  vers  le  périmètre  indiqué  par  la  limite  de  co- 
héfion de  la  figure  1 5 y , en  s’éloignant  du  périmètre 
indiqué  par  la  limite  de  non  cohéfion  ; c’elt  pourquoi 
fi  on  éloigne  ce  point  du  périmètre  du  premier  genre 
il  fera  un  effort  pour  y revenir , mais  fi  on  l’éloigne  du 
périmètre  du  deuxieme  genre  il  s’en  éloignera  encore 
davantage  & le  fuira.  Car  foit  dans  la  fig.  144  les  demi- 
axes  DO,  DO',  DO"  égaux  , le  premier  à la  diilance 
A L de  la  limite  de  non  cohéfion  de  la  figure  133  , le 
deuxieme  à la  diilance  AN  de  la  limite  de  cohéfion , 
le  troifieme  à la  diilance  A P d’une  limite  de  non  cohé- 
fion, plaçons  le  point  C un  peu  au  de-là  du  périmètre 
du  milieu:  les  lignes  AC  & BC  feront  plus  grandes 
que  fi  elles  étoient  terminées  à ce  périmètre  ; c’elt  pour- 
quoi dans  la  figure  135  ayant  fait  Au,  A3  plus  gran- 
des qu’elles  n'étoient  auparavant  , la  répulfion  3 1 
diminuera  , mais  I’attraèlion  u y augmentera  ; ainfi 
dans  le  parallélogramme  C M I L,  l’attraâion  CL 
fera  plus  grande  que  la  répulfion  CM,  la  direc- 
tion C I de  la  diagonale  approchera  plus  de  C L que 
de  CM,  tendra  par  conféquent  à rapprocher  le 
point  C du  périmètre  du  milieu.  Au  contraire  fi  le  point  C' 
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eft  placé  encre  le  périmètre  du  milieu  celui  de  la  pins 

{tetite  ellipfe  , ayant  pris  BC',  AC'  plus  petites  que  fi 
e point  C éroit  dans  le  périmètre  du  milieu  , la  ré- 
pulfion  C'M'  croîtra,  & l’attrnéfion  C'L'  décroîtra  » 
c’eft  pourouoi  la  direction  C 1'  approchera  plus  de  C'  M' 
que  ae  C'L',  & le  point  C'  fera  repoimé  vers  le  pé- 
rimètre moyen.  Par  une  raifon  entièrement  fcmblable, 
fi  on  place  le  point  dans  le  voifinage  du  premier  ou  du 
troifieme  périmètre,  il  s'en  éloignera  encore  davantage  : 
& de  là  fuit  la  propofirion  que  nous  avons  avancée. 

Mais  parce  que  les  arcs  de  part  & d'autre  de  cha- 
que limite  ne  font  pas  exaétemenr  égaux  , quoique  fi  ces 
arcs  font  très  petits  en  les  confîdérant  comme  les  pro- 
longemens  de  la  même  tangente  qui  coupe  l’axe  dans 
les  limites,  leurs  ordonnées  doivent  être  fenftblement 
égales  ; la  courbe  dans  la  direAion  de  la  tangente  de 
laquelle  la  force  etl  continuellement  dirigée  fera  fen- 
fiblement  une  ellipfe  lorfque  l’excentricité  fera  très- 
petite  ; cependant  ce  ne  fera  pas  une  ellipfe  rigoureufe, 
à plus  forte  raifon  fa  forme  fera  différente  fi  les  excen- 
tricités font  grandes.  11  y aura  néanmoins  toujours  des 
courbes  qui  détermineront  la  direction  continuelle  des 
forces  ; il  y aura  même  des  courbes  qui  détermineront 
la  trajeûoire  qui  doit  être  décrite  ayant  égard  même 
à la  force  centrifuge  ; ce  qui  fournit  une  immenfe  variété 
de  combinaifons  très-propres  à exercer  les  Analyfies.- 
197.  Mais  fans  nous  arrêter  à des  recherches  plus  cu- 
rieufes  qu’utiles , examinons  un  cas  qui  peut  être  utile 
dans  l'application  de  cette  théorie  à la  phyfique.  Si  deux 
points  A & B ( fig.  145  ) font  placés  dans  la  diftance 
d’une  limite  de  cohcfion  affez  forte  , & que  le  troifieme 
placé  au  fommet  E du  fécond  demi -axe  foir  auflî 
dans  une  limite  de  cohéfion  affez  forte  ; la  force  qui 
le  retient  à ce  fommet  pourra  être  affez  confidérable 
pour  qu’on  ne  puiffe  l’en  éloigner  fenfiblement  qu'en 
employant  une  très-grande  force.  Alors  fi  quelqu’un  re- 
tient le  point  B (fig.  14  y ) dans  le  lieu  où  il  eft , en 
faifant  tourner  Je  point  A autour  de  lui  jufqu’à  ce  qu’il 
arrive  en  a , le  point  E parviendra  en  « & la  forme 
du  triahgle  A E B fera  confervèc  ; de  forte  que  les  trois 
points  À , E , B oppoferont  une  grande  réfiftance  à leur 
féparation.  Mais  fi  les  points  À , B ( fig.  145  ) étant 
fuppofés  retenus  par  des  forces  qui  empêchent  leur  mau- 
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vement , on  éloigne  un  peu  le  point  E du  lieu  qu  il  oc- 
cupe ; aufli  tôt  qu’on  ceflera  de  le  retenir  ce  point  re- 
viendra en  E,  & fera  de  petites  ofcillations  autour 
du  point  E dans  une  courbe  elliptique  ou  très-appro- 
chante de  Pellipfe.  Mais  fi  la  force  qui  éloigne  le  point  E 
de  fa  pofition  n’eft  pas  capable  de  le  faire  parvenir 
jufqucs  au  premier  axe , ce  point  rétrogradera  & dé- 
crira moins  qu’une  demi- ellipfe.  Son  mouvement  fêta 
accéléré  en  allant  vers  l’extrémité  du  petit  axe  & re- 
tardé en  allant  de  l’extrémité  du  petit  axe  vers  F ou 
vers  m.  Si  ce  point  a allez  de  force  pour  pafler  jufqu’en  n 
au-delà  de  m , il  continuera  de  s’émouvoir  dans  le  périmè- 
tre de  l’ellipie , font  mouvement  fera  accéléré  en  s’appro- 
chant des  extrémités  H & E du  petit  axe  , & fera  retardé 
en  s’en  éloignant.  N’arrive-t-il  pas  quelque  chofe  de  fem- 
blable  lorfque  les  corps  folides  venant  à être  liquéfiés  par 
l’aétion  des  particules  ignées  , leurs  parties  reçoivent  une 
grande  agitation  ; mais  cette  agitation  cedant  peu  à peu 
par  les  forces  qui  chaffent  les  particules  ignées  , les 
parties  recouvrent  une  pofition  lemblable  & forment 
de  nouveau  un  corps  folide. 

198.  Si  nous  fuppofons  que  les  diftances  étant  expri- 
mées par  AB  , AC,  &c.  ( fig.  146),  les  forces  font 
comme  les  ordonnées  BM,  Cm,  &c.  il  eft  vifible 
que  les  quarrés  des  vîtefies  feront  comme  les  aires  cor-  % 
refpondantes  BMmC,  BMND(  voyez  le  N ®-  1 16). 
Donc  fi  on  fuppofe  que  le  mobile  B eft  arrivé  eu  B avec 
une  vîtefle  A,  & ouelequarré  de  la  vîtefle  acquifeen  par- 
courant l’efpace  BDfoit  = BB,  la  différence  des  quar- 
rés des  vîtefies  que  le  mobile  a en  B & en  D fera  — B B 
— A A;  elle  fera  = B B lorfque  le  mobile  fera  arrivé 
en  B avec  une  vîtefle  nulle.  Si  le  mobile  étant  arrivé 
en  D les  forces  correfpondantes .à  la  partie  DT  de 
l’axe  étoient  nulles , la  différence  c1  des  quarrés  des 
vîtefies  lorfque  le  mobile  feroit  parvenu  en  T feroit 
toujours  = B B — AA,  ou  = A A ■ — B B , félon  que  B 
fera  plus  grand  ou  plus  petit  que  A}  & B D étant  fup- 
pofé  confiant  c le  fera  de  même. 

Suppofons  maintenant  que  l'arc  m N eft  fenfib.e- 
ment  une  logiftique  ou  logarithmique  dont  la  fous- 
tangente  fait  = <j,  & imaginons  une  autre  logiftique 
dont  la  fous-tangente  foit  = £ j félon  ce  que  nous  avons 
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dit  dans  la  premiefe  ftdlion  , les  logarithmes  d’un  même 
nombre  y pris  dans  ces  logiftiques  font  entr’eux  com- 
me a : b , en  fuppofant  l'ordonnée  de  laquelle  on  com- 
mence à compter  ies  abfciffes  = i.  Donc  en  appellant 
Ces  logarithmes  x & x , l’on  aura  a : x : : b : x \ c’eft-à- 
dire  que  les  fous  - tangentes  des  logarithmiques  font  à 
l’intervalle  compris  entre  deux  ordonnées  égales  dont 
l’une  palfe  par  l'origine  des  abfcifies  , en  raifon  confiante  ; 
ainfi  plus  la  fous  tangente  eft  petite  plus  cet  intervalle 
eft  petit.  Si  l’on  fuppofe  que  x reprérente  l’intervalle 
entre  l’ordonnée  y — i & l’ordonnee  / = 1,  cet  inter- 
valle fera  le  même  que  celui  qui  fépâre  les  ordonnées 
10  & io  , parce  que  i : z : : 10  : 20.  Ainfi  en  diminuant 
la  fous  - tangente  a,  on  pourra  faire  l’intervalle  x en- 
tre l’ordonnée  1 & 1 auffi  petit  que  l’on  voudra.  Cela 
pofé  fi  l’on  fuppofe  qu’à  la  d illance  A B répond  la 
force  répulfive  B M , te  que  la  comprefïion  d’un  fluide 
de  l’eau  , par  exemple , foit  exprimée  par  le  rapport 
de  A B : AC,  c’eft-à-dire  fi  l’on  fuppofe  que  lorfque 
la  dillance  A C entre  les  particules  de  l’eau  fe  change 
en  A B , la  force  répulfive  C m devient  = B M ; il 
eft  vifible  que  la  diftance  BC  entre  les  deux  ordon- 
nées C m , BM  peut  changer  très-peu  ou  que  les  li- 
gnes C A & B A peuvent  approcher  de  la  raifon  d’é- 
galité , quoique  les  forces  BM  & Cm  foient  entr’elles 
dans  tel  rapport  d’inégalité  qu’on  voudra.  Mais  lorfque 
l’ordonnée  D N fera  devenue  fort  petite  , la  courbe 
ceflera  de  fe  confondre  fenfibiement  avec  la  logiftique , 
elle  coupera  l’axe  AD,  formera  au-deffous  un  arc  at- 
traélif,  recoupera  bientôt  le  meme  axe  , & l’on  aura 
un  arc  répuHif  qui  repréfentera  ces  forces  énormes  qu’or.t 
les  particules  de  l’eau  lorfqu’elles  font  réduites  en  va- 
peur par  la  fcrmentjtion  & la  chaleur. 

JLorfqu’on  ôte  l’obftacle  qui  s’oppofoit  à l’écoulement 
de  l’eau , les  premières  parties  defeendent  par  la  force  ré- 

f'iilfive  qui  fourenoit  celles  qui  étoient  fituées  au-defTiis , 
esfuivantes  defeendent  par  l’aâion  d’une  force  femblable 
qui  va  toujours  en  diminuant  , & il  fe  produit  dans 
toutes  un  petit  mouvement  qui  eft  affez  petit  au  com- 
mencement. Bien  plus , quelquefois  la  force  répulfive 
éloigne  allez  les  molécules  pour  que  la  force  attrac- 
tive de  celles  qui  s’écoulent  accélère  la  Yneffe  des  fui- 
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vantes  ; de  forte  qu’il  y a de  part  & d'autre  quelques 
petites  ofcillations. 

199.  Les  vîtefles  dans  l’écoulement  des  eaux  font  à pcu- 
près  en  raifon  fous-doublée  des  hauteurs  ou  des  forces 
comprimantes.  Cela  doit  avoir  lieu  fi  les  forces  cor- 
refpondantes  aux  différentes  hauteurs , font  dans  le  rap- 
port de  la  première  force  qui  fait  écouler  les  eaux  , 
c’eft-à-dire  en  raifon  fous-doublée  des  hauteurs;  car 
alors  l'aire  de  la  courbe  des  forces  fera  proportionnelle 
à la  hauteur;  ainfi  les  quarrés  des  vîtefles  feront  (198) 
comme  les  hauteurs.  Suppofons  encore  que  Mot  N re- 
préfente l’arc  d’une  logarithmique , fi  l’on  multiplie  l'or- 
donnée BM  parla  fous-tangente  a de  cette  logarithmi- 
que, le  produit  donnera  l’aire  BM  N D infiniment  lon- 
gue du  côté  de  T.  Si  l’on  multiplie  C m par  a , l’on 
aura  l’aire  comptée  depuis  le  point  C.  Mais  fi  l’ordon- 
née DN  = Z elt  très-petite  , le  produit  uZ  fera  très- 
petit  , & l’on  pourra  regarder  les  aires  BMN  D, 
CotND  comme  égales  refpeéiivement  à celles  dont 
on  vient  de  parler.  Or  ces  dernieres  aires  font  en- 
tr’elles  comme  les  forçes  initiales  BM,Cot  qui  dé- 
terminent l’écoulement  des  premières  tranches  de  la  li- 
queur ; donc  alors  les  quarrés  des  vîtefles  font  comme 
les  preflions  ou  comme  les  hauteurs.  D’un  autre  côté 
pour  que  la  vîtefle  abfolue  foit  la  même  que  celle  qu’un 
corps  acquéreroit  en  tombant  de  toute  la  hauteur  du  liqui- 
de au-deflusde  l’orifice  , comme  cela  arrive  fenfiblement 
à l’égard  de  l’eau , l’aire  des  forces  doit  être  égale  à 
un  rcétangle  dont  la  hauteur  feroit  égale  à celle  de 
l’eau  , 8e  dont  la  bafe  repréfenteroit  le  poids  p d’une  mo- 
lécule d’eau  ou  la  force  répulfive  qu’une  molécule  peut 
exercer  fur  une  autre  molécule  qui  la  prefle  ; parce 
qu’alors  la  derniere  particule  reçoit  la  même  viteife 
accélératrice  qu’elle  auroit  pu  recevoir  en  tombant  de 
toute  la  hauteur  du  fluide  : ainfi  tout  le  poids  exprimé 
par  BM  doit  être  à cette  force  comme  la  hauteur  du 
fluide  eft  «à  la  fous-tangente  de  la  logirtique,  fivn  N eft  un 
arc  de  logillique.  Mais  le  poids  BM  elt  à p comme  le 
nombre  de  particules  contenues  dans  la  hauteur  ell  à 
l’unité , 8c  par  conféquent  comme  cette  hauteur  eft  à 
la  diffance  des  premières  particules.  Ainfi  cette  diftance 
doit  être  égale  à la  fous-tangente  a de  la  logaxithmi- 
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que;  a eft  donc  une  quantité  très -petite.  Mais  cette 
vitefle  abfolue  eft-elle  la  même  dans  les  differens  fluides, 
& les  quarrés  des  vîtelïes  des  écoulemens  font-ils  pro- 
portionnels aux  hauteurs  f C’eft  ce  que  les  expériences 
pourront  apprendre. 

200.  Passons  maintenant  à la  réflexion  & à la  réfrac- 
tion de  la  lumière.  Si  un  point  mobile  A (fig.  147;  fe  meut 
dans  la  direction  AN,  lorfqu'il  fera  arrivé  en  B où 
les  forces  répulfives  du  plan  RS  commencent  à agir, 
il  abandonnera  cette  ligne  pour  décrire  une  courbe  BQ 
dont  la  nature  dépendra  de  la  combinaifon  de  la  force 
tangcntielle  félon  B N & de  la  force  répulfive  perpen- 
diculaire au  plan  R S.  Si  cette  force  eit  capable  de 
fléchir  le  mouvement  du  point  A , de  maniéré  que  la 
courbe  BQ  devienne  paralèlle  au  plan  avant  que  ce 
point  foit  entré  dans  ce  plan  , il  cil  viflble  que  par  l’ac- 
tion continue  de  la  même  force  répulfive  qui  doit  ren- 
dre au  mobile  la  même  vîtelfe  verticale  qu’elle  vient 
d’éteindre , tandis  que  la  force  horifontale  ou  parallèle 
au  plan  n’a  pas  été  altérée,  le  mobile  A décrira  l’arc QD 
égala  QB;  arrivé  en  D,  il  co-ntinuera  fon  mouvement 
Je  long  de  la  ligne  D M qui  fait  l’angle  de  réflexion  m P M 
égal  à l’angle  d'incidence  B N n , & parce  que  les  points 
N & P font  très-proches  l'un  de  l’autre  , ils  paroîtront  fe 
confondre.  Si  le  plan  R S a quelques  afpérités  , mais 
petites  refpeélivement  à la  dillance  à laquelle  s’éten- 
dent les  forces  répulfives  , ces  forces  vers  Q feront 
peu  différentes  de  ce  qu’elles  feroient  fî  le  plan  étoit 
parfaitement  poli  & l’angle  de  réflexion  fera  fenfible- 
ment  égal  à celui  d’incidence , ce  qui  n’arrivera  pas  iî 
les  afpérités  font  confidérables 

Soient  maintenant  deux  furfaccs  paralèlles  AB,  CD 
(fig.  148)  telles  qu’un  point  mobile  fitué  hors  de  ces 
plans  n’eprouve  aucune  force  , tandis  qu’entre  ces 
plans  il  doit  être  expofé  à l’aélion  des  forces  perpendi- 
culaires à ces  plans  & égales  pour  chacun  lorfque  les 
diilances  feront  égales.  Avant  d’être  arrivé  en  E le 
mouvement  du  mobile  G fera  reétiligne  8c  uniforme,  8c 
fa  vîtelfe  pourra  être  exprimée  par  H E qu’on  peut  dé- 
compofer  en  H S paralèlle  8c  S E perpendiculaire  à 
la  furface  A B.  Le  mobile  étant  arrivé  entre  les  deux 
plans  dont  nous  venons  de  parler , fon  mouvement 
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fera  fléchi  par  Caution  des  forces  de  ces  plans;  de  ma- 
niéré cependant  que  la  vîteffe  paralèlle  ne  fera  point  al- 
térée , tandis  que  la  vîteffe  perpendiculaire  fera  augmen- 
tée ou  diminuée  félon  que  les  forces  tendront  vers  le 
plan  C D ou  vers  la  furface  A B.  Si  la  force  perpen- 
diculaire fe  trouve  éteinte  en  X lorfque  la  direction  eft 
devenue  parallèle  aux  plans,  le  mobile  fortira  de  ces 
plans  en  décrivant  la  ligne  XIM,  qui  fera  avec  la  per- 
pendiculaire LI  l'angle  L I M de  réflexion  égal  à l'an- 

fle  d'incidence  H ES.  Si  cela  n’arrive  qu’en  x , le  mo- 
de décrira  la  ligne  xim  dont  la  partie  im  eft  paral- 
lèle à I M.  Si  on  fuppofe  que  G E repréfente  un  rayon 
de  lumière  dans  lequel  il  y ait  des  globules  dont  les 
directions  deviennent  parallèles  aux  furfaces  A B,  CD, 
aux  points  X , x , y , en  fuppofant  que  les  forces  qui 
potiflent  ces  globules  vers  A o , font  plus  grandes  dans 
ces  points  que  celles  qui  tendent  vers  CD,  ces  glo- 
bules décriront  refpeétivement  les  lignes  X M , x m , 
yn.  Suppofons  maintenant  que  le  mobile  G étant  par- 
venu en  X , la  force  qui  le  pouffe  vers  CD,  l’em- 
porte fur  celle  qui  le  pouffe  vers  AB,  ou  fi  l’on 
veut  encore  fuppofons  que  la  courbe  E X O , ne 
devient  jamais  paralèlle  à AB,  dans  ce  cas  il  peut 
arriver  que  la  vîteffe  perpendiculaire  foit  diminuée  ou 
augmentée , félon  que  les  forces  qui  tendent  à appro- 
cher le  mobile  du  plan  C D feront  plus  foibles  ou 
plus  fortes  que  celles  qui  agiffent  pour  le  rapprocher 
de  AB.  Dans  le  premier  cas  le  mobile, aura  en  fortant 
la  vîteffe  ON  & dans  le  fécond  la  vîteffe  ou.  Sup- 
pofons  que  le  mobile  fuit  la  direétioo  EX  ON  (&  ce 
que  l’on  dira  de  ce  cas  fera  comprendre  ce  qui  doit 
arriver  lorfque  E X o u eft  la  ligne  décrite  ) , & regar- 
dons la  vîteffe  H E comme  confiante  , Fl  S qui  exprime 
la  vîteffe  parallèle,  fera  — P N qui  exprime  la  même 
vîteffe  après  la  réfraction  , S E & OP  défigneront  les 
vîteffes  perpendiculaires  avant  & apres  cette  réfraction. 
Maintenant  puifque  les  forces  qui  agiffent  entre  les  plans 
font  perpendiculaires  à ces  plans  , fi  l’on  appelle  a la 
vîteffe  SE,  & b la  vîteffe  OP,  la  différence  cc  des 
quarrés  de  ces  vîteffes  fera  confiante  (voyez  le  N°.  198). 
Soit  H E = H,  ON=4,  HS  = PN=m;  l’on  aura 
par  la  propriété  du  triangle  reétangle.  H1  = « 1 -{-m  1 , 
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8r  h 1 ~ b1  -+-  m1  ; donc  H1  — A 1 = a * — è 1 = c1  > 
c’eft-à-direque  la  différence  des  quarrés  des  vîteffes  avant 
& après  la  réfra&ion  fera  confiante  ; & parce  que 
H & cfont  des  confiantes,  h fera  confiante.  Maintenant 
en  faifant  le  rayon  = i , le  linus  de  l’angle  d inci- 
dence H ES  *=  p , celui  de  réfradtion  P O N — q , 
l'on  aura  i : H : : p : m , & 1 : h : : q\  m j donc  p =» 

~ & q = C’eft  pourquoi  p : q : : h.  : H ou  en  raifon 

confiante  ( * ) , c’eft  - à - dire  que  les  finus  de  l’angle  de 
réfraftion  & d’incidence  font  toujours  en  raifon  conf- 
iante ( voyez  ci-defllis  les  N°s  $ & 6 ).  Mais  appliquons 
la  théorie  à la  Phyfique. 

Application  de  la  théorie  précédente  à la 
Phyfique. 

loi.  Je  ne  me  propofe  pas  de  donner  ici  un  traité  com- 
plet de  Phyfique,  je  me  contenterai  de  parler  fuccinéle- 
ment  des  queftions  qui  me  paroîtront  mériter  le  plus 
d’attention  , me  propofant  de  reprendre  cette  matière 
lorfque  je  donnerai  ma  Phyfique. 

L’impénétrabilité  naturelle  des  corps  s’explique  faci- 
lement dans  cette  théorie  ; car  puilque  dans  les  petites 
dirtances  les  forces  répulfives  augmentent  de  maniéré 
qu’elles  font  capables  d’éteindre  un  mouvement  quel- 
conque , aucune  force  finie  ne  peut  faire  évanouir  la 
diftance  qu’il  y a entre  deux  points  de  matière , ce  qui 


( * ) Il  faut  concevoir  que  les  furfaces  A B , C D font  celles 
entre  lefquelles  les  forces  commencent  à agir  ; de  forte 
que  fi  la  lumière  parte  de  l’ait  dans  le  verre  , lorfqu’il 
aura  franchi  la  furfacc  C D , il  continuera  'de  fe  mouvoir 
dans  le  verre  félon  la  direction  ou,  par  exemple.  Si  le 
premier  milieu  étoit  de  verre  8 1 le  fécond  d’eau , le  rayon 
s’émouveroit  dans  la  ligne  O N , par  exemple , en  s’éloignant 
de  la  perpendiculaire.  . 
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feroit  cependant  néctffaire  pour  la  pénétration  ; la 
feule  puiffance  divine  qui  peut  exercer  une  force  infi- 
nie peut  produire  cet  effet.  S’il  n’y  avoir  point  de  forces 
répulfives  , ui\e  maffe  quelconque  paffèroit  librement 
à travers  une  autre  maffe  ; car  le  nombre  des  points 
de  l’efpace  fenfible , occupés  par  l’une  quelconque  de 
ces  maffes  étant  infiniment  plus  grand  que  celui  des 
points  de  ces  maffes  , il  eft  infiniment  pjus  probable 
qu’aucum  des  points  de  l’une  des  maffes  ne  rencontre- 
toit  un  des  points  de  l’autre  maffe , qu’i  1 ne  l’eft  que 
cette  rencontre  auroit  lieu  ; & cela  arriveroit  par  cbn- 
féquent  fans  aucune  vraie  pénétration.  Mais  les  forces 
répulfives  empêchent  cet  effet.  Si  l’on  conçoit  un  fo- 
lide  compofé  de  différentes  furfaces  mifes  les  unes  au- 
deffus  des  autres  > de  maniéré  que  les  points  qui  com- 
pofent  ces  furfaces  foient  dans  les  limites  très-fortes  de 
cohéfion  , & qu’il  en  foit  de  même  par  rapport  aux 
points  de  ces  mêmes  furfaces  confidérées  les  unes  par 
rapport  aux  autres , de  forte  que  les  points  de  la  fur- 
face  fupérieure  foient  tellement  diftants  des  points  cor- 
refpondants  de  la  furface  fuivante  qu’on  ne  puiffe  ni 
les  éloigner  ni  les  rapprocher  fans  de  très-grandes  for- 
ces , ces  furfaces  quoique  diffames  les  unes  des  autres 
formeront  un  corps  phyfique  très-folide  8c  très  diffi- 
cile à rompre. 

loi.  On  fait  qu’une  ballede  fufiltraverfe  une  porte  demi* 
ouverte  & très-mobile  fur  fes  gonds  fans  la  faire  tour- 
ner , ce  qui  vient  de  ce  que  les  parties  de  la  balle  s’étant 
approchées  des  parties  du  bois  beaucoup  plus  que  celles- 
ci  ne  l'étoient  entr’elles  emportent  ces  particules  avec 
elles  j 8c  la  brièveté  du  tems  ne  permet  pas  aux  for- 
ces qui  retenoient  les  particules  voifines  du  bois  d’y 
produire  un  mouvement  fenfible.  Que  fi  la  vîteffe  étoit 
encore  plus  grande  la  balle  traverferoit  la  porte  fans  y 
produire  aucun  changement  fenfible  8c  fans  y produire 
aucune  véritable  compénétration  comme  la  lumière  paffe 
à travers  un  milieu  diaphane.  C’eff-là  peut-être  la  raifon 
pour  laquelle  l’Auteur  de  l’univers  a donné  aux  glo- 
bules de  lumière  cette  vîteffe  prodigieofe  qui  leur  fait 
parcourir  la  diftance  du  Soleil  à la  Terre  , c’eft-à-dire 
environ  34  millions  de  lieues  dans  l’efpace,  d’environ 
un  ffeini-  quart  d’heure.  Si  nous  pouvions"  nous  pto-  s* 
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curer  une  vîteffe  aflez  confidérable  nous  paflerions  à tra- 
vers les  ‘portes  fermées  8e  les  murailles  fans  trouver 
aucun  obftacle  8e  fans  aucune  vraie  compénétration.  Nous 
nous  fommes  donc  formé  l’idée  de  la  lolidité,  parce  que 
les  forces  répulfives  ne  permettent  pas  à nos  mains  & 
à nos  membres  depaffer  a travers  les  folides  phyfiques, 
qui  ne  font  autre  chofe  dans  cette  théorie  , qu'un  affem- 
blage  de  points  fans  étendue  retenus  dans  leurs  diftances 
refpe&ives  par  les  forces  attra&ives  & répulfivgs.  Com- 
me l'intervalle  entre  ces  points  n’eft  pas  fenfible , ils  for- 
ment un  continu  phylïque  8c  non  mathématique.  A l’é- 
gard de  l’étendue  géométrique  elle  n’eft  autre  chofe  que 
l’efpace  pur;  de  forte  que  la  Géométrie  a pour  objet 
l’étendue  en  longueur,  largeur  & profondeur:  mais  cette 
étendue  continue  eft  bien  différente  du  folide  phyfique 
qui  eft  compofé  de  points  renfermés  dans  un  certain 
efpace  qui  a néceffairement  des  limites  8c  par  confé- 
quent  une  figure.  A l’égard  de  la  malle  elle  doit  s’ef- 
timer  par  le  nombre  des  points  qui  appartiennent  au 
corps  ; de  maniéré  que  fi  le  nombre  des  parties  qui  ap- 
partiennent au  corps  A eft  double  du  nombre  des  par- 
ties qui  appartiennent  au  corps  B , la  maffe  du  premier 
fera  double  de  celle  du  fécond.  Mais  la  denfiré  eft 
Comme  la  maflfe  divifée  par  le  volume  Pour  ce  qui  re- 
garde l’inertie  des  folides  phyfiques  , elle  tire  fon  origine 
de  celle  des  points  qui  les  compofent.  Quant  à la  mobi- 
lité , tout  le  monde  fait  que  cette  propriété  confifte  en 
ce  qu’un  corps  peut  changer  de  lieu , 8c  paffer  d’une  par- 
tie de  l’efpace  dans  une  autre  partie  ue  l’efpace.  Mais 
l’égalité  de  l’aélion  8c  de  la  réaâion  vient  de  ce  que 
dans  le  choc  des  corps  , les  forces  répulfives  agiffenc 
également  fur  le  corps  choouant  8c  fur  le  corps  cho- 
qué. Pour  ce  qui  regarde  la  divifibiltté  de  l’étendue  pure, 
je  ne  crois  pas  qu’on  puiffe  la  révoquer  en  doute  : car 
fi  on  divife  l’étendue  d’un  pied  en  i parties  égales  , 
qu’on  prenne  enfuite  la  moiré  de  la  moitié  8c  ainfi  de 
fuite , on  ne  parviendra  jamais  à la  derniere  divifion  ; 
mais  fi  il  eft  queftion  du  folide  phyfioue , comme  le  nom- 
bre des  points  qu’il  renferme  eft  fini  , on  ne  peut  dire 
(ins  abfurdité  Que  la  matière  eft  divifible  à l’infini. 

Mais  la  gravité  que  Newton  met  au  rang  des  pro- 
priétés générales  de  la  matière  8c  qui  fuit  dans  les  diftances 
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un  peu  confidérables  à très-peu  près  la  raifon  renverfée  de* 
quarrés  des  dillances  , eil  repréfentée  par  l'arc  T V de 
la  courbe  des  forces  dans  lequel  les  ordonnées  font  i 
très-peu  près  en  raifon  inverfe  des  quarrés  des  dillances. 

On  peut  dans  cette  théorie  répondre  facilement  à 
l’objeétion  qu’on  fait  aux  partifans  de  Newton , pour- 
quoi l’ attraction  ne  force  pas  les  étoiles  de  s’approcher 
les  unes  des  autres  pour  ne  former  qu’une  malle.  Plu- 
fieurs  répondent  que  la  dillance  entre  les  fixes  elt  fi 
confidérable  que  l'attraCtion  ne  fauroit  produire  qu’un 
mouvement  infenfible  dans  ces  altres,  auquel  par  con- 
séquent on  ne  doit  faire  aucune  attention.  Cependant 
il  eft  aifé  de  voir  que  dans  un  très- grand  nombre  de 
fiecles  cette  attraction  pourroit  produire  un  effet  fen- 
fible  & déranger  le  fyftême  de  l’univers.  Mais  dans 
notre  théorie  on  peut  fuppofer  que  le  dernier  arc  de 
la  courbe  des  forces  qui  repréfente  la  gravité,  après 
s’être  éloigné  à une  plus  grande  dillance  que  les  comètes 
de  notre  fyftême  ne  peuvent  le  faire , coupe  de  nou- 
veau fon  axe  de  maniéré  que  la  force  attractive  fe  change 
en  répulfive , enfuite  en  attraCtive  & ainlï  de  fuite  ; de 
forte  que  rien  n’empêche  de  fuppofer  que  les  étoiles 
fe  trouvent  dans  les  points  des  limites  , & qu’elles 
ne  peuvent  ni  s’approcner  ni  s’éloigner  naturellement  les 
unes  des  autres. 

20?.  La  cohéfion  s’explique  facilement  dans  cette 
théorie  par  les  limites  dans  lefquelles  on  peut  fup- 
pofer placées  les  particules  qui  compofent  les  corps. 
Mais  pourquoi  les  parties  féparées  d'un  bâton  venant 
enfuite  à être  appliquées  l’une  contre  l’autre  n’acquie- 
rent-elles  pas  la  même  cohéfion  qu’elles  avoient  au- 
paravant? Les  Newtoniens  difent  que  les  afpérités  des 
parties  brifées  qui  ont  été  un  peu  dérangées,  empêchent 
que  le  contaCt  ne  foit  le  même  qu’auparavant.  Cependant 
fi  les  deux  furfaces  font  affez  polies  on  fent  d’abord  une 
grande  réfiftance  , mais  quana  elles  ont  été  affez  com- 
primées l’une  contre  l’autre  elles  adhèrent  enfemble  avec 
une  force  beaucoup  plus  grande  que  le  poids  de  l’air 
comprimant  ; parce  qu’avant  de  parvenir  a ce  contaCt , 
il  y a une  grande  force  répulfive,  que  Newton  lui- 
même  a reconnu  exifter  à quelque  dillance  du  con- 
taCt quoique  très -petite  i à cette  force  répulfive  , difent - 
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ils , fucccde  une  force  attra&ive  dans  des  diftances  encore 
moindres,  & elle  devient  très-grande  dans  le  contaétj 
& parce  que  dans  les  marbres  polis  on  obtient  beau- 
coup de  conta&s  en  même-tems  il  n’eft  pas  étonnant 
que  leur  cohéfion  foit  aflez  forte.  Dans  la  théorie  dont 
il  s’agit  ici  l’on  peut  dire  que  plufîeurs  particules  des 
furfaces  féparées  ont  avancé  au-delà  des  limites  quelles 
avoient  auparavant , de  maniéré  qu’elles  exercent  main- 
tenant une  répulfion  qui  empêche  que  les  autres  ne  fe 
rapprochent  jufqu'aux  limites  qu'elles  avoient  avant  la 
divifion.  Mais  dans  les  marbres  polis , quoique  les  an- 
ciennes limites  de  cohéfion  n’ayent  pas  lieu,  néanmoins 
il  y a plufieurs  particules  qui  font  dans  des  limites,  foi- 
bles  à la  vérité , de  cohéfion  ; c’eft  la  caufe  qui  s’op- 
pofe  à leur  réparation  perpendiculaire  i quoique  je  ne 
veuille  pas  nier  que  la  réfiftance  de  l'air  n'y  ait  une 
grande  part.  Mais  quand  on  fait  glifler  deux  pièces  de 
marbre  polies  l’une  fur  l’autre  on  fent  feulement  les 
forces  attra&ives  des  bords  des  furfaces , & non  des 
furfaces  totales.  Lorfque  les  marbres  fe  font  formés, 
les  parties  infenfibles  fe  font  approchées  peu  à peu  les 
unes  des  autres  par  les  forces  qui  ont  endurci  le  mar- 
bre ; mais  dans  l'état  aûuel , avec  quelque  foin  qu’on 
polifle  les  marbres,  on  ne  peut  fe  flatter  d’enlever  tou- 
tes les  afpérités  & les  éminences  qui  empêchent  que 
les  furfaces  parviennent  à de  fortes  limites  de  cohéfion. 
Il  n’eft  pas  plus  difficile  d’expliquer  pourquoi  un  corps 
quelconque,  un  globe , par  exemple,  fe  brife  fi  on  le  charge 
d’un  trop  grand  poids.  Car  fi  l’aftion  du  poids  com- 
primant l’emporte  fur  la  force  qui  retient  les  particu- 
> les  dans  les  limites  de  cohéfion  , ces  particules  doivent 
s'éloigner  & le  corps  fe  rompre.  Mais  on  auroit  tort 
de  penfer  que  toutes  les  parties  d’un  même  corps  ont 
une  égale  folidité.  Car  rien  n'empêche  de  fuppofer 
qu'il  y a dans  les  folides  phyfiques  des  molécules  de 
diffèrens  genres.  Les  premières  font  compofées  de  points 
Amples  phyfiques  , les  fécondés  font  compofées  d’un 
certain  nombre  des  premières,  celles  du  troifieme  genre 
font  formées  de  l’affemblage  d’un  certain  nombre  de 
molécules  du  deuxieme  genre  & ainfi  de  fuite.  C’eft 
pourquoi  les  molécules  du  premier  genre  feront  plus 
- folides  que  celles  du  fécond  genre  t & celles-ci  beau- 
coup 
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coup  plus  que  celles  du  troifieme  genre  . 8cc.  Ceci  nous 
fait  voir  qu’il  peut  y avoir  des  particules  qui  s’attirent 
les  unes  les  autres , d’autres  qui  fe  repouffent  mutuel- 
lement, comme  nous  l’avons  vu  ci-deflus  en  confidérant 
cë  qui  fe  parte  par  rapport  à 3 points  que  rien  n’env- 
pêchoit  de  regarder  comme  compofés  de  particules  de 
cifférens  genres  Mais  fi  deux  particules  de  matière  font 
compofées  de  points  tellement  (itués  qu’en  les  appro- 
chant l’une  de  l’autre  les  répudions  & les  attrapions 
fe  compenlènt -,  ces  particules  ne  s approcheront  ni  ne 
s’éloigneront  l'une  de  l’autre.  Bien  plus  il  peut  y avoir 
des  endroits  fur  la  furface  d’une  particule,  même  fphé- 
lique  , qui  attirent  une  autre  particule , d’autre<  qui  la 
repouffent , & des  troiliemes  qui  ne  la  repouffent  ni 
ne  l’attirent,  parce  qu  il  peut  y avoir  dans  ces  lieux 
plus  de  points  ou  moins  de  points  que  dans  d'autres. 
Et  ces  points  phyfiques  peuvent  être  placés  à différentes 
diffances  du  centre  & entr’eux 

204.  Les  corps  folides  font  o mpofés  de  parties  unies, 
de  maniéré  que  fi  l’on  en  pouffe  quelques  unes  d’un  cer- 
tain côté  les  autres  fuivent.  Les  corps  roides  font  ceux 
dont  la  figure  ne  peut  être  changée  qu’en  employant  une 
grande  force  ; mais  les  corps  flexibles,  comme  les  ver- 
ges élaftiques,  n’oppofent  pas  une  grande  rélîftance  à 
leur  flexion.  Les  fluides  ne  font  pas  entièrement  pri- 
vés de  forces  répulfives  ou  attractives.  Tout  le  monde 
connoît  la  grande  force  répulfive  de  l’air  qui  réfifte 
à fa  compreffion  en  raifon  de  fa  denfité,  d’autres  fluides 
comme  l’eau  & le  mercure  ont  une  grande  force  at- 
tractive , cependant  leurs  molécules  un  peu  confidéra- 
bles  fe  féparent  facilement  les  unes  des  autres.  Dans  les 
poudres  &c  les  fables  il  n’y  a aucune  force  fenfible  ni 
attraCtive  ni  répulfive , parce  que  les  forces  attractives 
& répulfives  fe  compenlènt  mutuellement  A l’égard  du 
mercure  ix  de  l'eau , on  ne  peut  douter  des  forces  a*-' 
traCtives  qui  lient  leurs  molécules  les  unes  avec  les  au- 
tres ; mais  dans  les  fluides  élaftiques  tels  que  l’air,  les 
particules  qui  les  compofent  fe  trouvent  fans  doute  hors 
des  limites  & fous  des  arcs  répulfifs.  Et  parce  que  dans 
ce  fluide  la  force  répulfive  augmente  à raifon  de  la 
proximité  des  parties , on  doit  conclure  que  les  ordon- 
nées des  arcs  répulfifs  dans  lefqucls  fe  trouvent  fes 
Tome  V.  R r 
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Îiarticules  font  dans  le  même  rapport  (*).  Dans 

es  fluides  humides  les  particules  fe  trouvent  dans  des 
limites  de  cohélîon  aflez  fortes  , mais  il  y a tout  au- 

Îrès  un  arc  répulfif  qui  coupe  la  courbe  des  forces  prefque 
angle  droit.  C’eft  la  raifon  pour  laquelle  l‘eau  réduite 
en  vapeur  a une  fi  grande  force  répulfive. 

20$.  Si  les  forces  de  part  & d'autre  de  la  limite  dans 
laquelle  fe  trouvent  les  particules  d‘un  corps  relient  fen- 
fiblement  les  mêmes  pendant  un  certain  efpace  au-delà 
de  cette  limite,  & qu'on  fléchilfe  ce  corps  ; dès  que  la 
force  fléchiffante  celfera  d'agir  il  reprendra  fon  pre- 
mier état , comme  ij  arrive  aux  corps  élalliques.  Si  les 
forces  ne  s'étendent  pas  à une  certaine  diltance , ou 
qu’il  y ait  dans  cet  intervalle  urr  grand  nombre  de 
limites,  on  pourra  fléchir  le  corps  fans  le  rompre, 
mais  il  ne  fera  aucun  effort  pour  reprendre  fon  pre- 
mier état  i on  pourra  même  l'allonger  confidérablement 
fans  le  rompre  comme  cela  arrive  au  plomb  , & l’or  8c 


( * ) Concevons  deux  cubes  A & B dont  les  volumes  foient 
égaux,  mais  dont  les  mafles  d'air  qu’ils  renferment  foient 
différentes,  de  maniéré  que  la  dillancc  entre  les  centres  des 
molécules  du  premier  foit  = u,  8c  la  diftance  entre  les  cen- 
tres des  molécules  du  fécond  foit  =*  b ; il  eft  évident  que  les 
nombres  des  molécules  d'air  dans  les  côtés  homologues  des 
cubes  A & B , feront  comme  A : a ( c’elt-à-dire , en  raifon 
inverfe  des  diftanccs  ) 5 dans  les  furfaccs  comme  bb  : aa-,  dans 
les  cubes  comme  : u5.  Maintenant  les  forces  qui  agiflent 
fur  les  furfaccs  égales  de  ces  cubes  pour  retenir  les  particu- 
les d’air  dans  les  diftanccs  qu’elles  ont,  font  comme  le  nom- 
bre de  ces  molécules  dans  chaque  cube , ou  comme  les  den- 
fités , & les  forces  qui  tendent  à les  dilater  font  aufli  comme 
les  denfités , & comme  les  forces  comprimantes.  Donc  ces 
forces  que  j’appelle  F &cf  font  comme  b 5 : u 5.  D’un  autre 
côté  ces  forces  font  en  raifon  compofée  des  furfaccs  ou  du 
nombre  des 'particules  qui  agiflent  contre  elles,  & des 
aétions  de  chaque  particule  dans  ces  furfaccs.  Si  donc  on 
défigne  ces  aétions  par  m 8c  n,  nous  aurons  F:/:  : A 3 : <1  * : : 
mbb-.  naa•,ziv^&naabî  = malb^■  t ou  nb  = ma,  ou  mi 
b : a. 
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à l'argent.  A l’égard  des  corps  vifqueux  outre  la  grande 
ténacité  que  leurs  particules  ont  entr’elles  , elles  ont 
encore  la  propriété  de  s'attacher  aux  autres  corps , parce- 
que  leurs  molécules  peuvent  facilement  parvenir  aux  li- 
mites de  cohéfion  avec  celles  des  folidcs  auxquels  elles 
s’attachent. 

206.  Les  Phyficiens contemplent  avec  admiration  la  dif- 
pofition qu’ont  certains  corps  , par  exemple  , la  glace  . les 
petites  étoiles  que  fofme  la  neige  à certaines  figures  ; 
cette  difpofition  eft  fur-tout  remarquable  dans  les  lues 
qui  forment  les  pierres  précieuies  & dans  les  parties 
organiques  des  végétaux  & des  animaux.  Il  eft  facile 
de  rendre  raifon  de  cette  difpofition  : car  fi  les  mo- 
lécules attirent  d’autres  molécules  par  certains  points 
de  leurs  furfaces  , tandis  qu’elles  les  repouflent  par  d’au- 
tres points , il  eft  aifé  de  concevoir  pourquoi  les  parti- 
cules fecondaires  qui  forment  les  corps  fenfibles  fe  di(L 
polent  dans  un  certain  ordre  , en  fc  préfentant  les 
points  dans  lefquels  elles  s’attirent  & s’arrangeant  de 
maniéré  qu'elles  puiffent  acquérir  de  fortes  limites  de 
cohéfion  : ce  qui  fait  qu’elles  ne  peuvent  former  que 
certaines  figuras.  Et  parce  que  la  même  molécule  qui 
attire  par  un  de  fes  points  la  molécule  A , repoufle , à 
caufe  de  fa  différente  difpofition,  la  molécule  B ; lors- 
qu'une maffe  compofée  de  plufieurs  particules  différentes 
vient  à palier  tout  auprès , celles-là  feules  s’arrêteront 
qui  pourront  être  attirées  8c  acquérir  de  fortes  limites 
de  cohéfion.  Cette  remarque  fournit  facilement  1 expli- 
cation des  fécrétions  , de  la  nutrition  & de  la  végétation. 

Pour  déterminer  la  réfiftance  & l’aétion  des  flui- 
des il  faudroit  connoitre  exadtement  la  loi  des  for- 
ces , le  nombre  & la  difpofition  des  points  phyfiques 

2 ni  forment  les  fluides  , & avoir  à fa  difpofition  une 
iéométrie  &r  une  analyfe  bien  fupérieure  à celle  que 
nous  connoiffons.  Cependant  pour  dire  quelque  chofe 
fur  une  queftion  qui  paroit  furpafler  les  forces  de  l'efpric 
humain,  je  remarquerai  î0.  que  la  réfiftance  vient  du 
mouvement  qu’on  imprime  aux  molécules  du  fluide.  En 
fécond  lieu  il  y a une  autre  réfiftance  qui  doit  fon  origine 
aux  forces  que  les  particules  exercent  les  unes  fur  les 
autres  lorfque  l’une  s’approche  de  l’autre  en  fortans 
des  limites  dans  lefquelies  elles  étoient  en  équilibre  j 
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or  ces  molécules  acquièrent  des  mouvemens  très-diffe-v 
rens  , elles  tournent,  elles  pouffent  les  autres  , & dans 
les  fluides  élaftiques,  fur-tout,  du  moins  lorfque  la  vîteffe 
n’eft  pas  bien  confiaérable , celles  qui  font  par  derrière 
agiffent  fur  le  mobile , tandis  que  celles  qui  font  par 
devant  retardent  fon  mouvement. 

207.  Si  les  limites  dans  lefquelles  fe  trouvent  les  parti- 
cules d’un  corps  fe  fuccèdent  en  affez  grand  nombre  dans 
un  certain  intervalle  , lorfque  par  une  force  extérieure 
on  aura  comprimé  ou  allongé  une  maffe  en  tranfpor- 
tant  les  particules  d’une  limite  de  cohéfion  à une  autre  , 
elles  y relieront  en  équilibre  fans  faire  aucun  effort 
pour  reprendre  leur  ancienne  fituation  : voilà  ce  qui 
arrive  dans  les  corps  mous.  Mais  fi  les  limites  font 
affez  écartées  , de  maniéré  qu’en  diminuant  la  diftance 
la  force  répulfive  fuccede  à l’attraûive , tandis  que  la 
force  attraâive  augmente  avec  la  diftance , il  eli  vifi- 
ble  que  fi  l’on  comprime  un  corps  ou  qu’on  faffe  effort 
pour  l’allonger  , il  fe  rétablira  dans  fon  premier  état, 
& les  parties  recouvreront  leur  ancienne  fituation  dans 
le  premier  cas  par  l’adion  de  la  force  répulfive  , & 
dans  le  fécond  par  la  force  attraélive.  A l’égard  des 
corps  dufliles  ils  ne  different  des  corps  mous  que  par- 
ce qu’ils  retiennent  leur  figure  avec  plus  de  force  > car 
les  corps  mous  changent  facilement  de  figure  , au  lieu 
que  les  corps  du&iles  comme  les  métaux , non-feulement 
changent  oe  figure  par  l’adtion  du  marteau  ; mais  ils 
retiennent  avec  force  celle  qu’on  leur  a donnée. 

208.  La  Terre , l’Eau  , l'Air  & le  Feu , qu'on  appelle 
vulgairement  les  quatre  élémens  , ne  font  autre  chofe  que 
des  corps  compofés  de  points  homogènes  différemment 
difoofés,  des  molécules  defquels  on  peut  former  cnfuite 
diftérens  mélanges  & différens  corps.  Certains  corps 
font  diffolubes  par  l’eau  , comme  le  fucre  , par  exem- 
ple ; parce  que  leurs  particules  attirent  celles  de  l’eau 
avec  plus  de  force  que  celle-ci  ne  s’attirent  entr’elles  j 
c’eft  pourquoi  les  particules  d’eau  prenant  la  place  des 
molécules  ieparéesdu  corps  folide,  celles-ci  doivent  nager 
dans  le  fluide  : telle  eft  la  caufe  de  la  diffolution.  Mais 
fl  on  jette  dans  un  fluide  ainfi  chargé  de  molécules 
qu’il  vient  de  diffoudre , une  autre  fubftance  dont  les 
molécules  attirent  celles  du  fluide  avec  plus  de  force 
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8c  peut-être  même  à de  plus  grandes  diftances  que  ne 
peuvent  le  faire  les  particules  du  premier  corps  , cette 
fécondé  fubltance  fera  diffoute  & les  particules  du 
fluide  quitteront  celles  dit  premier  corps  pour  s'atta- 
cher à celles  du  fécond  ; ainli  les  molécules  du 
premier  corps  tomberont  par  leur  poids  naturel  au 
fond  du  vafe  à travers  le  fluide  fpécifiquement  plus  lé- 
ger, & l'on  aura  ce  qu’on  appelle  une  précipitation. 

209.  Il  elt  facile  de  comprendre  dans  cette  théorie  « 

comment  on  peut  mêler  deux  corps  de  différente  nature 
comme  l’eau  & le  vin  5 & comment  en  mêlant  deux 
fubltançes  différentes , on  obtient  une  maffe  dont  le 
volume  n’eltpas  égal  à la  fomme  des  volumes  des  fubf- 

tances  mêlées.  £n  effet  les  particules  des  corps  ne  fe 
touchant  pas  immédiatement,  elles  peuvent  par  l’in- 
rerpofition  d’autres  parties , s’approcher  beaucoup  plus 
qu’elles  ne  faifoient  auparavant  & former  un  volume 
plus  petit  que  ne  l’étoit  celui  de  l’une  des  deux  malles. 

210.  Si  par  l’interpofition  & l’agitation  du  fluide  igné 
les  particules  d’un  corps  , de  l'or , par  exemple , changent 
leurs  diftances  de  maniéré  qu’une  particule  ait  de  petits 
mouvemens  d’ofcillarion  autour  d’un  axe  ou  de  deux 
autres  particules,  ce  corps  deviendra  fluide  ; mais  fila 
force  qui  caufoit  l'agitation  vient  à celfer , ce  corps 
pourra  redevenir  folide.  Ce  mouvement  d’ofcillation 
pourra  ceffer,  foit  par  l’inégalité  qu’il  y a entre  les  for- 
ces de  différens  points  d’une  même  molécule  , foit  par 
l'expulfion  de  la  matière  ignée  & la  réfiftance  du  mi- 
lieu ambiant.  De  même  en  dépurant  certains  corps  , 
c’efl-à-dire  en  leur  ôtant  les  parties  hétérogènes  & dif- 
formes qui  empêchoient  le  mouvement  de  leurs  mo- 
lécules , on  pourra  les  rendre  plus  liquides.  Ainfi  il  y a 
moins  de  vilcofité  dans  le  pétrole  que  dans  le  ftijame  ; 

& la  Chymie  fait  voir  que  uansces  fublfances  lajràfFofité 
ell  d'autant  plus  grande  qu’elles  font  plus  tompofées. 

Si  dans  un  corps  devenu  liquide  par  l’aétion  du  feu , les 
particules  en  s’écartant  les  unes  des  autres  paffent  dans 
un  grand  arc  répulfif , elles  fe  fuiront  tout  à coup  & le 
corps  fe  volatilifera.  La  même  chofe  arrivera  fi  les  mo- 
lécules d’un  corps  fixe  font  fituées  dans  des  diftances 
de  répulfion  très-fortes  , mais  retenues  par  l’interpo- 
fition  des  particules  d’une  autre  fubltance  dont  les  for- 
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ces  attractives  furpaflent  Jes  forces  répulfives  dont  nous 
venons  .de  parler  ; car  fi  par  l’aétion  du  feu  ces  parti- 
cules. font  chalfces  du  corps  dans  lequel  elles  étoient 
-retenues,  la  force  répulfive’  diifipera  les  molécules  de 
ce  corps.  Cela  paroit  arriver  à J’ai r qui  femble  former 
.un  corps  fixe  dans  les  calculs  qu’on  trouve  dans  la 
veflîe  ou  dans  les  reins,  & qui  peut  enfuite  recouvrer 
fon  état  volatil.  On  diroic  même  qu’il  perd  alors  fon 
élafticité  ; ce  qui  vient  de  ce  que  les  particules  interpo- 
sées empêchent  par  leur  attraction  les  effets  de  fa  force 
répulfive.  L’alternative  des  arcs  répulfifs  & attractifs 
de  la  figure  ijj  nous  fait  comprendre  facilement 
-d’où  peuvent  venir  les  évaporations  , les  fermenta- 
tions , les  déflagrations  fubites  & les  explofions.  Si  les 
■ particules  d’un  corps  font  placées  à des  dillances  con- 
vehables , il  pourra  fe  faire  que  par  l’interpofition  fu- 
bite  de  quelques  molécules  externes , les  points  des 
particules  de  la  mafle  s'écartent  affez  pour  entrer 
dans  de  grands  arcs  répulfifs  qui  les  difliperont  fubite- 
.ment  : c'eft  ce  qui  paroît  arriver  dans  l’explofion  fu- 
bite  de  la  poudre  > la  même  chofe  arrive,  mais  avec 
moins  de  violence  dans  les  phofphores  qui  prennent 
feu  par  le  feul  contaét  de  l’air. 

111.  Tous  les  corps  ne  fermentent  pas  avec  tous  les 
corps,  ce  qui  vient , comme  nous  l’avons infinué  ci-delïùs 
de  ce  que  certaines  molécules  n’agifTent  pas  fur  toutes  les 
autres  molécules  , mais  feulement  fur  quelques-unes, 
tandis  qu’elles  exercent-une  grande  force  par  rapport 
à d’autres.  A l’égard  du  feu,  on  peut  le  regarder  comme 
une  efpece  de  fermentation  de  la  matière  fulphureufe 
avec  celle  de  la  lumière  ; car  les  parties  de  la  ma- 
tière fulphureufe  par  i’aéfion  d’une  lumière  affez  denfe 
ou  jpânne  d’une  feule  étincelle  fermentent  avec  tant 
de-wbklence  que  palfant  des  limites  de  cohéfîon  dans 
des  arcs  «répulfifs , elles  s’évaporent  & la  matière  lu- 
cide fe  diliout  &r  s'envole.  Ainfi  fi  un  oifeau  en  fe 
pofant  fur  une  montagne  détache  un  grain  de  fable , 
qui  en  tombant  fur  d'autres  grains  les  entraîne  dans 
fa  chute  , & que  ceux  ci  tombent  fur  de  grofies  pier- 
res qui  n avoient  prefque  aucun  point  d’appui,  ils  dé- 
terminent leur  chute  , toute  la  montagne  s'écroule 
dans  la  mer  & produit  une  horrible  agitation.  C’eft 
là  l’image  des  forces  intellines  qui  peuvent  produire 
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des  effets  furprenans  par  le  moyen  d’un  petit  changement 
de  diftance  dans  les  particules  d’un  corps. 

zi  2.  Si  le  feu  eft  produit  par  la  feule  fermentation  de  la 
matière  fulphureufe  & lumière  ( *),  là  où  il  n’y  aura 
point  de  foufre  l'a&ion  du  feu  ne  fera  pas  à craindre.  Il 
paroît  que  les  corps  terreftres  ne  font  diffous  par  le  fluide 
igné  que  parce  qu’ils  renferment  des  parties  qui  lient 
entr’elles  des  molécules  inertes,  c’eft  à-dire,  des  mo- 
lécules qui  n’exercent  entr’elles  ni  répulfion  ni  at- 
traction, parce  que  leurs  forces  répulfives  & attracti- 
ves fe  compenfent.  Mais  s’il  exiftoit  un  corps  qui 
n’eût  rien  de  femblable , il  pourroit  fupporter  l’ac- 
tion du  feu  le  plus  violent  fans  être  altéré.  Il  ie- 
roit  donc  poflïble  qu’il  y eût  dans  I4  Soleil  même 
des  animaux  vivans  , mais  dont  les  corps  feroient 
compofés  d’une  matière  bien  différente  de  celle  de 
nos  animaux  terreftres;  par  la  même  raifon  cet  aftre 
pourroit  avoir  des  végétaux  & des  minéraux  qui  lui 
feroient  propres 

La  grande  effervefcence  qu’il  y a dans  les  corps  qui 
brûlent  écarte  les  particules  de  la  lumière  qui , dès 
qu’elles  fe  trouvent  dans  de  grands  arcs  répulfifs  , fe 
diflipent  avec  une  vîtefie  prodigieufe  ; & parce  que  les 
molécules  lucides  ne  parviennent  à ces  arcs  que  fuc- 
cefftvement , le  corps  enflammé  ne  doit  pas  fe  difliper 
tout-à-coup  , mais  il  fournit  de  la  lumière  pendant  un 
terns  plus  ou  moins  confidérable.  D’un  autre  côté  la 
quantité  de  lumière  qui  vient  du  Soleil  pouvant  avoir 
avec  la  maffe  de  cet  aftre  une  raifon  inaffignable  ; le 
Soleil  pourroit  éclairer  l'Univers  pendant  des  millions 
de  ftecles , fans  que  fon  diamètre  en  fût  diminué  d’un 
demi  pouce.  La  viteffe  de  la  lumière  dépend  de  la  gran- 


( * ) Les  Chymiftcs  modernes  entendent  par  fermentation 
un  mouvement  inteftin  qui  s'excite  à l’aide  d’un  degré  de 
chaleur  & de  fluidité  convenables  , entre  les  parties  inté- 
grantes & continuantes  de  certains  corps  très  compofés,  & 
dont  il  réfulre  de  nouvelles  cotnbinaifons  des  principes  de 
ces  mêmes  corps  : c’eft  ainfï  que  le  vin  en  fermentant  Ce 
change  en  vinaigre.  Mais  nous  prenons  le  nom  de  fermen- 
tation dans  un  fens  plus  étendu  , en  défïgnant  par  ce  mot 
les  fermentations  chymique*  & les  effervefeences. 
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deur  de  l’arc  répulfîf  qai  produit  fon  émifficm.  A l’é- 
gard des  rayons  de  différentes  couleurs,  on  peut  fup- 
pofer  que  les  molécules  dont  ils  font  compofés  font 
un  peu  différentes  entr’elles  , & que  les  forces  répul- 
fives  agiffenr  fur  elles  à peu-près  également  & leur 
communiauent  des  vîteffes  fenfiblement  égales.  Mais 
dans  la  théorie  dont  il  s'agit  ici , ces  particules  peuvent 
facilement  traverfer  les  milieux  homogènes  en  ligne 
droite;  car  les  milieux  ne  font  autre  chofe  qu’un  el- 
pace  pur  dans  lequel  il  y a infiniment  plus  de  points 
fans  matière  que  de  ceux  où  fe  trouve  la  matière  ; de  forte 
qu’il  eft  infiniment  probable , c’eft-à-dire , certain  , qu’un 
globule  de  lumière  ne  rencontrera  jamais  fur  fon  chemin 
un  point  phylique  ou  matériel  de  ce  milieu.  De  même  1 ef- 
pace  à travers  lequel  fe  meut  la  lumière  dans  tant  de 
fens  différens-,  contenant  un  nombre  de  points  infini- 
ment plus  grand  que  celui  de  tous  les  globules  de 
lumière  qui  cxiftent  dans  la  nature  » il  eit  infiniment 
probable  qu’aucun  de  ces  globules  ne  fe  trouvera  ja- 
mais fur  le  chemin  de  l'autre  , & qu’il  n’y  aura  au- 
cun choc  entr'eux.  Lorfque  le  milieu  eft  fort  hétéro- 
gène , les  parties  qui  le  compofent,  ayant  des  forces 
inégales  , détournent  la  lumière  en  différens  fens  & l’em- 
pêchent de  traverfer  fa  maffe  en  ligne  droite  comme  cela 
eft  néceftaire  pour  la  diaphanéité. 

21  p A l’égard  de  la  réflexion  & de  laréfra&ionde  la  lu- 
mière nous  en  avons  affei  parlé  ailleurs  ; mais  fi  les  corps 
agiffent  fur  la  lumière  en  la  détournant  de  fa  dire<ftion,il  eft 
aifé  de  comprendre  que  les  rayons  lumineux  doivent  aufïî 
agir  fur  ces  mêmes  corps  & le  mouvement  perdu  dans  le 
choc  delà  lumicre  doit  être  au  mouvement  acquis  par  le 
corps  choque  , comme  la  mnffe  choquée  à celle  de  la  lu- 
mière. Cependant  fi  un  rayon  de  lumière  va  choquer  une 
plume  très-légere  fufpendue  à un  fil  très-mince,  elle  ne  lui 
communique  aucun  mouvement  fenfible  , ce  qui  prouve 
v que  la  maffe  d’un  globule  de  lumière  eft  d’une  petiteffe 
étonnante  & dont  il  eft.  bien  difficile  de  fe  former  une 
idée. 

214.  Ii.  y en  a qui  attribuent  les  aurores  boréales  à des 
vapeuts  légères , pouffées  par  les  rayons  folaires.  11 
eft  furprenant  qu’un  lhyficien,  ciui  penfe  que  les  rayons 
«e  font  autre  chofe  que  des  ondes , foutienne  une  telle 
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opinion;  car  de  telles  ondes  ne  produiraient  pas  les  mou* 
vemens  progreffifs  qu'on  remarque  dans  les  aurores. Ceux 
qui  difent  que  les  fleuves  peuvent  être  rétardés , 8c 
que  les  tremblemens  de  terre  peuvent  être  produits  par 
l’adion  de  la  lumière  n’ont  jamais  fait  attention  que 
les  principes  de  la  méchanique  prouvent  que  la  mafl'e 
des  globules  lumineux  eft  fi  petite  qu’elle  ne  fauroit 
produire  un  tel  effet.  Cependant  les  rayons  folaires 
communiquent  aux  particules  des  corps  un  mouvement 
qui  peut  les  déplacer  8c  les  faire  paffer  dans  des  arcs 
répuifïfs , 8c  occafionner  leur  ditfipation.  On  fait  que 
le  régule  d’antimoine  calciné  augmente  de  la  dixième 
partie  de  fon  poids  ; mais  cet  effet  ne  doit  être  attri- 
bué qu’aux  parties  volatiles  qui  fe  trouvent  dans  l’air 
& non  au  fluide  igné.  La  grande  aéfion  de  la  lumière  fur 
les  fubftances  fulphureufes  qui  l’attirent  puiffamment  8c 
leur  réaéfion  occafionnent  une  cfpece  de  fermentation 
qui  produit  le  feu.  Mais  lorfque  la  lumière  traverfe  des 
des  milieux  diaphanes  8e  homogènes  comme  l’air  8c  le 
verre  , elle  ne  perd  aucune  partie  de  fa  vîteffe.  Car  fi 
après  avoir  traverfé  un  morceau  de  verre  , elle  eft  ré- 
fléchie de  nouveau  vers  ce  verre  , elle  le  traverfera  en  fe 
réfraélant  de  la  même  maniéré  que  la  première  fois, 
l’angle  d’incidence  étant  fuppofé  le  même  ; ce  qui  ne 

Îourroit  avoir  lieu,  fi  la  vîteffe  avoir  été  diminuée. 

)ans  certains  corps  phofphoriques  la  lumière  folaire, 
après  avoir  parcouru  un  grand  nombre  de  labyrinthes, 
après  avoir  comme  circulé  autour  des  molécules  in- 
térieures qui  la  pouffent  8c  la  repouffent  tantôt  dans 
un  fens,  tantôt  dans  une  autre,  parvient  au  moins  en 
partie  jufqu’à  lafurface  d’où  elle  s'envole  ; c’eft  la  caufe 
pourquoi  ces  phofphores  après  avoir  été  expofés  au 
Soleil,  Iuifent  dans  les  ténèbres  plus  ou  moins  de  tems 
félon  la  longueur  du  chemin  que  doit  faire  la  lumière 
pour  s’échapper  par  leur  furface.  La  quantiré  de  lu- 
mière réfléchie  eft  d’autant  plus  grande  que  l’angle  d’inci- 
dence eft  plus  grand  , parce  qu’alors  la  vîteffe  perpendi- 
culaire étant  très-petite,  la  force  répulfive  des  ftirfaces 
peut  la  détruire  plus  facilement.  Mais  il  eft  aifé<  de 
comprendre  que  les  globules  des  rayons  de  différentes 
couleurs  étant  compofés  des  points  dont  le  nombre  8c 
l’arrangement  n’eft  pas  le  meme , ne  doivent  être  ni 
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également  réflexibles,  ni  également  réfrangibles  : ce- 
pendant les  globules  rouges  étant  tous  à très-peu- 

f>rès  égaux  , leur  réfrangibilité  fera  auffi  à peu-près 
a même , comme  l’expérience  l’apprend  ; il  en  fera  de 
même  pour  les  rayons  orangés  , 6cc.  Mais  le  cryftal 
d’Iflanae  a une  propriété  bien  étonnante  &c  bien  digne 
de  l’attention  des  Phyliciens.  Cette  pierre  affeéte  contam- 
inent la  figure  d'un  parallèlipipede  oblique,  terminé 
par  fix  parallélogrammes  6c  huit  angles  folides,&  lors- 
qu’elle réfringe  un  rayon  de  lumière,  il  fe  divife  en 
deux  parties  dont  l’une  eft  réfra&ée  d une  maniéré  conf- 
iante &c  ordinaire , tandis  que  l’autre  eft  r’éfra&ée  d’une 
manière  différente  & extraordinaire  ( * ) , & cela  ar- 
rive quel  que  foit  l’angle  d’incidence.  Les  rayons  qui 
Sortent  de  ce  cryftal  obfervent  la  même  loi  , c’eft-à- 
dire  que  celui  qui  a été  réfraété  félon  la  loi  ufitée 
ou  inufitée  , eft  réfraété  en  fortant  de  la  même  ma- 
niéré j néanmoins  le  rayon  incident  & fes  deux  par- 
ties qui  Sortent  du  verre  font  parallèles.  Si  l’on  appli- 
que l’une  contre  l’autre  deux  lames  parallèles  de  ce 
cryftal  , les  parties  du  rayon  incident  qui  auront  été 
réfra&ées  Selon  la  première  ou  la  Seconde  maniéré  par 
la  première  lame  , le  feront  de  même  par  la  fécondé. 
Ce  fera  la  même  chofe  fi  les  deux  cryftaux  font  Sem- 
blables 8c  ont  des  pofitions  Semblables.  Le  même  globule 
eft  réfraéié  d’une  maniéré  différente  Selon  que  fes  cô- 
tés font  tournés  d’une  maniéré  différente  par  rapport  à 
ceux  du  cryftal.  Ce  phénomène  paroît  dépendre  des 
différentes  forces  qui  ont  lieu  en  des  points  différens 
du  même  globule  , & qui  font  la  caufe  qu’il  fe  ré- 
fraéte  Selon  la  loi  ordinaire,,  lorfque  la  partie  tournée 
du  côté  du  cryftal  n’exerce  pas  une  force  ou  ne  reçoit 
•pas  un  mouvement  capable  d’empêcher  l’effet  de  la  loi 
ordinaire;  mais  fi  l’autre  partie  eft  tournée  du  côté  du 
cryftal,  la  force  qu'elle  exercera  étant  différente,  la 
réfradlion  le  Sera  auffi  (**).  Il  y en  a aufli  qui  attribuent 


( * ) Lorfqu’on  met  un  morceau  de  cryftal  d’Iflandc  Sur 
un  livre , chaque  lettre  étant  vue  par  une  double  réfraâion  , 
paroît  double. 

(**)  Il  y a encore  un  autre  phénomène  qui  a beaucoup 
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le  phénomène  dont  on  vient  de  parler  aux  furfacesdif* 
férentes  dont  , difent  - ils  , ce  cryftal  eft  compofé. 
Le  cryftal  de  roche  produit  aufli  deux  réfractions,  mais 
moins  inégales  que  celles  du  cryftal  d'Iflande. 


exercé  les  Phyficicns  & qui  eft  très-digne  de  leur  attention, 
je  veux  parler  des  accès  de  facile  îranfmi/Jion  & de  facile 
réflexion.  Si  par  le  moyen  du  favon  mêlé  avec  l’eau,  l'on 
forme  des  bulles,  leurs  lames  ( fi  l’on  peut  s’exprimer  ainfi  ) 
tranfmetten;  les  rayons  de  toutes  les  couleurs  tant  qu’elles 
ont  une  certaine  épailfeur  ; car  d’abotd  elles  ne  paroif- 
fent  point  colorées,  enfuite  le  Commet  parole  rousc  , puis 
fucceflivement  orangé  , 8 ce.  Enfin  on  y apperçoit  une  efpece 
de  tache  noire.  La  couleur  rouge  qui  étoit  d’abord  au  Com- 
met defeend , 8c  après  elle  l’orangé,  fcc.  Il  eft  vifible  que 
l’eau  defeend  du  Commet  de  la  bulle,  & que  Ces  différentes 
parties  ou  lames  deviennent  d’abord  plus  minces  vers  le 
Commet  & enfuite  vers  le  milieu,  &c.  de  forte  qu’il  parole 
que  l’épaiffcur  différente  des  lames  tranfparentes  des  corps 
eft  la  caufe  de  leurs  différentes  couleurs,  que  l’épaiffeur  des 
particules  colorées  qui  paroillenc  rouges  eft  la  plus  grande 
de  toutes  , tandis  que  celle  des  particules  violetes  eft  îa  plus 
petite.  Si  l'on  applique  l'une  contre  l'autre  les  convexités 
de  deux  verres  qui  Coicnt  les  fegmens  de  deux  grandes  fphè- 
res,  l’air  formera  autour  du  point  de  contait  phyfique  un 
difqne  dont  l’épailfeur  augmentera  à proportion  que  les 
anneaux  feront  éloignés  de  ce  point  où  il  paroit  une  tache 
noire , & on  verra  tout  autour  des  anneaux  colorés , fcparésles 
uns  des  autres  par  un  anneau  blanc.  Il  paroit  que  les  corps 
font  compofés  de  lames  minces  d’une  certaine  épaiffeur,  Sc 
par  les  expériences  de  Newton  , les  lames  dont  les  épaiffeurs 
font  comme  les  nombres  i , } , 5 , 7 , 8rc.  réfféchifTent  les 
mêmes  rayons  qui  font  tranfmis  par  celles  dont  les  épaiffeurs 
fuivent  le  rapport  des  nombres  2, 4,  6,  8,  &c.  Il  y a dans 
chaque  rayon  de  lumière  des  difpofitions  alternatives,  dans 
l’une  dcfquelles  après  être  arrivé  à la  furface  qui  fépare  deux 
milieux  hétérogènes,  il  Ce  réfléchit , tandis  qu’il  eft  tranfmis 
dans  l’autre  ( ce  que  l’on  appelle  les  accès  de  facile  réflexion. 
& de  facile  tranfmijfion)  avéc  des  intervalles  d’accès,  après 
lefqucls  reviennent  les  difpofitions  favorables  à la  facile  ré- 
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21  J.  La  àijfraliion  n’eft  autre  chofe  qu’une  réflexion  ou 
une  réfraétion  commencée.  Lorfqu’un  rayon  arrive  à une 
certaine  diffance  d’un  corps  dont  la  nature  eff  différen- 
te de  celle  du  milieu  qu’il  traverfe  , il  fe  fléchit  ens’ap- 


ficxion  ou  à la  tranfmillïon.  C'cftde  ces  intervalles  différens 
félon  les  milieux  , l inclinaifon  d’incidence,  & la  couleur  des 
xayons  , que  paroiflent  dépendre  tous  les  phénomènes  des 
James  minces , des  couleurs  naturelles  & changeantes , comme 
auffi  le*  couleurs  des  lames  épailTes  des  corps,  & enfin  la 
diffraction  qui  fait  que  les  rayons  qui  palfent  auprès  des 
tranchans  St  des  pointes  des  corps  fe  fléchiflcnc , & que  ceux 
qui  ont  des  couleurs  St  des  téfrangibilités  différentes,  for- 
ment auffi  des  angles  différais. 

Si  nous  fuppofons  que  les  globules  de  différentes  couleurs 
font  auffi  compofés  d'un  nombre  différent  de  points  diffé- 
remment arrangés,  on  pourra  imaginer  que  tous  les  points 
d’un  même  globule  n’ont  pas  été  à leur  départ  du  foleil  éga- 
lement expofés  à l’aétion  des  points  repouffans,  de  manière 
que  les  uns  ayant  reçu  plus  de  vîteffe  que  les  autres , ils  s'en 
feroient  féparés  , fi  les  forces  qui  les  unifient  avoient  été 
anéanties.  Il  efl  arrivé  de  là  que  les  points  qui  avoient  reçu 
plus  de  vîteffe  ont  d'abord  entraîné  les  autres  en  s’en  écar- 
tant un  peu  ; mais  les  forces  attraélives  ont  bientôt  obligé 
ces  points  de  fe  rapprocher  les  uns  des  autres,  de  maniéré 
que  leurs  diffances  (ont  devenues  plus  petites  qu’auparavant } 
alors  la  force  répulfive  les  a écartés  au-delà  des  limites  na- 
turelles, mais  la  force  attraéfive  lésa  rapprochés,  & ainfi  de 
fuite  ; dc  forte  que  dans  les  ofcillations  qui  perfiftent  à tra- 
vers les  milieux  différens  que  la  lumière  traverfe,  les  glo- 
bules s’allongent  tantôt  dans  un  fens  tantôt  dans  un  autre. 
On  peut  donc  concevoir  qu'il  y a dans  un  globule  de  lu- 
mière des  accès  d’allongement  & de  contraélion;  mais  comme 
les  pendules  qui  ofcillent  ont  moins  de  vîtertc  vers  les  extré- 
mités des  arcs  qu’ils  décrivent  & plus  de  vîtertc  quand  ils 
font  arrivés  à la  verticale,  de  même  les  tems  pendant  lef- 
quels  le  globule  refte  dans  l’état  d’allongement,  les  points 
qui  fe  trouvent  vers  les  extrémités  du  diamètre  dans  lequel 
fe  fait  cet  allongement,  étant  beaucoup  plus  écartés  qu’ils 
ne  le  feroient  dans  l’état  naturel  , ce  tems,  dis-je,  peut 
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Ïirochant  ou  en  s'éloignant  & change  de  direction.  SI 
a furface  de  ce  corps  étoit  alfez  confidérable  , il  feroit 
réfléchi , ou  bien  if  traverferoit  le  nouveau  milieu  ré- 
fringent } mais  à caufe  qu'un  tranchant  ou  une  pointe 
rermine  cette  furface  en  cet  endroit , le  rayon  avance 
en  évitant  le  tranchant  ou  la  pointe  & continue  enfuite 

être  beaucoup  plus  grand  que  celui  qui  répond  à l’état  moyen 
de  contra&ion,  dans  lequel  la  figure  du  globule  différé  peu 
de  la  naturelle.  Ce  qu’on  vient  de  dire  de  l’état  d’allonge- 
ment doit  aufli  s’entendre  de  celui  de  plus  grande  contrac- 
tion, dans  lequel  les  points  fe  rapprochent  pour  s’éloigner  en- 
fuite.  Mais  comme  les  vibrations  d’un  pendule  cicloydal  font 
égales  , celles  d’un  globule  le  feront  de  même  5 de  forte 
qu’il  fe  trouvera  après  des  intervalles  égaux  de  tems  dans 
l’état  moyen , entre  la  plus  grande  contraction  & le  plus 
grand  allongement  ; & les  forces  que  les  molécules  du  mi- 
lieu excercent  fur  le  globule  ne  feront  pas  les  mêmes  dans 
tes  différens  états.  Imaginons  maintenant  qu’un  globule 
arrive  à la  furface  qui  fépare  deux  milieux  hétérogènes , ôc 
qu’il  entre  dans  l’épaifleur  du  plan  dans  lequel  agit  la  force  qui 
trouble  le  mouvementées  rayons.  Si  un  certain  état  moyen  de 
contraélion  eft  fuppofé  le  plus  favorable  à la  réflexion  , celui 
de  plus  grande  dilatation  ou  de  plus  grande  contradion  étant 
celui  de  la  plus  facile  tranfmilfion , il  eft  vifible  que  notre 

!;lobuIe  rebrouflera  fon  chemin  , ou  entrera  dans  le  milieu 
élon  qu’il  fe  trouvera  dans  l’un  ou  l’autre  de  ces  états  t ’ 
j’appellerai  itats  extrêmes  ceux  de  plus  grande  dilatation  & 
de  plus  grande  contraction  , état  moyen  celui  de  contrac- 
tion moyenne.  Si  le  globule  fe  trouvant  vers  un  des  états 
extrêmes,  palfe  dans  l’épaiflcur  dont  on  vient  de  parler, 

& que  les  forces  du  milieu  en  le  détournant  de  fon  chemin  , 
plient  tellement  fon  mouvement  que  la  courbe  devienne 
parallèle  à la  furface  réfringente,  tandis  que  les  forces  rc- 
pulfives  agilTent  encore,  le  globule  rebroulfera  fon  chemin 
(en  décrivant  une  courbe  donc  la  nature  dépendra  de  la 
vîtefle  parallèle  à la  furface  réfringente,  & de  la  nature  de 
la  force  répulfivc),  & fortira  du  milieu  dans  lequel  il  étoit 
entré.  La  diftance  entre  la  furface  de  ce  milieu  & le  point 
où  la  courbe  eft  devenue  parallèle  à cette  furface  déter- 
mine un  intervalle  de  réflexion.  Si  le  globule  parvenu  k 
l’extrémité  de  cet  intervalle  avoir  perdu  toute  fa  vitclfe  par 
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Ton  mouvement  félon  une  direction  différente  de  celle 
qu'il  avoir  auparavant  En  voilà  allez  pour  le  pré- 
fent  fur  la  lumière  , dont  nous  parlerons  plus  au  long 
dans  la  Phyiïque. 

216.  Tout  le  monde  fait  que  les  divers  fels  ont  des 
formes  anguleufes  différentes,  capables  de  faire  des  im- 
prefftons  différentes  fur  les  papilles  nerveufes  de  la  lan- 
gue &r  du  palais  ; telle  eft  l'origine  des  faveurs.  Les  odeurs 
ne  viennent  que  des  vapeurs  très- légères  qui  fe  déta- 
chent du  corps  odorant  : ces  vapeurs  reçues  dans  le 
nez, qui  eft  l'organe  de  l'odorat,  font  fur  les  nerfs  ol- 
faétoires  une  certaine  impreffion  qui  fait  rétrograder  le 
fluide  nerveux  vers  le  fenforium.  Selon  que  les  vapeurs 
qui  fe  détachent  du  corps  odorant  feront  propres  à 
produire  un  mouvement  différent  dans  les  efprits 
animaux  , l’ébranlement  du  fenforium  fera  auffi  dif- 
férent , & l'ame  éprouvera  un  fentiment  agréable 
ou  défagréable  , félon  que  le  cerveau  fera  ébranlé 


rallèle  , (ce  cas  eft  infiniment  improbable  & ne  doit  jamais 
arriver,  ) le  globule  feroit  repoullé  félon  une  ligne  perpen- 
, dicuiaire  au  plan  dans  lequel  il  fe  trouve.  Si  le  globule 
fe  trouve  dans  l’état  qui  lui  permet  de  franchir  l’in- 
tervalle dans  lequel  agit-  la  force  repouffante  du  milieu.il 
paffera  au-delà  & aura  un  accès  de  facile  tranfmiflïon.  Mais 
il  eft  vifible  que  félon  la  nature  du  milieu  & l'inclinaifon 
différente , l’état  qui  fait  la  facile  réflexion  ou  la  facile  tranf- 
mifOon  , doit  fe  trouver  dans  plus  ou  moins  de  globules  j 
c’eft  pourquoi  félon  les  différentes  circonftanccs  & les 
forces  attractives  & répullîves  du  milieu  , le  rapport 
de  la  quantité  de  lumière  réfléchie  à celle  qui  eft  tranfmife  1 
fera  très-différent.  11  n’cft  pas  furprenant  que  les  rayons 
de  différentes  couleurs  ayent  des  intervalles  différens  ; car 
leurs  vîteffes  différentes  exigent  des  intervalles  différons  en- 
tre les  accès  oppofes,  & ces  accès  doivent  revenir  dans  des 
intervalles  égaux  de  rems , déterminés  par  les  durées  diffé- 
rentes des  ofcillations  des  globules  des  différentes  couleurs. 

Il  eft  encore  facile  de  concevoir  que  dans  différens  milieux 
les  globules  de  même  nature  doivent  avoir  des  intervalles 
differens  , puifque  leur  vîtefTc  change  dans  ces  milieux 
( voyez  les  numéros  j & < ) , & que  l’aéfion  des  forces  diffé- 
rentes peut  altérer  & même  changer  l’ordre  de  leurs  ofcil- 
lations. 
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d'une  certaine  maniéré  plutôt  que  d’une  autre. 

217.  Le  Ton  confifte  de  la  part  de  l’air  dans  une  efpèce 
de  trémouffement  ou  de  vibration  qui  le  rend  capable  d’é- 
branler les  nerfs  acoultiques , c’eft  à-dire  les  nerfs  par 
le  moyen  defquels  nous  entendons.  On  peut  dans  la 
théorie  dont  il  eft  ici  qneftion  , répondre  facilement  à 
une  difficulté  que  M.  Luler  propofa  il  y.  a quelques 
années  à M.  de  Mairan  qui  expliquoit  la  propa- 
gation fimultanée  des  différens  fons  par  les  divers 
genres  de  particules  élaftiques  de  l’air.  M.  Euler  lut 
objecta  que  le  grand  nombre  des  fons  différens  qui  peu- 
vent affeéfcer  nos  oreilles  & celles  des  autres  hommes 
demanderoit  une  férié  continue  de  particules  de  tout 
genre  pour  tranfporter  ces  fons , ce  qui  ne  peut  pas 
avoir  lieu  dans  la  nature  ; puifqu’autour  d’un  globe  fi- 
tué  dans  un  plan  on  ne  peut  difpofer  que  fix  autres 
globes  ( égaux  ) dans  le  même  plan.  Cette  objection  eft 
facile  à réfoudre  par  les  principes  expofés  ci-devant  : 
car  dans  la  théorie  que  nous  développons  , les  molécules 
aériennes  n’agiffent  pas  les  unes  fur  les  autres  par  un 
contaâ  immédiat , mais  dans  une  certaine  diftance  qui 
peut  être  plus  grande  que  le  diamètre  de  ces  particules. 
C’eft  pourquoi  puifque  certains  globules  peuvent  dans 
les  memes  diftances  être  inertes  relativement  à certains 
autres  , tandis  qu’ils  exercent  une  aétion  confidérable 
fur  d’autre£  ; il  eft  évident  que  les  molécules  aériennes 
de  différens  genres  peuvent  être  tellement  mêlées  que 
les  unes  foienr  mifes  en  mouvement , tandis  que  leurs 
Yoifines  font  en  repos.  Bien  plus  quand  on  fuppoferoit 
que  les  molécules  voifines  font  auffi  mifes  en  mouve- 
ment , les  unes  doivent  avoir  des  mouvemens  confor- 
mes à caufe  de  la  diftribution  femblable  des  points  qui 
les  compofent  qui  leur  permet  de  faire  des  ofcilla- 
tions  ifochrones  ; mais  les  vibrations  des  globules  dif- 
férens fe  troublent  mutuellement , tandis  que  celles  des 
molécules  femblables  font  entretenues  ( après  la  pre- 
mière aétion  ) par  les  mouvemens  conformes  & fem- 
blables des  autres  , comme  nous  voyons  que  cela*  arrive 
dans  les  cordes  confonantes  des  inftrumens  , dans  lef- 
quels  l’une  étant  frappée  les  autres  deviennent  fonores. 

Ne  peut-on  pas  expliquer  par  les  mêmes  principes, 
pourquoi  une  corde  ae  violon  & une  flûte  qui  rendent 
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le  même  ton , ne  nous  affeâent  cependant  pas  egalement  ? 
Les  molécules  de  la  flûte  & de  la  corde  de  violon  étant 
différentes , ne  peuvent-elles  pas  agir  d'une  maniéré  diffé- 
rente fur  les  mêmes  molécules  de  l’air , & communiquer 
à leurs  particules  un  mouvement  de  vibration  différent  ; 
leurs  forces  répulfives  fe  réunifiant  (fi  l'on  peut  parler 
ainfi  ) fur  des  points  différens  dans  ces  molécules  aérien- 
nes ? ou  bien  cela  ne  viendroit-il  pas  de  ce  que  les 
fibres  de  différens  inftrumens  capables  de  rendre  le  meme 
ton,  font  tellement  différentes,  qu’elles  agiffent  fur  des 
molécules  d’air  différentes , qui  font  entendre  des  fons 
différens , quoique  également  graves  ou  égal  ment  aigus? 
Nous  invitons  les  Phvficiens  à s’exercer  fur  ce  phéno- 
mène , dont  perfonne  n’a  encore  entrepris  de  rendre 
raifon.  Quand  à ce  qui  regarde  les  fentimens  agréa- 
bles que  les  accords  peuvent  exciter  dans  notre  ame , nous 
en  avons  parlé  ailleurs  Nous  nous  contenterons  d'ajou- 
ter ici  que  l'ordre  & le  rapport  qu’on  obferve  entre  les 
mouvemens  des  fils  de  trois  pendules  dont  les  lon- 
gueurs font  comme  16  , 9 , 4 ( fig  ïjç  ) , fitués  afkz  près 
Tes  uns  dés  autres  , &r  dont  les  vibrations  commencent 
en  même-tems,  caufent  un  fentiment  agréable  , ainfi 
que  les  accords  formés  par  les  fons  qui  dans  le  même- 
tems  rendent  des  vibrations  dont  les  nombres  font 
comme  4 , ? , 2 > de  forte  qu’il  y a une  efpece  d’ana- 
logie entre  l’organe  de  l’ouie  & celui  de  la  'vue. 

218.  Nous  avons  dit  plus  haut  que  la  caufe  de  la  cha- 
leur, confilf  oit  dans  une  efpèce  de  fermentation  de  la 
lumière  avec  la  matière  fulphureufe  ; le  froid  confiftera 
donc,  ou  dans  le  défaut  de  cette  fubftance  , ou  dans  le 
défaut  de  mouvement  du  fluide  igné  ou  lumineux.  Il 
peut  auffi  fe  faire  qu’il  exifte  des  molécules  nitreufes  , 
ou  à peu-près  de  la  même  nature  . qui  par  leurs  forces 
attrawives  enchaînent  pour  ainfi  dire  les  particules  dont 
la  fermentation  produiroit  la  chaleur , & parce  que  le 
fluide  igné  eft  très-élaftique  , qu’il  cherche  à fe  mettre 
en  équilibre  en  fe  répandant  dans  les  lieux  où  il  eft 
moins  abondant , un  corps  très  - chaud  peut  facilement 
être  réfroidi  par  le  féjour  que  fait  auprès  de  lui  un 
autre  corps  froid  : le  fluide  lucide  qui  fermentoit 
dans  le  premier  , fe  répandant  en  grande  partie  dans  le 
fécond.  Si  un  violent  tourbillon  qui  entraînel’air  vers 

le 
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le  ciel  paff*e  auprès  d’une  maifon  fermée  ; l’air  intérieur 
par  fa  force  expanfive  brife  les  portes  & les  fenêtres 
& renverfe  tout  poiir  aller  occuper  i l’efpace  de  celui 
que  le  tourbillon  a enlevé , afin  de  rétablir  l'équilibre  ; 
de  même  le  fluide  igné  abandonne  les  corps  dans  lef- 

auels  ils  fe  trouve  en  grande  quantité  pour  entrer 
ans  les  corps  voifins  qui  en  manquent  & fe  mettre  en 
équilibre.  On  ne  doit  pas  s’imaginer  cependant  que 
le  feu  fe  répand  également  dans  tous  les  corps  ; car 
félon  leur  différente  force  attraélive  les  uns  peuvent 
retenir  & attirer  une  plus  grande  quantité  de  ce  fluide 
que  les  autres  : aufli  voyons-nous  que  les  corps  denfes 
comme  le  mercure  & le  fer  refroidiflént  plus  nos  mains 
& en  moins  de  rems  que  le  bois , ce  qui  vient  fans 
doute  de  leur  plus  grande  force  attra&ive  qui  nous 
enleve  le  fluide  igné  II  peut  fe  faire  aufli  que  certaines 
fubftances  repouflent  le  feu  dans  fon  état  naturel  .quoi- 
qu’elles l’attirent  lorfqu’il  fe  trouve  mêlé  avec  d’autres 
matières.  Ainfi  rien  n’empêche  de  dire  que  l’air  re- 
poufleroit  la  matière  ignée  ; mais  qu’à  caufe  des  par- 
ticules hétérogènes  qu’il  contient , parmi  lefquelles  fe 
trouve  fur-tout  leau  réduite  en  vapeurs , il  en  enlève  une 
petite  quantité.  C’eft  pourquoi  lorfque  les  molécules  qui 
voltigent  dans  l’air  , &:  qui  peuvent  attirer  ou  fixer  cette 
fubltance , s'approcheront  des  autres  comme  de  celles  de 
l’eau, il  pourra  arriver  des  concrétions  & des  congé- 
lations fubites:  ce  qui  rend  raifon  des  neiges  & de  la 
grêle.  Ht  parce  que  les  corps  n’ont  pas  tous  les  mêmes 
forces  pour  attirer  , ou  retenir  le  feu,  ou  pour  agir  fur 
lui , il  eft  vifible  que  la  diminution  ou  l’augmentation 
de  la  chaleur  ne  doit  pas  être  la  même  dans  tous  les 
corps , ni  fuivre  exaélement  la  raifon  de  leur  denfité. 

219.  On  peut  tirer  des  mêmes  principes  l’explication 
des  phénomènes  éleélriques.  Par  la  théorie  de  l’ingénieux 
Franklin , confirmée  par  le  fa vant  Beccaria  , il  paroît  qu’il 
y a dans  la  nature  un  fluide  éleftrique  qui  peut  facilement 
fe  mouvoir  fur  la  furface  & dans  l’intérieur  de  certains 
corps  ( qu’on  appelle  corps  éltilriques  par  communication  ) 
tandis  que  les  corps  qu’on  nomme  é/edriques  par  eux-mêmes 
ou  idioêleiïriques  empêchent  fon  mouvement  quoiqu’ils 
ayent  ( du  moins  plufieurs  ) une  grande  quantité  de  ce 
fluide  qu’ils  retiennent  par  leur  force  attraélivc , 8e 
Tome  V.  S s 
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qu’ils  biffent  échapper  quand  on  les  frotte , ou  que  leurs 
parties  internes  acquièrent  un  certain  mouvement  d’of- 
cillation.  Dans  les  corps  non  électriques  par  eux-mê- 
mes le  fluide  dont  nous  venons  de  parler  fe  met  en 
équilibre  , quitte  celui  qui  en  contient  une  plus  grande 
quantité , pour  fe  répandre  dans  les  lieux  circonvoifins 
jufqu’à  faturicé  ; mais  à caufe  de  leurs  forces  attracti- 
ves Se  répulfives  différentes , de  la  difpofition  de  leurs 
parties  8e  de  leur  denfiré , la  quantité  néceflaire  pour  la 
faturation  n’eft  pas  la  même  pour  tous.  Auffi-tôt  qu’on 
approche  à une  certaine  diffance  deux  de  ces  corps  dont 
l’un  a une  plus  grande  quantité  refpeCtive  de  fluide  , 
ou  dont  l’un  eft  éleCtrique  par  excès  Se  l’autre  par  dé- 
faut, les  atmofphères  électriques  qui  les  environnent  8c 
dont  la  force  attraCtive  empêchoit  la  diflïpation,  ne 
gardent  plus  leur  équilibre  ; mais  le  fluide  coule  du  corps 
éleétrique  par  excès  vers  celui  qui  eft  éleCtrique  par 
défaut  jufqu’à  ce  qu’il  y ait  une  faturation  refpeCtive 
égale.  Mais  on  fent  bien  cependant  que  le  fluide  élec- 
trique de  ce  dernier  peut  aufli  être  mis  en  mouvement  de 
maniéré  qu’une  partie  tende  vers  le  premier  pour  rem- 
plir , iï  l’on  peut  parler  ainfi , une  partie  de  l’efpace 
que  celui-ci  vient  d'abandonner  ; de  maniéré  qu’il  doit 
y avoir  des  mouvemens  fimultanés  oppofés  jufqu’à  ce 
qu°  l’équilibre  foit  entièrement  établi. 

Dans  ces  écoulemens  , les  corps , s’ils  font  légers,  ou 
quelquefois  s’ils  font  librement  fufpendus,  s’approchent 
les  uns  des  autres  , & fi  le  mouvement  8e  la  quantité  de 
fluide  condenfé  eft  confidérable , on  verra  des  étin- 
celles, &c  des  exploitons.  Les  nuages  peuvent  devenir 
fortement  éleCtriques,  les  uns  par  excès,  les  autres  par 
défaut,  8e  les  torrents  éleCtriques  fortant-des  uns  pour 
entrer  dans  les  autres  peuvent  produire  les  éclairs,  la 
foudre  8e  le  ronnerre.  Il  eft  vifible  que  lorfqu'il  n’y  a 
po;nt  d’obftacle  fuffifant  , les  corps  dont  les  parties 
attirent  quoiqu’inégalement  le  fluide  éleCtrique  .doivent 
s’approcher  les  uns  des  autres.  L’air  humide  enlevant 
continuellement  le  fluide  éleCtrique  qu’un  globe  de  verre 
frotté  fournit  à un  conducteur  métallique , doit  nuire  aux 
phénomènes  électriques , comme  l’expérience  l’apprend. 
Mais  l’expérience  de  Leyde  eft  plus  difficile  à ex- 
pliquer i il  paroic  néanmoins  que  la  matière  éleCtrique 
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qui  fe  condenfe  dans  une  bouteille  à demi  remplie  d^eau  , 
peut  traverfer  en  partie  cette  bouteille  fi  elle  eit  mince  , &c 
que  la  force  expanfive  du  fluide  électrique  foit  aidée  par 
1-attradion  d’un  corps  non  éledrique  appliqué  à la  fur- 
face  intérieure  du  verie  , alors  la  nouvelle  matière 
affluente  attirée  de  proche  en  proche  par  celle  qui  a 
traverfé  le  verre  & par  le  corps  non  éledrique  fe  con- 
denfe  de  plus  en  plus  dans  la  ' bouteille  , l'attraction 
l’emportant  fur  la  répullion  ; & lorfqu’on  établit  une 
communication  libre  entre  les  deux  furfaces  du  verre 

I)?.r  le  moyen  des  corps  éledriques  par  communication, 
e fluide  éledrique  coule  rapidement  de  la  furface  inté- 
rieure du  verre  a l’extérieure  : ce  qui  pafoît  confirmer 
cette  explication  ( qui  peut  également  s'appliquer  aux: 
phénomènes  du  cadre  de  Franklin  ) c’eilque  l’expérience 
de  Leyde  manque  lorfque  le  verre  elt  trop  épais. 

A l’égard  de  la  différence  entre  la  matière  ignée  &r  le 
fluide  éledrique  , elle  paroit  confilter  principalement  en 
ce  que  celle-ci  elt  moins  propre  à fermenter  foit  par  la 
collifion,  foit  par  fon  mélange  avtfc  lesfubftances  iul- 
phureufes  (*). 


( * ) Les  phénomènes  de  l’aimant  fcmblent  plus  difficiles 
a expliquer,  cepeniant  il  paroît  qu’on  peut  les  réduire  à 
l’attradion  de  certaines  fubftancc'  entr’elles;  car  la  diredion. 
& l'inclinaifon  peuvent  s’expliquer  par  la  feule  attradion. 
Nous  obfervons  que  l'aiguille  aimantée  s’incline  auprès  des 
mines  de  fer.  S’il  y avait  vers  les  deux  pôles  des  grands 
airnans  à quelques  difdances  les  uns  des  autres,  des  grandes1 
quantités  de  fer,  il  cft  vifible  que  toutes  les  aiguilles  aiman- 
tées fe  dirigeroient  vers  les  pôles;  mais  avec  quelque  dévia- 
tion vers  les  autres  lieux  de  la  terre,  dans  lcfquels  fe  trou- 
■ veroient  des  maffés  de  fer  ou  d’aimant  dont  l’adion  feroic 
allez  forte  pour  produire  un  effet  fenfiblc,  & plus  ou  moins 
félon  les  diftances:  & parce  que  les  mines  fe  forment,  s'al- 
tèrent ou  fe  détruifent  continuellement,  il  y aura  des  varia- 
tions plus  ou  moins  irrégulières,  félon  que  les  changemens 
s’opéreront  avec  plus  ou  moins  de  régularité  Différcns 
phénomènes  Tont  voir  que  la  force  attractive  des  aiinan9 
naturels  ou  artificiels  dépend  de  la  difpofition  & de  l'ar-- 
angement  des  parties.  A l’égard  des  pôles  attradifs  d'uu 
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Zîq.  La  terre  , félon  les  Anciens,  eft  un  corps  foflile , 
fimpie , friable  , dur , que  l'on  ne  peut  volatilifer  , & 
qui  n’ell  diffoluble  ni  dans  l’eau,  ni  dans  l’air,  ni  dans 
l’huile  , ni  dans  l'alcool.  On  doit  dittinguer  principa- 
lement deux  efpèces  de  terre  , l’une  ltérile  , l’autre  fer- 
tile : la  fécondé  contient  une  matière  onélueufe , dif- 
foluble  dans  l’eau  ; la  première  ne  renferme  rien  de 
femblable.  Le  fumier,  les  limons,  les  végétaux  pourris 
rendent  la  terre  fertile  ; parce  que  ces  fubllances  con- 
tiennent beaucoup  de  cette  terre  on&ueufe , qui  pa- 


côté  & répulfifs  de  l’autre , on  peut  imaginer  que  cela  ne 
vient  que  de  ce  que  les  forces  attraélives  de  l’un-  font  plus 
grandes  que  celles  de  l'autre.  Ainfi  en  fuppofant  un  aimant 
M N fufpendu  en  t ( fig.  i jo) , fi  les  forces  attraélives  de  la 
partie  C M fe  réunifient  en  C , celles  de  la  partie  Tm  de 
l’autre  aimant  en  D , & qu’on  fuppofe  pour  les  raifons  que 
nous  allons  développer,  que  les  forces  D & les  forces  C 
confpircnt,  tandis  que  les  forces  P de  la  partie  t N & les 
forces  F de  la  partie  Tn  de  l’autre  aimant  agiffent  pour  ap- 
procher les  pôles  N & n ; fi  ces  dernières  forces  font  plus 
grandes  que  les  premières,  l’aimant  fufpendu  tournera  au- 
tour du  point  r,  les  pôles  N & n s’approcheront,  tandis  que 
les  pôles  M & n paroîtront  fe  fuir.  La  raifon  pour  laquelle 
les  forces  qui  tendent  à unir  les  points  F & P,  peuvent  être 
plus  grandes  que  celles  qui  agiffent  fur  les  points  D & C 
peut  venir  de  la  difpofition  , des  diftauces  & de  l’arrangc- 
\.T  ment  des  particules.  La  diftance  à laquelle  ces  forces  agif- 
fent  fait  une  difficulté  plus  grande  ; mais  peut-être  y a-t-il 
une  loi  différente  & qui  s’étend  à des  plus  grandes  diftan- 
ces  à l’égard  du  fer  & de  l’aimant  & des  matières  dont 
les  molécules  ont  une  difpofition  analogue  à celle  de  ces 
fubllances,  à moins  qu’on  n’admette  une  efpece  de  fluide 
particulier  qui  par  fes  forces  pourroit  agir  fur  des  mafies 
éloignées,  quoiqu’un  tel  fluide  ait  jufqu’ici  échappé  aux  yeux 
des  obfervateurs.  Je  ne  donne  tout  ceci  que  comme  une  con- 
jeélure  fur  laquelle  on  ne  doit  pas  faire  grand  fonds  ; mais 
je  pourrai  reprendre  cette  matière  qui  demande  une  longue 
difeuffion,  dans  un  Ouvrage  de  Phyfique  que  jemepropofe 
de  publier  dans  peu  de  tems. 
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mît  être  compofée  d’eau  , de  fel  & d’une  matière  parti- 
culière onélueufe. 

Z21.  Les  pierres  croifient  & fe  forment  continuelle- 
ment dans  la  terre  : car  les  carrières  une  fois  épuifées , 
fe  remplirent  de  nouveau  après  un  long  intervalle  de 
temps;  & l’Hiftoire  de  l’Académie,  année  1738,  fait 
mention  des  carrières  de  pierres  à fufil  qu’on  trouve 

{très  de  Saint- Aignan  dans  le  Berry  , dont  on  tire  depuis 
ong-temps  une  li  grande  quantité  : lorfqu’une  ell  vuide 
on  la  ferme  , & quelques  années  après  on  y trouve  des 
pierres  à fufil  comme  auparavant  : ainli  les  carrières  épui- 
fées fe  rempliflent  de  nouveau  , & leur  fécondité  ne 
peut  être  révoquée  en  doute.  La  formation  deS  pierres 
eft  due  à une  efpece  de  fuc  pierreux  ; car  on  obferve 
fréquemment  que  des  morceaux  de  bois,  des  os  & des 
plantes  fe  changent  en  pierres  ; ce  qui  femble  exiger 
que  les  parties  de  ces  corps  foient  réduites  en  chaux  , 
défunies  & emportées  par  un  fuc  pierreux  qui  tranf- 
porte  une  nouvelle  matière.  On  trouve  fouvent  dans  les 
cailloux  les  plus  durs,  des  pierres  précieufes  & des  os. 
On  a trouvé  à Rome  dans  une  ftatue  de  marbre  quatre 
inftrumens  de  fer  confidérables  , dont  les  Anciens  fe 
fervoient  pour  tirer  les  pierres.  Ces  outils  ayant  été 
abandonnés  dans  les  carrières , le  fuc  pierreux  les  avoit 
peu-à-pett  incrullés 

111.  Tournefort  apenféqueles  pierres  & les  mé- 
taux viennent , à la  maniéré  des  plantes , de  femences  ou 
petits  œufs  ; mais  cette  opinion  paroîtpeu  probable,  & 
il  ell  facile  de  concevoir  la  formation  des  pierres  par 
ie  moyen  d’un  fuc  particulier,  fans  admettre  aucune  fe- 
mence  : car  les  mollécules  acqueufes  contenues  dans  ce 
fuc  pierreux  , venant  à s’évaporer  infenfiblement  , les 
parties  falines  & terreftres  s’approchent  de  plus  près  , & 
acquiérent  une  plus  grande  adhérence.  Ne  voit-on  pas 
tous  les  jours  que  par  la  feule  évaporation  de  l’eau  ta- 
lée , les  fels  fe  forment  en  cryftaux  ? L’origine  du  cryflal 
dans  les  cavernes  fouterraines  paroît  être  la  même.  Mus 
l’humidité  s’évapore  lentement  & plus  elle  contient  de 
ces  petites  lames  dont  font  compofés  le-  cryftaux  , plus 
la  pierre  eft  tranfparente  & folide.  Les  écailles  dont  font 
environnés  les  corps  de  certains  animaux  ont  pne  fem- 
blable  origine.  S s ) 
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Le  caillou  tient  le  milieu  entre  les  pierres  opaques 
& les  tranfparentcs  > & fi  les  pierres  une  fois  formées» 
font  de  nouveau  pétrifiées , fi  l’on  peut  s'exprimer  ainfi  , 
elles  fe  changent  en  cailloux  : auflî  trouve -t- on  des 
pierres  qui  ne  font  cailloux  que  d’un  côté  ; op  trouve 
encore  des  cailloux  dont  les  novaux  ne  font  pas  bien 
folides.  De  la  même  maniéré  toutes  les  terres  compac- 
tes peuvent  fe  changer  en  pierres. 

Certaines  pierres  figurées  ont  la  forme  de  certains 
os,  de  certaines  plantes,  de  certains  coquillages. 

Les  turquoifes  ont  une  couJeur  bleue,  leur  dureté  eft 
à peine  égale  à celle  du  cryftal  ; elles  tirent  leur  origine 
des  os  des  animaux  remplis  d’un  fuc  pierreux,  Se  elles 
acquiérent  cette  belle  couleur  par  l’aétion  du  feu  : en 
effet , quant  on  les  tire  de  la  terre  elles  n'ont  pas  cette 
couleur  , feulement  on  obferve  comme  des  veines  obf- 
cures  d’où  la  couleur  , par  l'a&ion  du  feu  auquel  on 
expofe  ces  pierres  , fe  répand  dans  toute  la  malfe. 
C’eft  la  raifon  pourquoi  les  turquoifes  dans  lefquellcs 
ces  fortes  de  veines  font  fort  rares , n’acquiérent  qu’une 
couleur  très-foible. 

Le  diamant  eft  la  plus  belle  & la  plus  chère  des 
pierres  précieufes  ; il  y en  a de  différentes  couleurs  , 
les  blancs  font  les  plus  communs.  Si  on  l’enferme  dans 
un  vafe  de  porce'aire  non-cube  , & qu’on  l’expofe  à 
un  grand  feu,  il  s’évapore  , dit-on  , fans  laiffer  aucun 
rélidu  & fans  feories. 

Le  bezoard  eft  une  efpèce  de  pierre  qui  s’engendre 
dans  le  corps  de  certains  animaux  , principalement  dans 
J’ellomac  d’une  efpèce  de  chèvre  fauvage  , qui  fe  nourrit 
d herbes  aromatiques.  Il  eft  rompofé  de  plufieurs  lames 
d’une  couleur  verdâtre  , que  la  chaleur  peut  féparer  les 
unes  des  autres  ; mais  le  noyau  eft  dur  , & renferme 
fouvent  des  pailles  , des  poils,  des  cailloux,  &c. 

Le  calcul  de  la  veflie  tire  fon  origine  d’une  inflam- 
mation des  reins  , qui  fe  termine  par  la  fuppuration 
lorfqu'elle  n’eft  pas  bien  traitée,  ou  que  le  mal  eft  plus 
fort  que  les  remedes.  Alors  le  pus  qui  fe  trouve  dans 
les  mammelons  que  forment  les  dernieres  divifions  des 
artères  avec  les  conduits  de  l’urine  , enveloppe  les  par- 
ties graffes , falines,  terreufes  de  l’urine  , & forme  des 
grains  que  l’urine  en  paflant  entraine  fouvent  avec  elle  t 
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parvenus  dans  le  veffie,  s'ils  n’en  font  bientôt  expuifés, 
ils  fervent  de  bafe  aux  calculs.  Les  parties  graffes,  ter- 
reftres  , falines  s’attachent  à leur  lurface  & fe  dur- 
ciffent  infenfiblement.  Cette  incruftation  fucceflîve 
forme  de  petites  lames,  produit  les  pierres  delà  veffie, 
qu’il  eft  fort  difficile  de  diffoudre  par  les  médicamens, 
& très-dangereux  d’extraire  par  une  opération. 

Le  corail  paroît  n’ètre  autre  chofe  qu’une  efpèce  de 
ruche  où  fe  logent  des  infeéèes  marins.  Quelques  Au-» 
teurs  en  font  une  plante.  L’aimant  eft  un  efpèce  de  mi- 
néral qui  approche  beaucoup  de  la  nature  du  fer  j mais 
fa  nature  n’eft  pas  auffi  connue  qu’on  le  défireroit. 

22 3.  Outre  les  pierres  , notre  globe  renferme  encore 
différentes  fubftances  métalliques.  Les  métaux  font  des 
corps  d’une  nature  particulière  ; leur  gravité  fpécifique 
eft  plus  grande  que  celle  d’autres  corps  j on  peut  les 
fondre  par  le  moyen  d’un  feu  plus  ou  moins  violent  j ils 
different  beaucoup  entr’eux  par  la  duétilité , la  dureté  , 
la  couleur  & le  poids.  La  table  fuivanre  repréfente  la 
gravité  fpécifique  des  fept  métaux  connus  des  Anciens. 

A ces  métaux  on  doit  joindre  - 
la  platine  ou  l’or  blanc,  ce  mé- 
tal qu’on  trouve  dans  l’Amérique 
Efpagnole  eft  fort  dur  ; fa  gra- 
vité fpécifique  eft  à peu-près  la 
même  que  celle  de  l’or. 

La  fluidité  du  mercure  ne  vient 
que  delà  grande  quantité  de  fluide 
igné  qu’il  contient  ; car  les  Académiciens  de  Pétersbourg 
ont  remarqué  en  1750  qu’un  grand  froid  peut  le  rendre 
folide  & malléable.  11  eft  donc  certain  que  l’argent  vif, 
ainfi  que  les  autres  métaux  , eft  fluide  ou  folide  félon  la 
plus  ou  moins  grande  quantité  de  feu  qu’il  renferme. 

Il  paroît  que  l'origine  des  métaux  elt  femblable  à 
celle  des  pierres , c'eft-à  dire  qu'il  exifte  dans'  les  en- 
trailles de  la  terre  une  efpece  de  fuc  métallique,  qui, 
en  fe  filtrant  à travers  les  veines  des  pierres  , forme 
les  métaux  parfaits  6e  imparfaits.  On  trouve  fouvent 
des  particules  métalliques  dans  les  ptantes,  elles  y ont 
cté  tranfportées  avec  le  fuc  nourricier.  On  trouve 
même  des  infeétes  renfermés  dans  les  minéraux , preuve 
certaine  que  ces  matières  ont  été  autrefois  molles  & 
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fluides  L’on  peut  difldudre  les  matières  métalliques 
& les  rendre  volatiles:  pourquoi  donc  n’y  auroit-il 
pas  dans  la  terre  un  fuc  qui  contienne  des  corpufcules 
propres  à fe  réunir  & à former  les  métaux  ? 

Les  Alchimilles  fe  vantent  de  fçavoir  faire  l’or  & 
l’argent  ; mais  bien  loin  que  les  chercheurs  d’or  jouif- 
fent  d’une  grande  fortune  , la  plupart  périflent  dans 
la  mifere  } & fl  jamais  l’Art  a paru  faire  de  l’or  , cer- 
tainement l’Artiile  avoit  renfermé  des  petits  morceaux 
d’or  ou  de  la  poudre  de  ce  métal  dans  les  foufflets,  dans 
les  charbons  ou  dans  la  fpatule  dont  il  fe  fervoit  pour 
remuer  la  matière  contenue  dans  le  creufet. 

214.  Mais  qu’ett  - ce  que  la  matière  ? Dans  la  théorie 
dont  il  s’agit  ici  les  corps  font  compofés  d’un  nom- 
bre fini  de  points  homogènes  inétendus  que  les  for- 
ces répulfives  tiennent  éloignés  les  uns  des  autres  tandis 
que  les  forces  attractives  les  empêchent  de  fe  diifiper. 
S’il  étoit  un  monde  dont  les  points  fuflent  fournis  à une 
loi  différente  de  forces  , de  maniéré  que  fes  molécules 
n’euflcnt  aucune  aCtion  fur  celles  de  notre  Univers  & ré- 
ciproquement , ce  monde  quoiqu’exiftant  au  milieu  du 
nôtre  n’auroit  aucun  commerce  avec  lui , nous  n’en 
aurions  aucune  connoiflance  , nous  pourrions  palfer 
fans  réfiftance  à travers  les  corps  de  ce  monde  ; & les 
animaux  , s’il  y en  avoit  , palferoient  à travers  de 
notre  corps  fans  que  nous  puilflons  nous  en  apperce- 
voir.  Mais  quoique  l’homme  puiffe  connoître  quelques 
propriétés  des\  fubllances  corporelles,  nous  ne  devons 
pas  nous  flatter  de  parvenir  a la  connoiflance  parfaite 
de  l’intérieur  des  corps , de  la  figure  de  leurs  molé- 
cules & de  la  nature  des  fubftances.  Le  grand  Archi- 
tecte de  l’univers , en  créant  la  matière  & la  fémant 
pour  ainfi  dire  , dans  l’efpace , a vu  feul  toutes  les  com- 
ninaifons  & la  courbe  que  chacun  de  fes  points  dcvoit 
décrire  (*).  Car  tous  les  corps  font  dans  un  mouvement 


(*)  T.cs  Géomètres  de  ce  fieele  ont  fait  les  plus  grands  efforts 
pour  réfoudre  lç  fameux  problème  de  trois  corps,  ou  pour 
trouver  la  nature  de  l’orbite  de  la  lune , fans  pouvoir  Ce  flatter 
de  l'avoir  déterminée  d'une  manière  rigoureufe.  Que  ferou- 
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continuel,  la  «erre  , les  planètes,  les  comètes,  &c.  ; 
les  diftances  des  points  8c  les  forces  qui  les  pouffent 
changent  continuellement , ils  fe  meuvent  dans  des  cour- 
bes compliquées  dont  l’éternel  Géomètre  connoît  feul 
la  nature.  Et  parce  que  le  nombre  de  ces  points  in- 
étendus eft  borné  & que  l’efpace  eft  étendu  , il  eft  in- 
finiment probable  8c  par  conféquent  certain  , ( car  une 
probabilité  infinie  doit  être  regardée  comme  une  cer- 
titude , ) qu’aucun  point  de  matière  n'occupera  jamais 
deux  inftans  de  fuite  le  même  point  de  l’efpace  , n’y 
reviendra  jamais  après  l’avoir  une  fois  quitté  , & ne  fe 
trouvera  même  jamais  dans  le  lieu  dans  lequel  s'cll 


ce,  s’ils  vouloicnt  réfoudre  le  problème  dans  lequel  on  de- 
manderoit  de  trouver  la  courbe  que  décrit  une  planète  ani- 
mée d'une  force  de  projection,  tandis  qu’elle  eft  attirée  eu 
même  tems  par  toutes  les  autres  planètes  & les  comètes.  La 
parfaite  connoiffancc  des  mouvemens  de  la  lune  eft  fi  cachée, 
& fi  embrouillée  de  difficultés  ( ainfi  que  l’avoue  M.  Euler 
dans  ce  fameux  ouvrage  , intitulé  : Theoria  motuum  lun « 
nova  methodo  pcrtraclata  una  cum  tabulis  aflronomices  unde 
ad  quodvis  ttmpus  loca  lune.  expedite  compucari  pojfunt , 
&c.  P etropoli  177»)  qu’elle  paroît  furpaffer  les  forces  de 
l'efprit  humain.  En  effet , fi  l’on  veut  calculer  les  mouve- 
mens des  planètes  avec  exactitude  Sc  trouver  la  courbe  vé- 
ritable qu’elles  décrivent , il  n’eft  plus  permis  de  les  fuppofer 
fphériques , puifque  la  lune  s’éloigne  aflez  de  cette  figure, 
& qu’il  ell  hors  de  doute  que  les  autres  corps  céleftes  ne 
four  pas  non  plus  des  globes  parfaits.  On  ne  peut  donc  pas 
fuppofer  que  l’aitraétinn  fuit  la  raifon  renverfée  du  quarré 
des  diftances , entre  leurs  centres  , quand  même  cette  loi 
exifteroit  pour  les  corps  fphériques.  Ajoutons  à cela  que  la 
lune  eft  attirée  par  les  autres  planètes,  fur-tout  par  Vénus 
& Jupiter;  bien  plus,  il  peut  arriver  qu’une  comète  pro- 
duife  dans  cet  aftre  des  troubles  affez  confidérables , qu’on 
ne  peut  ni  prévoir  ni  calculer.  Il  ne  faut  donc  pas  fe  flatter 
que  les  Géomètres  connoîtront  un  jour  la  vraie  & exaéVe 
théorie  de  la  lune  : ce  problème,  comme  bien  d'autres  , ne 
fera  jamais  , félon  toutes  les  apparences  , complètement 
'réfol  u. 
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trouvé  un  autre  point  de  matière.  Quelle  fagefle  ne 
faut  il  pas  pour  dillribuer  les  points  de  maniéré  qu'il 
en  réfuite  des  molécules  de  tant  de  genres  propres  à 
former  tous  les  corps  naturels  ( * ) ; pour  réfoudre 
ces  problèmes  li  élevés  qui  ont  rapport  au  nombre 
infini  de  combinaifons  poflibies  , & pour  choifir  cel- 
les qui  étoient  propres  à repréfenter  cette  forte 
de  phénomènes  que  nous  admirons  dans  l'univers. 
Quelle  étoit  ta  folie  grand  Defcartes  lorfque  tu  difois: 
Donnez-moi  de  la  mature  if  du  mouvement  & je  ferai  un. 
monde ; Si  ta  demande  t'eût  été(  accordée,  nous  aurions 
vu,  je  penfe , un  monde  bien  ridicule.  Comment  aurois- 
tu  difpofé  la  lumière  pour  que  fes  rayons  ne  fe  troubiaf- 
fent  point  dans  leurs  mouvemens  ; pour  qu’ils  enflent 
différentes  refrangibilités  & ditférens  accès  de  réflexion 
& de  réfraélion  fuivant  les  couleurs  différentes , pour 

Îu’ils  produilîffent  la  chaleur  & les  fermentationsignées  ? 

)’autre  côté  quel  arrangement  aurois-tu  donné  aux  mo- 
lécules des  corps , de  quelle  épaifleur  aurois-tu  fait  leurs 
lames  propres  à réfléchir  certaines  couleurs , à trans- 
mettre ou  à abforber  les  autres  ? Connoiflois-tu  la  nature 
de$  humeurs  & la  difpofition  des  parties  de  l’œil  pro- 
pre à recevoir  l’image  des  objets,  à tranfmettre  l’impref- 
lion  au  fenforium  (**)  ? Connoiflois-tu  la  nature  de  l’air, 

\ 


(*)  Si  quelqu’un  refufoit  d’admettre  ce  fyflême  ( que  le  cé- 
lèbre Bofcovich , qui  en  cft  l'inventeur , a développé  dans  ce  fa- 
meux livre  qui  a pour  titre  : Theoria  P hilofophie  Naturalis  re- 
dacla  ad unicam  legem  virium  in  natura  exijlentium),  & que  nous 
donnons  pour  ce  qu’il  eft  , c’eft-à-dire  comme  une  hypotbefe 
phyfique  & non  comme  une  vérité  de  Géométrie,  uniquement 
parce  qu’on  y fuppofe  les  premiers  élémens  des  corps  inéten- 
dus, il  pourroit  en  confervant  tout  le  refte  , admettre  dans 
ces  élémens  une  étendue  très  7 petite  , & la  meme  loi  des 
forces  par  lefquclles  nous  les  faifons  agir  les  uns  fur  les  autres. 

(**)  Je  fuppofe  aulTi  que  Dieu  eût  fourni  à Defcartes  les 
âmes  qu’il  auroit  demandées  pour  animer  les  corps  humains 
qu’il  auroit  formés  avec  la  matière  & le  mouvement  ; mais  en 
vérité  ces  corps  (fi  cependant  on  peut  dire  qu’ri  en  auroit 
formé  ) auroient  été  bien  mal  conftruits  & bien  mal  organifés. 


Digitized  by  Google 


PROBLEMES  PhYSICO  - M ATHE'MAT.  6^1 


ce  fluide  dans  lequel  nous  nous  mouvons  , par  lequel 
nous  entendons,  qui  entretient  notre  vie  parla  refpi- 
ration  , conferve  la  chaleur  diurne  pendant  la  nuiç , pro- 
duit les  vents  pour  la  navigation , enlève  les  vapeurs 
d'où  fe  forment  les  pluyes  & les  neiges  qui  fertilifent 
nos  campagnes  ? Que  dirai-je  de  la  gravité  qui  retient 
les  planètes  & les  comètes  dans  leurs  orbites  » la  mer 
dans  fes  limites , fait  couler  les  fleuves , tomber  les 
neiges  & les  pluies , donne  aux  pendules  ces  motive- 
mcns  uniformes  qui  fervent  à mefurer  le  tems  ? Si  elle 
venoit  à ceffcr  tout-à-coup,  où  irions -nous?  L’air  fe 
difliperoit  par  fon  élafticité , la  moindre  impulfion , le 
moindre  vent  luffiroit  pour  détacher  un  homme  de  la 
terre  & lui  communiquer  un  mouvement  qui  le  faifanc 
errer  dans  l’efpace  immenfe  , le  fépareroit  du  commerce 
des  autres  hommes.  Quelle  géométrie  n’a-t  il  pas  fallu 
pour  trouver  les  combinaifons  propres  à former , à 
nourrir  & à développer  les  corps  organifés  des 
hommes  & des  animaux,  les  arbres,  les  fleurs,  les 
plantes  différentes  ? Mais  que  font  ces  chofes  en  les 
comparant  à celles  dont  nous  n’avons  pas  la  moindre 
idée , & defquelles  nous  ignorons  même  fi  nous  les 
ignorons  ? 

Celui  là  feul  peut  ignorer  qu’il  y a un  Etre  infini- 
ment Page  , infiniment  pu i (Tant , infiniment  favant,  qui 
ferme  les  yeux  , les  oreilles  ou  plutôt  ( car  ce  n’eft  pas 
allez  de  les  fermer  ) qui  s’arrache  les  yeux  , le  tympan  , 
le  limaçon  , tout  ce  qui  contribue  à la  vue  & à l’ouie, 
ne  fait  aucune  attention,  ni  à la  circulation  dufang, 
ni  à la  nutrition  , ni  à fon  ame , ni  à fon  corps , ni  à 
l’univers  ( * ).  Quelle  reconnoiflance  ne  devons-nous 
pas  au  grand  Etre  qui  en  créant  la  nature  & choi- 


( * ) Il  a cependant  paru,  il  y a quelques  années,  un 
ouvrage  connu  fous  le  nom  de  Syjlême  de  la  Nature , dans 
lequel  on  a fondu  , pour  ainfi  dire  , toutes  les  difficul- 
tés que  les  athées  anciens  & modernes  avoient  propofées  con- 
tre l’exiftencc  de  Dieu  ; mais  l’auteur  de  ce  livre  fameux  que 
nous  avons  réfuté  fort  au  long  dans  notre  Métaphyfique , 
n’eft  ni  Géomètre  ni  Phyficien. 
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fifiant  les  moyens  propres  à obtenir  la  fin  qu'il  s’eft 
propofée , nous  a comblés  de  tant  de  bienfaits  , nous  a 
donné  des  yeux  pour  voir  les  aftres  & tant  d'autres 
merveilles  , des  oreilles  pour  entendre , une  langue 
pour  communiquer  nos  penfées  à nos  femblables , des 
pieds  pour  nous  tranfporter  d'un  lieu  dans  un  autre  , 
des  mains  pour  faifir  les  corps  néceffaires  à nos  befoins, 
des  grains  j des  animaux,  des  fruits  délicieux  pour  nous 
nourrir,  du  pour  en  faire  des  boiffons  encore  plus  dé- 
licieufes,  des  bois  pour  nous  réchauffer  pendant  l'hi- 
ver, des  fruits  rafraîchi  ffans  pour  modérer  les  chaleurs  de 
l’été,  des  fleurs  pour  flatter  agréablement  notre  odorat, 
des  plantes , des  minéraux  & des  animaux  dont  nous  tirons 
tant  de  remèdes  propres  à guet  ir  ou  à foulager  les  ma- 
ladies auxquelles  notre  machine  ell  expofée  , & tant 
d’autres  chofes  dont  j entreprendrois  envain  de  faire 
l’énumération. 

Ainfi  la  Phyfique  , en  nous  faifant  connoître  les 
mouvemens  des  aftres  , les  végétaux  , la  nature  des  corps 
animés  & inanimés  & les  raifons  de  tant  de  phéno- 
mènes étonnans  que  nous  préfente  le  fpeétacle  admira- 
ble de  cet  univers,  peut  nous  donner  une  idée,  quoiqu’im- 
parfaite  , de  la  gloire  _,  de  la  fageffe , de  la  puiffance 
du  grand  Etre  , & contribuer  à faire  naître  dans 
nos  coeurs  des  fentimens  d’amour  , de  vénération 
& de  reconnoiflance  envers  l’auteur  de  tant  de  merveil- 
les, qui  nous  a comblés  & qui  nous  comble  tous  les 
jours  de  tant  de  bienfaits  : tels  font  les  avantages  que 
l’on  peut  retirer  de  la  contemplation  de  la  nature. 


Fin  vu  Tome  cinquième  et  debnieh. 
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